Construgdo e Movimento de Curva Plana via Transformagdes Lineares - Prof. Ms. Nilton Cezar Ferreira.

Capitulo 1
O Espaco Vetorial IR

Definicdo 1.1:0 espaco Vetorial IRé o conjunto de pares de nimeros reais (X, y),-deno
minado vetores, munidos das operacoes :

+ IR* x IR? - IR?; (adicao)

« : IRx IR? - IR% (multiplicacéo por escalar)
Definidas por :

Dados X V1), (x2,y2) O IR ea O IR

(X1, Y1) + (X2, Y2) = (Xa+ X2, Y1+ ¥2)

a.(X1,y1) = @.x1,0.y1)

Essas operacdes satisfazem , para quaisquef] IR e u, v e wJ IR?, as se-
guintes propriedades :
e Comutativa:u+v=v+u
* Associativa:(u+v)+w=(u+v)+we @pv=a.(LV),
* Vetor nulo: existe umvetor nulo0, tal quev+ 0 =0+ v = v para todo
v IR
« Inverso aditivo: para cada vetor u ={xy;) O IR? existe o vetor
—u = (-%, -y1) O IR?chamado anverso aditivo (ou osimétrico de u), tal que
—u+u=0;
* Distributividade: (a+p).v=av+pBveau+v)=au+ay,

* Multiplicacdo por1: 1.v=v.

Definicdo 1.2: Dizemos que dois vetorés: , y1) , (X2, y») O IR?sd0 iguais se; = x, e

Yi=Y2.

Definicdo 1.3:Considere w1, Vy, . Vs,..., Vo O IR?dizemos que v é uma combinacéo line-
ar devy, vy, . V3 ,.., Vp Se existema &, & ,... & U IR tal que v = an; + av, +

dgVst...taVn,

Exemplo 1.1:Sejam u = (1,3), w = (3,4) e v = (-1,2), v é uroabinacao linear de u e w,

poisv = 2u - V.
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Exemplo 1.2:

Sejam u = (1,2), v = (3,4) e w = (4,8) entdodo € combinacao linear de u ¢ w
pois ndo existesa O IR tal que v = au+ aw, de fato

(3.4)=a(l.2)ta(4.8) - (34) = (a+ 4 &;2a+8 &)

, tem solucéo

s a,+4a,=3 ()
2a, +8a, =4 (Il)

de () temos | &= 3-4a (I)

substituindo I” em Il
2(3-4a)+8a=4
6-8a+8a=4=0[ 0a=10
0 que ndo acontece para nenhum valor real a
Conclui-se assim que o sistema nao tem solucatargorv ndo é uma combinacgédo linear

deuew.

Observe qu® = (0,0) é uma combinacéo linear de quaisgetores vy, \s,..., \h, POIS

0= 0w + OVa+ Ovg+.. +0v, O IR,

Definicdol.4: Dados os vetoreg ,V; ,V3,...,V, S€ um deles € uma combinacao linear dos
demais, dizemos que eles sdo Linearmente Depesd@ni®), caso contrario, dizemos
que eles séo Linearmente Independentes (L.I).

Exercicio 1.1Mostre que para n > 2 0s vetorgs...,\h sao L.D.

Exemplo 1.3:
Os vetores u = (1,2) , v = (4,5), w = (7,8) dé #&o L.D. pois: w = 2v —u.

Definicdo 1.5: Um conjuntoB ={u , v} de dois vetores de fRé dito uma base de 1Re u

e v sao L.

Decorre direto da definicédo 1.5 que B& uma base de fRent&d0 = (0,0) 0 B.
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Teorema 1.1: SejaB={ u1, U} uma base de IR entddB gera IR, isto é, qualquer que seja

v O IR?, v é uma combinagcéo linear de w.

Demonstracéo:
Considere u=(x1, Y1), b =(X2, ¥») € seja v = (xy) um vetor arbitrario de &R Devemos

mostrar que existem,a [ IR tal que v = an+auU,.

V = auitaly < (X,Y) =a (X1, Yi)tae (X2, ¥2) = (X, Y) = (@Xitap X, & y1taeYo).

. . ax +ax, =X .
Dai temos o sistema S: _ devemos mostrar quex,y O S tem solucéo, para
ay+tay,=y
X1X2

20 < X1Y2- Y1 X2 z 0.

isso basta mostrar qu%
172

Suponha queyz- YiXo=0 < X1Y2= VY1 X2

Y, ; o -
 Sey#20= x1=ﬁX2 ew= =4 Y> = u; é uma combinacéo linear dg contradicao.
2 2

* Sey=0= x2% 0 ( O vetor nulo ndo pertence a basey; = xﬁ Y, e
2

_ X% . L -
X1 = e = W € uma combinacéo linear dg contradicéo.
2

Portanto devemos teg Yo # y1 X2 = S possui uma solucgo

Exemplo 1.4:

1) Considere a base de’IR = {u = (1,2), u = (3,5)}, se tomarmos por exemplo,
v =(-7,3)existe aa@ [ IR tal que v = au; + aU;.

De fato :

(-7.3) = a(1.2)+ a(3,5)

{al +3a, =-7(l)

de (I) temos,a=-7-3a (I’
2a, + 5a, =3(II) O 2 a(l)

Substituindo o I'em Il
2(-7-33)+5a=3

14-6a+5a=3= |g=-17

a=-7-3a=> a=-7-3(-17)=
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Assim, (-7,3) = 44 (1,2) — 17 (3,5)

2) Sejap ={u ,w} sendo u = (1,0), w = (0,1) e considere {x3y), pelo teorema 1.1
Vgu+aw

(xy)=au+aw=(xy)=a(l,0)+a(01)

xy)=(@x) = a=xea=y

Definicdo 1.6:Seja T : IR - IR? uma transformacéo (funcdo), isto é, cadal®®éas-
sociado por T, a um Unico element@iJ O IR? ,dizemos que B uma transformacao line-

ar ou operador linear, se séo vélidas as seguinteicoes:

i) T(u+v)=T(u) +T(v),0 u, vO IR?
i) T (a.v) =aT(u), D udIR?ea O IR.

Propriedades:

Se Té uma transformacao linear em? %40 validas as seguintes afirmacdes:

a) T(0,0) = (0, 0)

b) T(-u) = - T(u), onde —u indica o inverso aditivowe -T(u) indica o inverso aditivo de
T(u) em IR, ou seja, -u + u =(0,0) e -T(u) + T(u) = (0,0).

Demonstracéo:
a) Fazendd = (0,0)temos, T(0+0) = T@) = T(0) + T(0) = T(0)
= -T(0) + T(0) + T(0) = - T(0) + T(O> T(0) = O.

b) Basta mostrar que T(-u) + T(u) = 0.
TCuw)+T(u)=T(-u+u)=T(0) =0.

Exercicio 1.2:Provar que todo operador linear enf tBm a forma
T(xy) = (ax + by, ax + by)

Se T é um operador linear em3Rsto &, T(x,y) = (ax + by , & x + byy) pode-
X
mos escrever sua forma matricialmente por T (X,\)T¥ {y} onde [T] {:: Ej € deno-

minada matriz do operador linear T.
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Teorema 1.2: Seja T uma transformacao linear emi &B = {u,u} uma base de IR en-

tdo, existem gz O IR tal que T(v) = aT(u) + &.T(up) para todov O IR? .

Demonstracdo: Sejav = (x, y JJ IR? e = {uy,u} uma base de fRv é uma combina-
céo linear de yu, (Teorema 1.1), ou seja, existemaa IR tal que v=a. i1+ & . Uy,
logo,

TV =(@a. w+ta.w)=Ta.w) +T(@. k) =a.T (u) +aT (L).x

O teorema 1.2 mostra que, se soubermos onde\sfipkos vetores de uma base
B, pela transformacéo linear T, sabemos onde s&aldsvtodos os vetores de’|Rsto &,

podemos determinar T.

Exemplo 1.5:

Sejap ={(1,2), (3,5)} e seja T uma transformacéo lined que : T(1,2) = (0,3) e T(3,5) =
(1,4), usando os teoremas 1.1 e 1.2 obtemos (&yjC:3) + a(1,4) e T(x,y) = aT(1,2) +
2 T(3,5)=T(xy) = (2x -y, -7x + 5y).

A seguir daremos alguns exemplos de operadoresréa:

1) Operador de semelhanca :
Ts(v) = kv ; onde k > 0. Jleva cada vetor ndo-nulo v num vetor de mesmadsentas
com modulo (comprimento) multiplicado por k. Obgeue o vetor nulo € levado nele

mesmo.

kv

><V

Figura 1.1
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2) Operador de Rotagéo (de &ngul® em torno da origem)
Te: IR? - IR? leva cada vetor v no vetog [v), obtido pela rotacéo de v, por um angulo
0 em torno da origem.

Sejav = (x,y)J IR’eB ={ e, & } a base candnica de iRsto éB = {(1,0), (0,1)},
logo pelo teorema 1.1, existem &,JBR, tal que (x,y) =& +be =>v=xe+ye, pelo
teorema 1.2 temos que :

To(v) =x Te(e1) + Y Te(€2) (1.1)

Para encontrarg] basta conhecergTe)) e Tp (e2). Assim, através das figuras e utilizando

razdes no triangulo retangulopteremos d(e)) e Ty (&2).

A Tg(el) To(e) j‘\ (0,1)

(1,0)

v

v

Te(e1) = (coP, serd) Te(e2) = (- serf, coB)

Figura 1.2

Substituindo em (1.1) obtemos :
T(v) =x (co®, se® ) +y (- sed®,coD ) = (x co® -y seld, x se® +y cod ), logo para
cada vetor v = ( x, ) IR? temos um vetor

T(v) = (x,y)J IR? onde :

X=xcosd -ysend
y=xsenf + ycosé

Portanto T(x,y) = (x cds- y sel), x sel® +y co$) =

cosd -send
[T]=
sen @ cos &
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3) Operador de Reflexdo (em torno do eixo x)
« TrR™(X, ¥) = (X, -y). Se y# 0, entdo F reflete cada vetor (x,) )yem torno do eixo dos
X. Se y =0, entdo o vetor é levado nele mesmoofjamente obtém-se

TrY (X, y) = (X, y), translagdo em torno do eixo y

v

Ta(v)

Figura 1.3



Construgdo e Movimento de Curva Plana via Transformacoes Lineares - Prof. Ms. Nilton Cezar Ferreira.
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________]

Capitulo 2
A Tela

Definicdo 1.1 :Denominamosela(n x m)ao conjunto de pontos (x,y){0,1,2,3,...,n} X
{0,1,2,3,....m}0 IR

Representacdo Geomeétrica

A=(0,0) N »B = (0,n)

D=(n,m)

C=(0m) Figura 2.1

Observe que o ponto (0,0) localiza-se no cantersupesquerdo, e as coodenadas

de abcissas e ordenadas crescem a direita e panafespectivamente.

A E F

G O = ()Q) ) yO) H

C = D
Figura 2.2
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Fixando um namero natural k > 0 (denominado escalednjunto de todos os pares

(x,y) D{— L, L} X {— l, i} O IR ? denomina-se retangulo cartesiano xy.
2k 2k 2k 2k

Criaremos um sistema de coordenadas cartesiaras pala (mxn) através de

dois segmentos de retasF e GH , Sendo E :Hg]oje F = “%}mj G =

[o, [%D eH= ( n [%D , onde : [x] denota o maior inteiro menor que »argpx ]

IR. Veja que a tela(mxn) é na verdade uma dis@agdia do retagulo cartesiano.

Cada ponto (X, y) do retangulo cartesiano xy cporde a um Unico ponto (s,H)tela(m
X n) dada por s:[kx +g} e r:[—ky+r—2n] Note que essa correspondéncia nao é

injetora, isto é, os pontos (s,r) da tela ndo eatdociados a um Unico ponto (x,y) de xy.

A E F
r
SK $rk
G H
O
C F S D
Figura 2.3

E facil verificar que a transformac&o de um pdmty) do retangulo cartesiano

Xy, num ponto (s,r) de tela(m x n) é um operaduedr , que denominaremogerador de

tela, isto €, o operador (x, y) :[[k.x +g} , {— K.y + %D
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Exemplo 2.1: Considere a tela (205 x 105) e seja k = 10 ala&st@go o retangulo

cartesiano é dado p{r % ﬂ} X[ 241 21

2 :| Em cada item iremos encontrar o ponto

de tela (205 x 105), correspondente ponto (xagogd do retangulo cartesiano.

a) (1,1)= (s,n)

S —{10 1+ Q‘ﬂ 112
2
[ 10. 1+£25} 42

[ 1,1) = (112, 49)

b) (-2,1/3)= (s,r)

{10 (- 2)+2%5} 82

[0 2425 ] g
3 2

1 [-2,1/3)= (82, 49)

b) (-v3,m) = (s,1)

{10( J3) +205} 85

r :{—10.ﬂ+% =21

0| (-+/3, m) = (85, 21)

A representacdo geométrica de cada ponto do exehipldada por :

a)

1 (1,1)= (112,42)

42

(102,52) 1
10
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b)
1/3
“ (2.5) = (8249)
3
-2 (102,52)
82
Figura 2.5
c)
21 T ('\/§ 1T[) = (85)21)
3 (102,52)
85
Figura 2.6

11
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Capitulo 3
Construcao de Curvas no Plano

Sejal O IR tal quea £ A < a + 1com al Z. Decorre direto da definicdo de [que:
[Al=a

Os infinitos valores reais (racionais e irraciohdisA geram apenas a coordenada [A]

da tela, logo um unico valoy, 0O [a, at+l1[ tem interesse na representacdo de tek e

outros infinitos valores podem ser desprezadosge@r o mesmo valor de tela que

Teorema 3.1: Sejam ab [ IR, o intervalo [ a, b ] possui exatameht@Umeros inteiros,

onde:

N:{[b]_ [a], se aD z

[b]—[a] +1,se al Z

Demontracao:

Se allZ = [a] + 1 € o primeiro inteiro do intervalo [a, bjpeiltimo é [b],
assim, os numeros inteiros de [a,b] sdo: [a] { %[3,...,[b]. Se N indica a quantidade de
termos dessa sequéncia,

N =[b]-(a] +1)+1=[b]-[a], e isso mosteaprimeiro caso.

Se all Z = a = [a] é o primeiro inteiro de [a,b], isto é, aps um inteiro a
mais que no caso anterior, logo

N=[b]-[a]+1m

Definicdo 3.1 Denominamos curva no plano, qualquer funcdga®i O IR — IR?, ou

seja, uma lei que associa a cada numero fegat b] um unico ponto C(t) = (x (t), y(t))

de IR.

Exemplo 1.1

12
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i) C(t)= (Bt t?),2< t< 2,
i) C(t) = (sent, cost), comDOt < 21
i) C(t)=(t,In(t)) comEt<5.13

Definicéio 3.2:Seja C:[a,b]- IR? uma curva no plano, denominamos traco da curva C a
conjunto:
Tr (C) ={(x,y) O IR?| C(t) = (x ,y), para algumi [ a,b ]}.
Por conveniencia, muitas vezes chamaremos o tracanth curva, simplesmente por
curva.

Considere uma tela(m x n), &0 um numero real (escala) e seja C uma curva

no plano, onde C(t) = ( x (t), y(t) )sat< b, se

C(t) D[— LL} X [— m , ﬂ} podemos aplicar o operador de tela T nacurvaC e
2k 2k 2k 2k

obter:
T(C(t)) = T(x(t),y(t)) = (s(x(1)), r(y(t))) & t<b,uma curva de tela (m x n),

determinada por C e denotada @r

_ n
s (x(t)) —[k x(t) +EJ

r(y(t))=[—k y(t)+%}

Teorema 3.2:Seja f: [a,b]- IR uma funcado continua. Se A = { [f(t)] k& < b}, entdo

existemt, t, ..., & O [a,b] tais que A = {[f(D)], [f(t2)], ..., [f(t)] }

Demonstracdo:Como f é continua em [a, b] (fechado e limitaddfierf possui maximo e

minimo Me m,respectivamente (Teorema de maximos e mininag), m<ft) <M =
m-1< [f()] <M, O0t0[a,b]= AO][m -1, M], como os elementos de A séo inteiroslop

teorema 3.1 A é um conjunto finito, dai concluiracdemonstracag

13
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ConsidereC (t) = (s(t),r(t), tO [a,b] uma curva da tela (m x n ) determinada
por C, assim, sex(t) ey(t) s&o continuas entéd x(t)+g e —ky(t)+ %

também o sdo e pelo teorema 3.2 existem t.., 4 et,, t,, ..., t, O[a,b] tais que:
{s)|astsb}={s(t)]i=1,2.., p}
{r(ty|astsb}={r(t,)]ji=12.., q}
em outras palavras, podemos gerar a curva C@yvédrde uma variacao finita para tem
er,isto é

CH)=(s@, r(t;), i=1,2,.,p ej=1,23,.q
Considere ve vV as variagOes deé t,, respectivamente, ou seja,

i =6+ 0V

fa=f+V

Falta descobrir como se calculae/\‘/j . Para isso podemos olhar a tela (m x n)

como uma matriz e cada ponto da test;),r (t ;)) € na verdade um preenchimento do

campo da matriz, como, ilustra a figura 3.1

s(t;)

Figura 3.1

Dai, uma curva continua na tela (m x n) é comppstgontos com representacdes adja-
centes (horizontalmente, verticalmente ou diagoeats), logo, se o ponto
(s(t;),r(t;))ja foi representado na tela (m x n) o préximo po(sdt, ,,), r(t;,,))

deve ser um dos pontos indicados por 1,2,3,4,616& na figura 3.2 .

s(t;)

14
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Para que ocorra uma das oito possibilidades, é&séGe e suficiente que um dos itens seja

satisfeito:
i) |s(ti)=s@)|[=1e|r(f,,)-r( ;)| =1 (posicdo 2,4,60u8)
(32) {ii) [s(t,,) =s(t;)|=1 e |r(f;,)~r(f ;)| =0 (posicdo30u7?)
i) [s(t;,,) = s(t,)[=0 e [r(f,,)~r(f,)]=1(posicdolous)
Os trés itens acima indicam um, e apenas um, deslEto na direcdo de s ou r ou am-

bas. Tomando,

vV, = /li e \7j =%, onde\ e A O IN”. teremos:
t, =t =a
tp:t'q =b
t, =t +v. =t +=,i=12..,p-2

escolnemod e A como os primeiros naturais que satisfaz apenas dasacondicdes de

(3.1) e assim poderemos construir a curva em tddént X n) com uma escala fixa k.

15
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Capitulo 4

Movimento de Curva Planas via Transformacgoes Lineas

Um movimento de uma curva plana € simplesmenteeemgédo dos pontos da
curva em forma organizada, ou seja, mudando cadla para uma nova posi¢cao estabele-
cendo uma lei, que preserva o formato original wlaac e suas medidas, em relagcdo ao
tamanho datela(mxn).

Para formalizar melhor essa idéia, iremos introgdoizonceito de isometria e
mostrar que algumas transformacdes lineares, duerdmos, sdo exemplos de isometri-

as.

Definicdo 4.1.:Uma isometria em IR é uma funcdo T: IR — IR ? que preserva distan-
cias, isto é, dados os pontos (x 1 yl) , V=(X,,Y,)0IR? e considerando
T(U)=(x1,Y) e T(v) =(X;,y,), tem-se d(u,v)=d (T (u), T(V))

o =62+ (= ¥2)P = (= x2) + (3, - )P

Ya Ya

v

Figura 4.1

16
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Definicdo 4.2.:Seja C : IR> — IR umacurva planae T: IR - IR ? uma isometria,
dizemos que uma curva C” : fR~ IR é um movimento de C pela isometria T, se J( C
=C.

Exemplo 4.1.:Seja a translacda TIR 2 - IR definida por T(x , y) = (X + X0, Y + Yo),
Xo, Yo IR. T; € uma isometria, de fato, dados:

u=(x;,y;) e v= (XY, = T(u)=T (X;,y1)= (X +Xg, Y1+Y,) e

T (X2,Y2)= (X4 Xg, Yo +Yo) = d (T (U), T (V) =d (X, +Xg, Y1+Yo),

(X2 +Xg, Y2+Yo))

= It o= Ot Xl #[yat yom (V2 Vo)l =00 = %)% + (11 = v2)? =d(u,v). m

Considere a curva C, dada paZ (t) =(r cost,r sent), a< t<bh. Aplican-
do a transformacéao €m C, obtemos:

T, (C(t))=T,(rcost,rsent)=(rcost+ x,,rsent+y,), isto é
C'(t)=(rcost+ x,,rsent+y,) éum movimento da curva C por T,.

Ya T Ya
Yo |-
\\J > Xo 2%

Figura 4.2

Observe que a isometria T dada no exemplo 4.1 éparador linear translaggamas nem

todos osoperadores lineares sdo isometrig®r exemplo, o operador de semelhanca.

17
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Veremos a seguir algumas transformacodes lineaiepipduzem movimento

no plano, ou seja , sdo isometrias.

1. Translacdo
Como foi visto no exemplo 4.ima translacao {x yo) € a isometria definida

por i (X,y)=(xX+%,y+Ww).

yA yA
Tt
> +
y Y*+Y
LX )0__ | -
X Xo X+x X
Fiaura 4.:

2. Rotacao

Foi visto no capitulo 1 o operador de rotacdo@mot da origem, denotado por
Te.

Ainversa da translacdq (X ,y) = (X + % , Y + ¥ ) € TH(X,Y) = (X —%.Y - Yo).
De fato,

(eTHOCY) =T(THX, Y) =T (X =%,y - Yo) = (X—2)+X0 , (Y - Yo)+Yo) = (X )

da mesma forma,

(THTO(xY) =(TH(Te(x L y)) =TX+ X0,y + Yo) = Te (X+%0) -Xo , (Y+Y0 )+Y0) = (X ,Y).
Quando aplicamos g Tnum ponto (x ,yJ IR ?, estamos deslocando os valo-

res de x e y , para posicOes opostas a eeyxna direcdo do eixo x e y respectivamente,

pensando desta forma o pontg, (k) € deslocado para a origem do sistema cartesiano.

yA

1 Ya
y ] )
T (%, Y)
> o § :
Xo X X T (%o, Yo) ' :

Figura 4.
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Aplicando , em seguida, a transformacao de rotee@imtorno da origem ), vista no capi-
tulo 1, ou seja,d X,y ) =(x coD-ysend, x serd + y serd ), obtemos

To= (T (X)) = To = (X =%, - Yo) = ((x —%) cosB - (¥ - Yo )senb, (x — %) send + (y
-Yo) cosB ), isto & (B T) (x,y) = (X — %) cosB - (y - Yo )send, (X — %) send + (y - Y

) cosB ). Essa aplicacdo nos da a rotacéo do poff(axT,y ) em relacéo a origem caracte-
rizada por T Xo , Vo), isto €, em outra posicdo do sistema cartesigigmal, como mos-

tra a figura 4.5.

1 y A
TeT (X, ) T (%, y)
3]
T (Xo, Yo) X
Figura 4.5

Para voltarmos & posic&o original, isto é retiranaslacao feita por;T, basta aplicar a
transformacao I, assim obtemos:

Te(To (T (x,Y))) = (% +(X — %) cOD -(y - Yo)SeNO , Yo+(X — Xo)Serd + (y - y)cosO ).

Essa transformac&o, que denotaremos p8e X faz a rotacéo de qualquer ponto (XLy)
IR 2 em torno do ponto ¢x Yo), e ela é caracterizada pela composicdo das oransfdes

de rotacéo e translacdo em relacéo a origem.

y A
To( X0, Yo)
T 0.
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Observe que paradxyo) = (0,0) obtemosgi®y¥y = Tg . O fato de que g®,%y é uma
isometria no plano decorre imediato do fato detasmposi¢cdes de isometrias, assim,
basta provar que a composicao de duas isometuigsésometria, e isso fica como exer-

cicio para o leitor.

3. Reflexaa

No Capitulo 1 vimos que a reflexdo em torno doseie y sdo dadas por
TX(xy)=(x,-y) eTLxYy)= (-X,y), respectivamente. Agora construiremos a

transformagao de reflexab;, em torno de uma reta r: ax + by + ¢ = 0.

y a(X,y)

S

T R(XY)

v

Figura 4.7

Observe qu% _c oj é um ponto da retarr.
a

A transformagcéo inversa de e Y2 é T %Yo de fato,
T (HXOYYO) - T (—XHO'YO) = (T, T, Tt_l)(Tt Ty Tt_l) =T, TgT—yTt_l €

TOe) TOovd = (T, T, T7')(T, T, T,|') =T, T, T, T}
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para concluir, basta mostrar que, € a inversa deT, .
(T, T_,) (XY) = (T ,T ) (%Y)=T,(T_4(xY)) =T,(xcost8) — ysentd), xsenE-6) + y cos-6) =
T,(xcos@ +ysend, - xsen@ + ycos &) = ((xcoD + ysenB)coD - (-se® + ycod) serd

, (x co® + y sem) ser® + (- x serbB + y cosh)) = (X cos’O + y serd cosO + x serf 0 - y
cod serd, x codserd + y serf 0 - x se® cod +y cos’d ) = (X, y)

para _, T,)(X, y) = (x,y) a demonstracéo € analoga.

0)

AplicandoT (57 nos pontos de r, obteremos uma rotagéo de r em tr ponto

(— < , oj no sentido horéario, isto leva a reta r a coina@dim o eixo X
a

x,y)

Te(xY)

Figura 4.8

X

Em seguida obtemdE}, ( reflexdo em torno da retg através da reflexdd ;, ( reflexdo

em torno do eixo ). Falta agora voltar a reta a inclinacao origipnalfamente com o pon-

CO)

o) .. (-2,
,isto é ainversad& _,2 ', sem

. : (-,
to (X ,Yo), para isso basta aplicar a rotadag @

alterar a reflexao feita.

v
X

21
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Portando,

C Cc

<, 0) L,
Tg=T,2 TXT_,a ,istoé,

Cc Cc

TL(xy)=T 5 @ (THT 52 (xy)

=T ;_?O) (Tx (—E+(X+E)COSH+ ysenH,—(x+£)sen9+ y cosf) )=
a a a

(-<0) € c c
T, (—+(x+—)cosfd+ysend, (x+—)send —ycosl)=
a a a
C C C
(-=+(x+=) cog @+ yserdcosd - (x+-)serf 8+ yserdcod,
a a a

(x+ g)sen?cose +yserf @+ (x+ g)serﬂcosﬂ -ycosé)=

(—E +(X+ E) cos26 + ysen2d, (x + E) sen2d - ycos26) .
a a a

Sendo: &0, 6= arctg(—%) para b£0 €6 :g

Veremos agora o casoa =20

y A
(X, y)
-c/b r-by+c=0
« TR(XY)
_ X
<
Figura 5.1
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Pela figura 5.1 vemos que a reflexdo mantéimaxe faz uma translacédo emy
dada por:y-2(y+c/b) =y—2y—2c/b = -ycHR

Portanto,

(X,—y- 2%), sea=0

Trxy) =y . .

(—— +(x+—)cos28 + ysen2d,(x +—)sen26 — ycos26), sea#0
a a a

Onde:G:arctg(_Ta),sebva e 9=§,sebzo

A partir de composigOes das transformacgdes dslagéo e rotacdo em torno
da origem, construimos transformacdes de rotacamerm de um ponto (x/o) € a refle-
xao em torno de uma reta qualquer, assim podenmsdatar que um movimento no plano
pode ser visto como composi¢des simultaneas dessassormacdes. Neste caso um algo-
ritmo de movimentos de curvas pode ser faciimemi@amentado, fazendo apenas cha-
madas simultaneas das fun¢des de rotacao e traosactorno da origem.
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