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PARTE Il

2.6 — Métodos Numeéricos para Encontrar Raiz de UmBRquacao

Até o0 momento introduzimos conceitos que nos pdgsifazer uma analise da
equacao a respeito da existéncia, nUmeros possi@eizes para certas equacoes, etc.
Agora, estabeleceremos métodos numericos paratesicama aproximacao para cada
raiz com uma precisdal estabelecida, denominada tolerdncia. Todos os do®to
baseiam-se em uma aproximacdao inicial que podessethida de acordo com a analise
e o isolamento da raiz.

Definicao 2.7
Sejaa uma raiz real da equacéao f(x) = G,Jee 0 um numero real, dizemos queexum

namero real aproximacdo de com tolerdnciae se uma das trés condi¢gbes for
satisfeitas:

i) | Xo—a | <O
i) Xa=al o
la|
i) | f(xn) | <O
Definicao 2.8

Dizemos que uma seqiéncia de numeros rgaig, X, ..., %,... CONverge para uma raiz
a O R, se O > 0 existir um inteiro n tal que um dos critérids Definicdo 2.7 for
satisfatoria.

A Definicdo 2.7 estabelece critérios para medirexipdo de uma aproximacagp x
para uma raiz. E necessario escolher um dos critérios desqréos a aplicacdo de um

al

L, ;. X, — ~ .
método numérico. Observe que o | <O e IT—|<D sdo, respectivamente, o erro
a

absoluto e relativo cometido ao se tomapara, de acordo com o que foi estudado no
capitulo 1. Assim, a toleranciaestabelecera o erro madximo permitido.

. ~1 ;o . -
Considere a equa(;al%lnx = (0 que tem como Unica raiz real o nimerc- 1,

porém se tomarmos,x 1000 temogf (x,))| = [1000| = 0,0000000007 que é um
valor pequeno mas 1000 ndo € uma boa aproximagaapaiza = 1, iSSO mostra que
o item iii’) ndo € uma boa maneira de estimar upraxamacao para a raiz.

Nosso objetivo € encontrar uma boa aproximacaogeaea, iSSo significa que em
geral ao valor de ndo conhecido e ndo temos um meétodo eficiente grazantra-lo.
Assim, nenhum dos itens de Definicdo 2.7 poderagkrado para analisar a precisdo
de certa aproximagao. Neste caso, usamos em saualsigeguintes condi¢des:

i1) |Xn+1—)Q1 | <0
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ii,)|xn+1_xn|<[]
| x5 |
As condigfes 1') e ii") medem com uma boa precid@proximacao que,x se encontra
de a, quando tomamos n suficientemente grande. Mesm® pando muito grande,
podemos observar o comportamento da sequéngiagX ..., em termo da sua
aproximacdo ou nao de e com que velocidade se da essa aproximacaogdafi@no

caso.

A seguir descreveremos alguns métodos conhecidas graduzir uma aproximacao
para a raizw com uma tolerancial.

2.6.1 Método da Bissecao

Seja f uma funcdo continua em um intervalo [adk]acordo com o Teorema
2.1 se f(af(b) < 0 a equacéo f(x) = 0 tem raiz real no in&ova, b]. Admitindo que
seja a unica raiz de f(x) = 0, no intervalo [a, dgscreveremos a seguiMetodo da
Bissecagoara o calculo de uma aproximacaaxdmm tolerancial.

Este método baseia-se na utilizacdo do intervalaob] para determinar uma
seqliéncia de subintervalos [a, b], n[a&q, by] O[as, by] >[a,, by]...., todos
contendoon. Uma aproximacao de poderé ser qualquer nimerpx [a, b] tal que um
dos critérios estabelecidos na Definicdo 2.7 sejfsfeito. Como ja citamos
anteriormente, pelo desconhecimemtasaremos um dos seguintes critérios:

|~y <0 ou o "Pol g (2.2)

|a, |
A discursdo desses critérios refere-se a convei@édos métodos eabordada
futuramente.

O processo se inicia tomandg,[&)] = [a, b], em seguida tomamosxocomo o
ponto médio do intervalo faly], isto é, ¥ = (& + )/2 e calculamos f@. Se
f(ap)-f(X0)<0 entdau [ [ag, Xo] € tomamos [a by = [ao, Xo], caso contraria O [Xo, o] €
tomamos [g by] = [Xo, bn]. Assim, obtemos um novo intervalo [&] contendoo, cujo
comprimento € metade do intervala,[&#] = [a, b]. Repetimos o processo com o
intervalo [a, by] e com todos os outros intervalos obtidos, atédy@mos uma
sequéncia de intervalos[dn), [ai, b], ..., [&, b),..., onde o comprimento de cada um, a
partir de [a, by], € metade do comprimento intervalo anterior. ©cpsso termina
quando tivermos um intervalo,[dy] satisfazendo um dos critérios de (2.2).

EXEMPLO 26

Vamos encontrar uma raiz para equacde ¥ + 1 = 0 com uma tolerancia = 0,3,
sobre o critério |a b, | <.

Pelo método grafico podemos constatar que essa@&myBssui uma unica raiz no
(-2-1)

intervalo [-2,-1], logo [& bo] = [-2, -1]. O ponto médio desse intervalg, &

-1,5. Calculando f(® temos, f(-1,5)1-1,026869839 isso implica que f(-1f6)11) < O,
pois f(-1)[10,3678794411. Encontramos,[&] = [-1; -1,5] onde | a— In | = 0,5 >[.
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Repetimos o0 processo e calculamos o ponto médja;dby], x; = % =-1,25.
f(-1,25) [0-0,2759952031 e f(-1}-1,25) < 0, obtemos entao,[d»] = [-1; -1,25], com
l& — ] = 0,25 <0O. Portanto, qualquer numero do intervalo [-1; -1,25uma
aproximacao da raia com tolerancidl = 0, 3. Podemos tomar o proprig=x-1,25, %
=-1,25 como uma aproximacao para

Para facilitar o entendimento e a execucdo do doétta bissecdo, iremos
descrevé-lo sempre através de uma tabela. A tallekauma descricdo do Exemplo 26.

n a, by Xn f(Xn) | -
0 -2 -1 -1.5 -1,026869839 1
1| -15 -1 1,25 -0.275995203 0,5
2| -1,25 -1 - 0,25

Tabela 2.1- Aplicacdo do Método da Bissecao

Teorema 2.8(Convergéncia do Método da Bissec¢ao)

Seja f uma funcao continua em [a, b]ps& a Unica raiz de f(x) = 0 no intervalo (a, b),
entdo sequéncia de numeros regiproduzida pelo Método da Bissec¢édo, converge para
a.

Demonstracao

Fazendo [a, b] = faky], temos % = bOLZaO
b —
|(1—X0|<b1—61=oTa0.

b, +a
Como X% = % . temos:

_b-a _by-a
lo—x| <bp—a= s T

: b, +a,
E assim como, x= 5 temos,

b, - &
|0‘—Xn|<b1+1—al+1: n2 = 02n+10

Observe queb—a0 — 0 quando n— oo, logo % se aproxima de: quando n é

-

2n+1
suficientemente grande. Isto €, dado um numerdteal, encontramos um inteiro n >
by — 2,

2n+1

0, tal qued — x| < O. Com efeito, comoa|— X,| < é suficiente mostrar que

bO_aOSD

2n+1

existe n tal que
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M<D - bo;ao< ontl
2n+1 D -

Aplicando logaritmo em ambos os membros, obtemos:

N2 "3 < 2™y & 1% <+ Y2
U O
in Po "8
|
n>— 0 g 2.3
- In2 (2:3)

Portanto, basta tomar n como o primeiro inteircsttendo a expresséo (2.3) para

bo—ag
2n+1 s D.

termoga — x,| <

2.6.2 Método das Secantes

Este método produz uma sequéncia de aproximages,X, %,... para uma
raiz o dessa equacao. Devemos admitir que f(x) é congnuga,b] e quer € a Unica
raiz da equacéo f(x) = 0 nesse intervalo.

Iniciamos tomando [a, b] = {xxi], isto €, % = a, x = b; % é obtido pela
interseccéo da reta determinada pelos ponigd(ks)) e (%, f(x1)) com o eixo x. De
modo analogo encontramos, yela interseccao da reta determinada pelos p@xios
f(x1)) e (%, f(x2)) com o eixo X. Repetindo 0 processo produzimsswiiéncia g Xa,...,
Xn,... COMO mostra a Figura 2.14.

Figura 2.14.Método das Secantes Z

Considere os pontos (x f(xn-1)) € (%, f(xn)) obtidos apoés n aplicacdes do
procedimento descrito anteriormente. Encontrareroes pela intersecgao da reta r,
determinada por ¢, f(xn-1)) € (%, f(xn)) com o eixo x.
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A reta r, isto é, a reta determinada pelos pofxos f(xn-1)) € (%, f(xn)) é dada
por:

f(Xn) —f(Xna)

n n-1

rry—fx)= (x-x,)

A interseccédo de r com o eixo x é feita tomande Oye x = %+1. Fazendo isso obtemos:

f(x,.)—f(x
_f(xn):M(xnﬂ-xn)a
Xn_xn—l
X, —X
Xne1 - Xn = —f(x ) —0—"L
K ) ) i)
Portanto,
X =X
Xne1 = X —f(x )—2 =0t n=1, 2, ..
1= % )t ) o)
EXEMPLO 27

Encontre uma solucgéo aproximada para a equagadng-x) = 0, com tolerancia X0
Solucéo

Pelo método grafico vemos que a equacdo dada teminita raiz real e se encontra no
intervalo [-1, 0]. Como verificacao, calculamosIj(= -1 x lim f(x) =) = —<o.
X-0"

yA

v

V

Figura 2.15.Utilizacdo do Método Grafico
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Como a funcdo f(x) =%- In(-x) ndo esta definida em [-1, 0], podemosabm

um intervalo aproximado desse, mas com o0 cuidadpéde raiz ainda permaneca nele,

como por exemplo, o intervalo [-1; 0,1].
Aplicando o método das secantes, temgs: %, x =0,1 e

X2 =% —f(X,)

X1 = Xg

f(x1) —f(X,)

=0,1 - f(-0,1)

-01-(-1)
f(-0,) -f(-1)

=-0,7274036638

Utilizando uma estimativa para erro dada por s i€, & = | X.+1— % |, temos

E, J0,6274036638

Como B > [0 = 10° repetimos 0 processo para X, ..., %, com & < 10°. A Tabela 2.2
mostra o todo o processo descrito.

n Xn f(X n) f(Xn+1)'f(X n) En

0 -1 -1 - -

1 -0,1 2,3015851 3,301585] 0,9

2 -0,7274037| -0,0666074| -2,3681924  0,627403p
3 -0,7097574| -0.0147127 0,051895p 0,0176463
4 -0,7047547 0,0050027

Tabela 2.2.Utilizagdo dos Método das Secantes

Portanto, uma aproximacéo para a raiz da equaghoéla = -0,7047547, com erro
estimado, em H10,0050027.

2.6.3 Método de Newton

O método de Newton € parecido com o método dasnges; porém ao invés de
tomarmos retas secantes, isto é, retas que passamoijs pontos do grafico de f,
tomamos retas tangentes ao grafico de f, em caaa o, f(x)), i =0, 1, ..., onde o
valor inicial % deve ser bem escolhido e, para cadeoxhecido encontramos.x pela
intersecgdo da reta tangente a,f(x,) com o eixo x. A figura 2.16 mostra
geometricamente a utilizacdo desse método.

45



Equacdes de uma variavel real
Prof. Ms. Nilton Cezar Ferreira

Figura 2.16.Representacdo do Método de Newton

O método de Newton exige que a fungdo tenha dexim@d nula emgx Xy, . Xn.
Considerando que essas condi¢des sejam satisterets, tangente a f no pontg, (X
f(xn)) é:

y —f(xn) = " (Xn) (X - Xn)
A interseccdo dessa reta com o eixo X, resulteontopx+1, 0) é dada por:

—f(Xn) = ' (Xn)Xn+1 - Xn) =

f(x
Xn+1 = Xn = f('(xn)) int

f(x.)
Xni1 =X ——— n=0,1,2,...
TN T )

Observacao:

1) O método de Newton apesar de ser mais eficientegdemais metodos
estudados, ele exige muito da funcéo, ou sejayvé der derivada de
primeira ordem nédo nula em [a, b].

2) Como ja dissemos anteriormente,qaleve ser bem escolhido para que o
meétodo funcione corretamente, uma condicdo sufigjeporém néo
necessaria, para a convergéncia da seqiéncia maduz método de
Newton é que " (x,) xf(x,) > 0.

EXEMPLO 28
Resolveremos a mesma equacdo do Exemplo 27, potémando o método de
Newton.

A equacdo é% In(-x) = 0. Um intervalo que contém a raiz é PIL
Vamos escolhergx Tentaremos = -1.
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Logo,

£7()= 6X + = = f"(1)=-5 e f(-1)=-1
X

f(-1)xf(-1) =5>0

Portanto, ¥ = -1 € uma boa escolha. Agora é s substituiegééncia de recorréncia
do método de Newton para encontrarmos as outragiamacoes, e assim produzimos
os resultados dados pela Tabela 2.3.

25

n Xn f(xn) f'(X) En

0 -1 -1 4 -

1 -0,75 -0,1341929,  3,0208333 0,25
2 -0,7055775| -0,0025258 2,9107976 0,04442
3 -0,7047098 0,0008677

Tabela 2.3.Utilizagdo dos Método de Newton.

Portanto, uma aproximacao para a raiz da equaghoélg = -0,7047098, com erro
estimado, em £10,0008677.

2.6 Exercicios

Em cada exercicio encontre, se existir, uma aproximada para a equacao dada,

com tolerancidl especificada, utilizando cada um dos métodos adagd

1) & +x2-2=0,

0=0,01

2)Inx-2x+1=0, 0=0,05

3)x¥-Inx-5=0,

4)tgx + 4x2 - 2x — 2 =0,

5 x8-3x2+2x+1=0,

J=0,01

6) sen(x+1) - &1+ 3 =0, 0

7) e —tgx = 0,

(J=0,08

8)Vx—-2 +In(x-3)+2=0,

J=0,01

J=0,001

0,2

0=0,25
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9) -/ x+1++4/x+2 -2 =0, 0=0,025
10) -(x-1)? - 2(x-1) - cos(-x+2) — 4 = 0, O0=10"
Respostas:

(Obs: Existem varias solugdes possiveis com a toler&@spacificada, para saber se sua resposta esttacorre
subtraia o resultado encontrado do resultado apairmddulo da diferenca deve ser inferior a toleid@n

1) 0,5372744798 e -1,315973773 2) pidssui raizreal  3) 0,006737950025

4) x =-0,6082397699 5) -0,3247179468) -0,2943284809

7) infinitas raizes, algumas delas séo: 0,804695; -0,6082397699; -1,466272951; 1,724649010

8) 3,048605704 9) ndo tem raiz real 109 tedn raiz real.
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