Equac6es de uma variavel real
Prof. Ms. Nilton Cezar Ferreira

CAPITULO 2
PARTE |

EQUACOES DE UMA VARIAVEL REAL

2.1 Introducéo a Equacdes

Considere f uma fungéo, ndo constante, de umavedridal ou complexa, f(x) = 0 serd
denominada equacéo de uma variavel.

EXEMPLO 1
€ + senx = 0 é uma equacao associada a f(X)y=senx .

Observe que a equacdo f(x) = 0 esta associadangdefs f e —f. pois f(x) = 0 &
equivalente a — f(x) = 0.

EXEMPLO 2
5x + Inx = ¥ & uma associacao a f(x) £x5x — Inx e a —f(x) = -%+5x +Inx.
Definicao 2.1

Um numero real (ou complexo) € denominado raiz da equagédo f(x) = 0 s&), 0,
isto &, a imagem de pela funcgéo f for nula.

EXEMPLO 3

o = 1 é uma raiz da equacad®3x2x — 5 = 0, pois essa equacao esta associggpa f
3x%-2x—5ef@) =1f(1) = 0.

EXEMPLO 4

a =0 é uma raiz da equacdo-esenx -1 = 0, pois f(x) =‘e- senx -1 esta equacio esta
associada e f(0) = 0.

EXEMPLO 5

o =i é uma raiz da equacdd+1 = 0, pois essa equacdo esta associada a f{rf&o
x*+lefi)=F+1=-1+1=0.

Por definicdo, se 0 nimero reak uma raiz da equacéo f(x) = 0, ent&o f 0.

Assim, o ponto d, f(a)) = (a, 0). Isto significageometricamenteque o grafico de f
intercepta o eixo x (eixo das abscissas) em Gomo mostra a figura 2.1.
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Figura 2.1. Representa¢cdo geométrica de umaaaiz

Assim, uma raiz é o ponto ao qual a representag@métrica do grafico de f,
intercepta o eixo X.

Teorema 2.1

Seja f uma funcgdo real, continua no intervalo JaSke f(a)f(b) < 0 entdo, a equacao
f(x) = 0 possui pelo menos uma raiz real no intera,b], isto &, existe € [a,b] tal que
f(x) = 0.

Geometricamente o Teorema 2.1 € bem claro, elplessmente afirma que, se
f(a) e f(b) tem sinais contrarios e f é continua Enb] entdo, o deslocamento
geomeétrico do gréafico de f, que liga o pontmf(@) ao ponto If,f(b)) intercepta,
necessariamente, o eixo X. Note a importanciapétése de continuidade da funcéo f.

f(b)

v

v

,,,,,,,,,,,,,,,,,, +f(a)

f(b)

(@) (b) 7

Figura 2.2. Interpretacdo geométrica do Teorema 2.1.
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EXEMPLO 6

A equacdo %+ & — 7 = 0 possui pelo menos uma raiz no interval@]J0pois,
f0)=-6<0ef?)=2+&—-7=€é+1>0= f(O)F(2)<O.

O Teorema 2.1 decorre imediatamente tdorema do valor intermediarjo
abordados em cursos dealculo diferencial de uma variavelrefl], e a sua
demonstracao requer conceitos que fogem ao nogstivobA reciproca desse teorema
nao é verdadeira, isto é, podemos terff{@) > 0 e ainda existir raiz para f(x) = 0 no
intervalo [a, b]. De fato, considere a funcéo )} — 1, f(-2)(2) = 1 > 0 e ainda
assima = 1[0 [-2, 2] € uma raiz da equacéao f(x) = 0.

O teorema 2.1 pode ser estendido para o0 caso ernsgja continua no intervalo
aberto (a,b) mas néo esteja definida em pelo menoslos extremos (a ou b). Essa
extensao pode ser feita substituindpaa lim f(x) e_bporlir[)[ f(x). O exemplo 7

X—-a X—

mostra uma situacao que podemos fazer isso desaa id
EXEMPLO 7

Dados f(x) = Inx + 1 e o intervalo [0, 1]. Obseryge f ndo esta definida em 0 (zero).
Logo, aplicamos o teorema 2.1 utiIizande) f(x) no lugar de f(0). Assim,

Iingf(x)Df(l):—oo [1=-0<0. Portanto, de acordo com idéia da extensdo do

Teorema 2.1, a equacdo f(x) = 0 tem raiz em [0, 1].

2.2 — Polinbmios e Equacdes Polinomiais

Definicdo 2.2
Denominamos polindmio, na variavel x, de grau datfuncéo da forma p(x) T &" +

a1 X1 +... + @. Sendo a# 0, a.1,..., @ constantes reais (ou complexas) denominadas
coeficientes.

EXEMPLO 8

p(x) = -3¥ + 5x -1 é um polindmio, na variavel x, de graw®nc coeficientes: g -1,
a=5ea=-3.

EXEMPLO 9

33

1 . s A ., .
q(x) = 0,1t +7t2 + 5t5 é um polindémio na variavel t, de grau 5, caeficientes:

33

1
=0, a=0,1, a=—,%=0, a=0eg=~.
2%=0, a a=—.%=0 a 8= 3

EXEMPLO 10

r(x) = (L +i)t* + 1 sendoi(é a unidade imaginaria dos niimeros complexos) é um
polinbmio de grau 2, com coeficienteg=al, a=0ea=i+ 1.
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Definicéo 2.3

Se p(x) é um polindbmio de grau n, entdo a equa¢& p0 é denominada equacéo
polinomial de grau n.

EXEMPLO 11

3% - %x — 1 =0 é uma equacao polinomial de grau 7, @d@@o polindbmio p(x) =

3x7-%x—1.

Um polinémio da forma p(x) = k, onde k é uma conttaeal (ou complexa), nao
nula, € denominado polinbmio constante cujo graaré. Se p(x) = 0, para todo x real
(ou complexo) entdo p(x) € denominado polindmimreusewgrau ndo esta definido

Definicdo 2.4

Sejaa uma raiz da equacéo polinomial p(x) = 0, dizemwsagtem multiplicidade m,
se existir um polinémia(x), tal quep(x) = qX)(x — @)" e para todo polindmig;(x)
tivermosp(X)# (X (x—a) ™.

EXEMPLO 12

Considere a equacad x 6X¢ + 9x = 0, é facil verificar quel = 3 é uma raiz dessa
equacdo. Observe qué x6xX + 9x = x(¥ - 6x + 9) = x(x - 3} e, assim satisfaz a
primeira condicdo da Definicdo 2.4, isto é, gbem =2 é tal que’x 652 + 9x =
q(X)x - a)™. Por outro lado, suponha que exist)tal que X - 62 + 9x = q (X)X -

3P = xx - 3¥ = q(X)IX - 3° = x = qu(X)[{X - 3), para que essa igualdade ocorra, é
necessario que o grau dg>q seja zero, pois o0 grau dos polinémios x e x €3l.
Assim, q(x) = k (k constante) isso implica que x = k (x)-fara todo x, mas isso é
impossivel, basta escolhermos valores distintos papara verificarmos que ndo existe
uma constante k, tal condicdo. Concluimos entdq gassas condicbes, ndo existe
qu(x), isto &, X - 6 + 9x # qu(x)[x - 3, 0 que mostra a segunda condicdo da
Definicdo 2.4. Portant@ = 3 tem multiplicidade 2.

Através do Exemplo 12, constatamos que a DefinR:8ondo é muito apropriada
para o célculo da multiplicidade de uma raiz, devéddificuldade de se fatorar um

polinbmio. O teorema que enunciaremos a seguiatorcélculo da multiplicidade bem
simples.

Teorema 2.2
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Sejaa uma raiz da equacdo p(x) = 0. Seap'(= p’(a) = .. =" " Na)=0e
p™(a) # 0, isto &, as derivadas de p(x) até ordem mselanulam ens, mas a de
ordem m ndo, ent&w tem multiplicidade m.

EXEMPLO 13
Vamos resolver novamente o Exemplo 12, sé que degsatilizando o Teorema 2.2.
p(x) = X - 6% + 9x,
Logo,
p'(x) =6x* —12x + 9= p(3) = 0
E
P~ (x) = 6x —12= p(3) = 6% 0.
Como a derivada parou de se anular na segunda @éemma raiz da equacgéo p(x) =0
com multiplicidade é 2.

EXEMPLO 14

Considere a equacdd x7¢ + 18¥ - 20x + 8 = 0. 2 é uma raiz dessa equaco., pois
p(2) = 0, onde

p(x) =X - 75 + 18% - 20x + 8,
Calculando as derivadas de p(x) obtemos,

p'(X) = 453 - 21¥¢ + 36x — 20= p’(2) = 0,

p"(X) = 12x? - 42x + 36= p”(2) = 0,

p”'(x) =24x —42=p"'(2) =6 #0,
Portanto, 2 € uma raiz de p(x) = 0 com multiplid€l®., pois a derivada de p(x) deixa
de se anular em 2, na derivada de 3 ordem.
Teorema 2.3 (Teorema Fundamental da Algebra)

Se p(x) é um polindbmio ndo constante, entdo a éqguax) = 0 tem pelo menos uma
raiz (ndo necessariamente real).

O Teorema 2.3 da origem a outras afirmacdes imptapara o estudo da
contagem de raizes de uma equacéao polinomial, coBmrolario 2.1 que é equivalente
ao Teorema 2.3 e por isso é também chamado, paosnde teorema fundamental da
algebra.

Corolério 2.1
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Se p(x) é um polindmio de grawf, entdo a equacgao p(x) = 0 possui exatamente n
raizes, contando sua multiplicidade.

EXEMPLO 15

De acordo com o Corolario 2.1 a equacie ¢ + 2X¢ — 1 = 0, tem exatamente 5
raizes complexas (reais ou néo), pois o grau GERsECao € 5.

Teorema 2.4

Seja p(x) um polindmio com coeficientes reais, meniimero complexa=a + h é
uma raiz da equacéao polinomial p(x) = 0, entdouocemjugadar = a — Ib também é.

EXEMPLO 16

Considere a equacdd % 2x + 2 = 0. Observe que= 1 +i é uma raiz dessa equacao,
pois p@) = 0. O Teorema 2.4 afirma que= 1 —i, também é uma raiz. Logo, de acordo
com o Corolario 2.1g e o sdo as Unicas raizes da equacédo dada.

O Teorema 2.4 deixa claro que as equacdes pola®associadas a polindmios
com coeficiente reais tém sempre um nunpenode raizes complexas. Assim, se essas
equacodes tiverem grau impar podemos afirmar (akis tambéem pelo Coroléario 2.1)
que tais equacgdes possuem pelo menos uma raiz real.

Ainda se tratando de contagem das raizes de espiapdlinomiais,
apresentaremos Regra de Sinal de Descartepie é uma ferramenta de grande
utilidade.

Teorema 2.5 (Regra de Sinal de Descartes)

Se os coeficientes de uma equacao polinomial sfe eetodas as suas raizes tambem
sao reais, entdo o numero de raizes estritamentivpe (levando-se em conta as suas
multiplicidades) é igual ao numero de trocas deaisima sequéncia dos seus
coeficientes. Se a equacdo também tem raiz compétdo o numero de trocas de
sinais de seus coeficientes menos o nimero desnadxitivas € um numero par.

Em geral ndo sabemos se uma equacédo polinomialuerdo raizes complexas,
mas de qualquer forma a regra de sinal de Desagataste que os numeros de raizes
positivas ndo € superior a troca de sinais dos@mfgientes se for menor a diferenca é
por numero par.

EXEMPLO 17

Considere a equacdd x 2xX° + 5x + 2 = 0. Ndo sabemos se essa equacdo tem raiz
complexa ou nao, porém de acordo coRegra deSinalde Descartepodemos afirmar

gue o numero de raizes reais positivas ndo supetanero ddroca de sinaisl = 2.

Isto €, o nimero de raizes positivas dessa eqéagaou menor que 2 e além disso se
for menor que 2 a diferenca entre 0 nimero de sgimsitivas e a troca de sinais deve
ser um namero par, o que nos faz concluir que oendirde raizes positivas é 2 ou
nenhuma.
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Sejaa uma raiz de uma equacao polinomial p(x) = 0, isggica que pg) = 0 e,
equivalentemente p(¢}) = 0, logo -a € uma raiz da equacao polinomial p(-x) = O.
Assim, seoy, 0p,...0n SA0 as raizes negativas de p(x) entap-ey,...,0n SA0 as raizes
positivas de p(-x), ou seja 0 numero de raizestivegade p(x) € igual ao numero de
raizes positivas de p(-x). Usando este fato, podesatimar o nimero possivel de raizes
negativas da equacao polinomial p(x) = 0, atrax@samero de raizes positivas da
equacao p(-x) = 0.

EXEMPLO 18

Considere a equacéo polinomial
2x° -3¢+ 4% +5x-1=0

O polinbmio associado a essa equacao é
p(x) =-28 -3¢ + 4¢ -5x + 1

O namero de troca de sinal dos coeficientes de ()= 3, logo peleRegra de Sinal
de Descartep numero de raizes positivas da equacédo p(x) 3 OLel.

Como o numero de raizes negativas de p(x) coinmide o numero de raizes
positivas de p(-x), podemos estimar a quantidadeadees negativas de p(x) = O,
aplicando &Regra de Sinal de Descartes p(-x).

P(-X) =-28 + 3 + 4%+ 5x + 1
O numero de troca de sinais do polindmio p(-x).é=T1, logo o niamero de raizes
positivas de p(-x) = 0 é 1 e portanto, 0 nUmeroaftees negativas de p(x) = 0 também é
1.
Até agora enunciamos afirmacfes que nos possibgiiaular o nimero de raizes de

equacao polinomial, o teorema a seguir ndo fazeeféa ao nimero de raizes, mas sim
a grandeza dessas raizes, isto €, a limites solaierodas raizes.

Teorema 2.6 (Teorema de Lagrange)

Considere o polindmio p(x) s, a&" + a.1 X"+ +...+ @ com coeficientes reais. Sg=a0 e
a0 # 0, entdo qualquer raiz da equacédo p(x) = 0, ndo é maior que o numerado d

por,
L=1+n« E
U a,

Onde: B é o maior dos mdédulos dos coeficienteathars
k € o maior dos indices dos coeficientes negativos
EXEMPLO 19
Dada a equacéio $x 8% + x — 10 = 0, temos p(x) = 8x 8¥ + x — 10. Observe que

an> 0 e @# 0 (satisfaz as hipoteses @eorema de Lagrange
n=4
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& =95
B = max{|-8|, |-10[}= 10 e k = max {1, 2}= 2

Logo,
L=1+4—\z7/£::1+ﬁ 02,5

Isso significar que nenhuma raiz da equacao dad@a@ que 2,5.

Observe gue no Exemplo 19, o verdadeiro valor delnumero irracional:
L =2,4142135623730950488016887242097...

E mesmo assim tomamos 2,5 como a aproximacdo pawaihvés de 2,4 que seria 0
mais natural. Se tivéssemos escolhido o numero c@mio uma aproximacao,
estariamos correndo o risco de termos maior que ghénor que L como, por exemplo,
a raiz poderia ser 2,405 que é menor que L, mas n@waé menor que 2,4. Para evitar
gue ocorra um erro dessa natureza iremos escahgre o primeiro inteiro maior ou
igual a L, que no caso do Exemplo 18, é o nimero 3.

EXEMPLO 20

A equacéao
40 +3¢-2x=0 (2.1

N&o satisfaz as hipéteses do Teorema de Lagranigeap 0. Mas, 40X + 3x° - 2x =
x(40xX* + 3% — 2), logo uma das raizes dessa equacio é zedagds outras sdo raizes
da equacéao

4 +3¢-2=0 (2.2

Inclusive as positivas.

Aplicando Lagrange na equacéo (2.2)
n=4

a, =40

B=2

k=0

Logo,

L :1+4—d4—20: 1 +4/20 03,1147404.

Portanto, nenhuma raiz positiva da equacao (2uk)s§o as mesmas da equacao (2.2),
€ maior que 4.

EXEMPLO 21

A equacéao
708+ 2% -6x+1=0
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Também ndo satisfaz as hipoteses do Teorema darngegrpois a< 0. Porém,
as raizes da equacéao p(x) = 0 sdo as mesmas dz@egygx) = 0, de fato, seqp(= 0
(multiplicando ambos os membros por -1 temos) ent#@) = 0, ou Sejag € uma raiz
de —p(x) = 0. Assim, para encontrar uma cota sap€ valor L do teorema 2.6) para
as raizes de p(x) = 0, basta encontrar uma co&isupara as raizes da equacgao

—p(x) = 0.
Se

p(x) = -708 + 2 - 6x + 1
Entao

-p(x) = 708 - 2 + 6x — 1
Aplicando o Teorema de Lagrange em —p(x),

L=1+ 6—\72 =1 +i J1,0286012
70 35

Portanto, uma cota superior para as raizes da &opég) =0 € L = 3.
Definicdo 2.5
Seja p(x) um polinbmio de grau n, definimos:

. a1
) pu(X) =x p(—)

X
i) p2(X) = p(-x)
n 1
i) .09 =9 -7

X

Proposicao 2.1

a € uma raiz da equacéao p(x) = 0, se e somente se,

a) 1 é uma raiz da equacag(x) = 0.
a
b) - € uma raiz da equacag(x) = 0.
c) - 1 é uma raiz da equacag(x) = 0.
a

Demonstracéo

a

1 1N\"* (1
a) Sejao uma raiz de p(x) = Q)l(z) = (—) p<T>: p(a) = 0. Por outro lado, se
(24
1 n
1 é uma raiz da equacda(y) = 0, entdo D(Z) =0=> (—) pl ] 0=

a

(%)n p(a)= 0= p(a) = 0.
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b) Considerea uma raiz da equacdo p(x) = 0x(-p) = p(-(w)) = p@ = O.
Reciprocamente, sea—€ uma raiz da equacagX) =0, entdo g-0) =0 =
p(-(-0)) = 0= p(a) = 0.

[y

a a

1 1\"
c) Admitindo quea seja uma raiz da equagao p(x) :36.17 —):(— —) P :<— —>

RIr

1
p(-a) = 0= p(a ) = 0. Reciprocamente, {e— E) € uma raiz da equacée(y =0

= P (— %) = O:>(— %)np<— %>= 0= p(— %) =0= p(-a) =0= p(a) = 0.

a a

Suponha que, seja a menor raiz positiva de p(x), é facil vedfique_l é a
am
maior raiz positiva de 1fX). Se L ¢ uma cota superior para as raizes positivas da
equacao x) = 0 entao,

1
i< Ll:am>_
am 1

Logo, T € umacota inferior para as raizes positivas de p(x) = 0, isto é, tada
1

positiva de p(x) = 0 € maior ou igualtla( .
1

Sejaaym a maior raiz positiva da equacag(@ = 0, logo ey é menor raiz
negativa de p(x). Se;l& uma cota superior para as raizes positivag(®@ep0 temos,

Lo>oy = -Lr<-apm

E assim,-L, é umacota inferior para as raizes negativas da equacgéo p(x) = 0g,isto
toda raiz negativa de p(x) = 0 € maior que.- L

Considere agoray sendo a maior raiz positiva da equacao polinomia) = 0,

isso implica que_i € a maior raiz negativa de p(x). Sed_.uma cota superior para

aM
as raizes positivas de(p) entéo,

1,1 1.1

ay L, ay L,

ov< Lz =

Logo, —Li € umacota superior para as raizes negativas da equacgdo p(x) =00¢,ist
3

toda raiz negativa de p(x) = 0 € maior qu%—.
3
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Em resumo, se e o' sdo, respectivamente, raizes negativas e positiaas
equacao polinomial p(x) = 0 entéo:
1

o O[-Ly, ——
[-L2 L]

3

- 1
o O[—,L
[L ]

1

EXEMPLO 22

Vamos encontrar um intervalo que contenha todaaiass positivas e outro que
contenha todas as raizes negativas da equacaorp@in

3 -2x-6X +2=0.
Sendop(x) = 3¥X - 2X° - 6x¢ + 2, encontramos:

p.(X) = XSHQS - 2(33 —6(%]2 + 2} =2%-6X-2¢+3

Po(X) = P(-X) = -3 + 2 -6 + 2= -pa(X) = 3¢ - 2 + 6 - 2

P;(X) = XSH—EJS —2[—%3 —6[—£j2 +2} =2X -6 +2X-3
X X X

Calculando as cotas superiores, 1, Ll e Lz dos respectivos polinémios p(x)i(X),
-pa(x) e R(X), obtemos:

|_:1+5—£ =1 +4/2 02,41403
6
L1_1+s—\z]F 1 +4/3 01,73202

L2—1+5—\3]/7—1+\/7D1667D2

L3—1+5—\3/;D1+x/_ 3 01,73202

Portanto,
1

) 1
o 02, -=]1ea' 0[=,3
[ 2] [2 ]
2.3 EXERCICIOS
1) Verifique s€& é uma raiz da equacdo indicada

a)e—-senx-1=0,£=0
b)In(x-m)+x-m-1=0, {=m+1
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c)&—16=0, & =4n2
d)x* +25¢ +5¢ +8x+4=0, &=-2i
e)tg(x -m) + Inx -®-1=0, E=7-1

2) Verifique se o niumerdé € uma raiz da equacao polinomial dada, caso éegasda
multiplicidade:

a) 5% - 35X + 90X - 110X + 65x —15=0, £=1

b) 5% + 10% - 45% - 110X + 20x + 120 =0, E=-2

C)8% +2xX¢-5x+1=0, ¢&=-7

d) 30 - 74/2 X8 + 40X - 564/2 X6 + 56X + 561/2 x*- 2245 + 160V2 x% - 112X + 16
V2 =0g=42
3) Justifique o fato de cada equacao nao ter ealizno intervalo dado

a)3X+2¢+5x+1=0, [0y

b) -5%-6x-2x+1=0, 0]

) ¥+ 2% +5¢+6=0, [50x]

d)®—x-1=0, fe,o0]

4) Usando a regra de sinal de descartes, verifqunémero possivel de raizes reais
positivas e negativas de cada equagéo.

a)3%+3xX-2x+1=0

b) 5% -4 -2¢ +x+1=0
C)-3%8+26+4xX -5 +1=0
d)3X-5x+6=0
e)®+5X-3C+2¢+6=0
)X -5x3+3x-8=0
g)5%+2X+1=0

5) Para cada equacao encontre um intervalo [abj,ace b inteiros, que contenha todas
as raizes reais da equacao p(x) = 0, onde:

a) p(x) =38+ 5x° - 2% + x- 6
b) p(x) = -9% + 2 + 5 + X
C)p(x) =8X+5x-3x+5

d) p(x)=-6%-5x* + 442%X — ¢
e)p(x) =38+ 2 +3x + 4
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6) Encontre um intervalo que contenha todas assgiasitivas, e outro que contenha
todas as raizes negativas.

a) X°—4458—2¢ +x—6=0
b) 3x5+2xX’+x=0

c) 3x5—6X —5¢—8x—10=0
d) 2x6 —112%¥ —30x—400=0

7) Mostre que a equacao tem raiz real no interdatio.

a) sen(x)-2% +1=0, [-1, 0]
b) X2_+1+x:0, [1,3]

c) tg(x-2)+Inx)-1=0, [2,3]
d) €*-3x-10=0, [-4,-3]

Respostas de Alguns Exercicios

1) a)é éraiz by éraiz cX é raiz d) é raiz e naoraiz

2) a)¢ = 1 é uma raiz de multiplicidade 4 $¥ -2 € uma raiz de multiplicidade 3
c) £ =-7 ndo é raiz & =/2 é uma raiz de multiplicidade 8

5) a) [-3, 3] b) [-2, 2] c)[-2, 2]
d) [0, 6] ndo ha raiz negativa e) [-2, 0] h&@oraiz positiva

6)a)¢ O[-3,0]e & 0[O, 9] c)& 0[-3,01e& ][O0, 6]
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