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1. HIPOTESES BASICAS

Assume-se que a placa plana suporta cargas transversais através de sua flexdo. Esta flexdo é
peguena em comparagao coma espessura da placa. Assume-se gque as extremidades estdo livres para
se mover no plano da placa. A partir destas consideracOes, as tensdes no meio do plano da placa,
podem ser desconsideradas.

Existem duas teorias para descrever as deformacdes de uma placa submetida a uma carga
transversal. Para placa finas, as deformagfes podem ser descritas pela teoria de Kirchhoff, enquanto
para placas grossas ou placas sobrepostas, as deformacdes sdo descritas pela teoria de Mindlin, que
admite tensbes de cisalhamento na direcdo transversal ao plano médio da placa. Este trabaho

abordara apenas ateoria de Kirchhoff.

2. DETERMINACAO DA FORMA FORTE PARA CARGAS ATUANDO
NUMA PLACA

2.1 DEFINICAO CINEMATICA DA TEORIA DE KIRCHHOFF

A hip6tese cinemética no modelo de Kirchhoff consiste em supor que os pontos na
superficie intermediaria (z=0) da placa movem-se apenas na direcdo z quando a placa é fletida. Uma
linha reta e normal a superficie intermediéria permanece reta e normal apos a flexdo (vide linha AB
naFig. 1). A tensdo de cisalhamento transversal € considerada O.

Figura 1. Cinematica da placa de Kirchhoff. Acdo de movimento

x=u [

Figura 2. Cinemética da placa de Kirchhoff. Secdo AB em detalhes



Os pontos que ndo estdo na superficie intermediaria, tém um descolamento u e v (vide
deslocamento u na Fig. 2), nas direcles X ey, respectivamente.

Pode-se perceber pela Fig. 2, que o desdocamento axial Du do ponto A € obtido
considerando-se a diferenca entre a posi¢éo inicial e final deste ponto. Logo:

Du = x- Dx- x =- Dx (1)

Se 0 ponto A estiver auma distancia z do eixo x, 0 qual passa pelo centro da placa, obtém-se
as seguintes rel agdes para a tangente do angulo a:

_ Dx _ u(®
tana—z_ Dv z- Dw
(2)
Dw
tana=—
Dx
Portanto:
2
%z_—u(x) o) u(x):-z%+—(DW) (3)
Dx z- Dw Dx Dx

Se o angulo a for pequeno, os termos Dx e Dw também so pequenos e o termo (Dw)? pode
Dx

ser desprezado. Esta consideracdo € andloga a tomar o limite para Dx ® 0 e o deslocamento axial
u(x) na se¢do x € dado por:

u(x) = lim & ZDVO - _ 7 fjm 2V (4)

gue eqlivale &

, WX y) (5)

He) = dx

O mesmo raciocinio utilizado para descrever a flexdo na direcéo x pode ser usado para
descrever a flexdo na direcdo y, desta forma, as acGes de movimento na flexdo sdo dadas por um
campo vetorial u(x,y) que apresenta as seguintes componentes:

To_aw(x y)i
. i g |
ORI "
u=}.v(y) i/ Il ZTy:I}./
1 )
Db ey
I
i b
O conjunto das acBes cinematicamente possiveis V € definido por:
| dw(x, d
V=iulu¥)=-z W y),v(x)— AW Y) W(X, Y) = WX, y) (7)
i o dy ?3



Caso a placa ndo tenha nenhuma restri¢éo, o conjunto de acBes admissiveis coincide com V.

2.2 DEFORMACOES

De acordo com a cinemética dotada para a placa, as segdes transversais apresentam um
deslocamento axial u(x) e v(y) que varia linearmente na secdo. Para esses deslocamentos, associam-
se as deformagdes especificas ey, ey € gy. Para se determinar estas deformagdes, considera-se a

variagao dos deslocamentos axiais de duas se¢des arbitrérias da placa.

Z
u(x) u(x+ Dy
_ﬂ :
) %) C _+fv(><+- Dx)
Y % A c
Y _—] } Dy
L—1 x + Dx

Figura 3. Defor magédo na placa segundo a teoria de Kirchhoff

Sgjam duas secOes arbitrérias AB e CD no eixo X, conforme a Fig. 3, que distam
respectivamente x e x + Dx da origem do sistema de referéncia da placa. Devido a agOes de flexdo

no eixo X, estas secOes apresentam deslocamento axiais u(x) e u(x + Dx), que sdo fungbes dos
deslocamentos transversais w(x) e w(x +Dx). Tem-se ent&o:

ux)=-z——=

adw(x)
dx (8)
. dw(x + Dx)

u(x+Dx) =- ™

Escrevendo-se a variagdo especifica do deslocamento destas secdes transversais com:

@, DIb g2 )0 dlw(x+DX)- WX

-Z
Du_u(x+D9-u) & " d 5 & & a. ,~ o )
Dx X+Dx- X Dx Dx

Tomando-se o limite da relacéo anterior paraDx ® O, fica-se com:



dlw(x+Dx) - W3]
-z dx {',z-zilim% (10)
Dx T dx o@o Dx
b

e, (X =lim Du_ lim |

Dx®0 DX  Dx®0.

— e ——] —/

De acordo com a definicdo de derivado, a Eq. 10 fica:

, 4w y)

(x)--zillm (11)
dx oo Dx dx?
Pode-se utilizar mesmo procedimento utilizado para obtengéo de ey, para se obter eyy.
Para obter-se g.y, considera-se primeiramente a seguinte equacao:
@ dWx+D)g 2 dwXY) o
E:u(x+Dx)-u(x):g dx g g dx g
Dy  y+Dy-y Dy (12)
d[w(x+Dx.y) - W(x,y)]
.z dx
Dy
Tomando-se o limite da relagéo anterior paraDy ® O, fica-se com:
i d[w(x+ Dx, y) - w(X, y)]
iim 24 =i } z dx })',:-zilim% (13)
D/®0Dy D,/ J Dy i dXDx®ODy
f b
De acordo com a definicdo de derivada, a Eqg. 13 fica
2
exy:-zi"mM:-zw (14)
dx oyeo Dy dxdy
Considerando-se agora, a seguinte equagao:
Ee L dw(x, y +Dy) y+Dy):_ Ee Zolw(x 0o
Dv _v(y+Dy)- v(y) _ g 2
Dx X+ Dx- X Dx (15)
d[wx y +Dy) - wix, y)]
. dy
Dx

Tomando-se o limite da relagéo anterior paraDx ® O, fica-se com:



i dlwx y+Dy) - wix y)]
. Dv_ . | dy t d. Dw
im —=1Imi- z y=-2z—lim — (16)

ye0 DX Dx® o.l. Dx

f b

De acordo com a definicdo de derivada, a EQ.16 fica

2
eyx:-zi"m%:-zw (17)
dy ox® 0 Dx dydx

Sendo g,, =g, +€,,, ficase com:

2 2 2
LAPwxy) dPw(xy) _ , d*W(xy) (18)
dxdy dydx dxdy

9, =-

O operador de deformacédo D € dados por:

éd u
é&— 0 0 u
adx a
é d u
D=é0 E 0 G
é u
éd d U
&y ox

O espago W é o conjunto de todas as funcdes escalares exx, €y € gy relativas as deformagtes
da placa e obtidas aplicando-se o operador D no espago V, ou sgja

D:Ve®W

2.3 RELACOES DE MOMENTO-CURVATURA

Considerando-se as componentes de deformagdo ndo-nulas ey, ey € gy, devem existir
funcles Sxx Syy € txy respectivamente, que representam o estado das forgas internas nas segbes da
placa, nas direcbes x e y. As fungOes escalares sy Syy S0 denominadas respectivamente tensdo
normal ao plano x na direcéo x e tensdo normal ao plano y na direcéo y enquanto a funcéo escalar
t xy € denominada tensdo de cisalhamento no plano x, nadiregéo y.

2.3.1 Movimentos rigidos

Para um movimento de corpo rigido, a poténcia interna do corpo € nula. Isto implica que
todas as deformagdes sdo nulas nas se¢les x e y da placa. Anaisando primeiramente a deformacéo
&x, tem-se a seguinte relacéo:



LA Y) 6

dwxy) _ & & g
X)=-2 =-z =0
€ () dx? dx

Para que a condicdo anterior sgja satisfeita, € necess&rio que a rotacdo M sga
X

constante em toda secdo transversal ao longo do eixo x. Isto implica uma rotagcdo rigida constante
em torno do eixo y, conforme ilustrado na Fig. 4.

N
he 1

7 s

2

Figura 4. Movimento de corpo rigido na placa: Rotacdo em torno do eixoy.

Considerando-se a deformagao eyy, a partir do mesmo raciocinio utilizado para a deformagéo
&xx, Obtém-se que a placa tem uma rotacao rigida e constante ao redor do e xo X.

Para que a deformagéo g, segja nula, também é necessario que a placa tenha uma rotacéo
rigida em torno do eixo x e em torno do exoy.

O conjunto de todas as agdes rigidas em V, ou sgjaas agbesu 1 V tal que:
8ty 0y = Du =0;
definem o subconjunto N(D) das agdes rigidas da placa. Este conjunto é definido
formal mente como:
d’w _d’w _ d’w _ U

N(D):%u(x)iV|d—W=cte,d—W:cteDu:-z - Z—— - 227 = Oy
T dx dy dx dy dxdy

2.3.2 Determinacéao da poténciainterna

A soma do produto das tensdes citadas pela sua respectiva deformacéo representa a
densidade de trabalho interno em cada ponto da placa. Para se obter o trabalho interno total deve-se
somar a densidade de trabalho de todos os pontos da placa. Sendo a placa um meio continuo,
emprega-se uma integral para representar esta soma. Desta forma obtemos a poténcia interna da
placa pela seguinte equagao:

Pi=-p..(Xe, s, (x)e, +t  (x,y)g,dV (19)

\%



Introduzindo-se as equactes de deformagdo deduzidas anteriormente na Eq. 19, fica-se com:

W(X y)9 e dW( y)0 d*w(x, y) 6

Pi = (. (x)gz 45, (0 2 S+, y)g 2= g =V (20)

A EqQ 20 pode ser escrita como:

(X)g zZ—————— ZW(X N9 —dV Gsyy(x)g LA WX Y) 2VV(X Y)
\ xy(x,y)g? ZZM%V (21)
-0 xdy g

Anaisando separadamente cada termo, temos que o primeiro termo da equacéo pode ser
descrito por umaintegral ao longo do da espessurat da placa e da &rea do plano xy. Portanto:

& d W(x y)o

- 5 2 adwlx )

ie Q zs (x)dzg dA (22)

O termo s xx(X)dz representa uma forca na diregdo x, que quando multiplicada pela distancia

z, resulta num momento na diregdo y. O efeito deste momento é a flexdo da placa sendo por isso
denominado momento fletor em relagdo ao eixo y, cujo simbolo é My(x). Portanto:

t/2
\

My(x)z-qlzzsxx(x)dz (23)

O segundo termo da Eq. 21 pode ser andisado de forma anadloga ao primeiro termo,
resultando em:

t/
\

2
M.(Y)=-Q,,25y(¥)dz (24)

O ultimo termo da Eq. 21 também pode ser descrito por uma integral da espessurat e outra
integral na é&rea do plano xy. Portanto:

dW( y)Ov_ 2c§q 2t (x, )z X(;(yy)dA (25)

N

- 28, (% y)ge

@

O termo tyxydz representa uma forca no plano x orientada na direcdo y que ao ser
multiplicada pela disténcia z origina um momento torsor denotado por Myy(X,y). Portanto:

2
Mxy—-qlzztxy(x,y)dz (26)



Temos entdo, para uma placa fina de acordo com a teoria de Kirchhoff, um espago de
esforgos internos definidos por funges continuas M, que representam momentos fletores e torsor

nas secdes da placa.

Rescrevendo a Eg. 21 em termos de momentos fletores e torsores fica-se com:
d X, d w(X, d w(X,
Os deslocamentos w(x), w(y) e w(x,y) estdo com derivadas de orem dois na expresséo de

poténcia interna. Se desgja-se obter uma relacdo contendo apenas w(x), w(y) e w(x,y), deve-se
integrar a EQ. 27 por parte duas vezes, onde obtém-se:

ML) AWK Y) s o BWKY)
PI_A dx dx dA- g, (0 dx hJA+
SUMULTCNTSLIC
04y dy dle(Y) oy
dM
O d;X ) dW((j))((y)dA d\/l (%, y)2°'W(X Nh g4
=g ) G Dut A oM, 00 e 5
d°M, \ dw(x,
: QT(X)W, y)dA+ OJMX, I IA- Q.09 ij? D 9
- O(MZW(X, y)dA+ OMMX, y)hJA- &M, (%, y)zwhyﬂA
dxdy w gy " dx

(28)

ApoGs a integragdo por partes, obtém-se uma expressdo com trés integrais na érea formada
pelo plano xy e trés integrais no contorno da érea A", relativas as condic¢des de contorno da placa.

dM (X
Deve-se notar que as derivadas s (%) e M., () representam uma forca pois, se 0 momento

dx dy
fletor estiver dado em Nm e o comprimento x estiver dado em m, obtém-se um termo em N.

Considerando-se 0 momento na diregdo y e o comprimento da viga na direcéo X, tem-se uma
forca transversal na direcdo z ou sgja na secao transversal da placa. Esta forca € denotada por Q.(X)
e denominada forca cortante. Ao considerar-se 0 momento na direcdo x e a largura da placa na
direcdo y, também se obtém uma forca transversal na diregdo z, isto é, obtém-se uma forga cortante

Q:(y) que varia ao longo da largura da placa
Quando se considera 0 momento torsor M,y € a largura da placa na diregdo y, obtém-se uma

forca cortante na diregdo X, denotada por Q«(y). De acordo com as consideracfes da hipotese bésica,
a placa ndo sofre cisalhamento nas se¢fes paralelas ao plano xy portanto, afor¢a Qy(y) éigua aO.




dw(x,y) , dwi(x, Y)

dx dy
denotadas por gy e gx. Pode-se entdo, rescrever a Eq. 28 como:

Os termos indicam rotagbes no eixo y e X respectivamente, sendo

M (X . .
Pi=- Odﬁg\/\(xr y)dA+ dgz(X)W(X1 y)h xﬂA- d\/l y(X)q yhxﬂA
A 1A A

Jd*M, . .
- oidyz(x) wWx, y)dA+ @R, (Y)w(x, yh JA- oM, (y)a.h, TA
A TA A

\dzM xy(X’ y) hY
- LT 2w(x, Y)dA- M, (% V)20 0, TA
A dxdy 9A (29)

d>M (x) dM (y) d*M, (% y)
= A y X,y) +——22w(x, y) + 2—— 2" w(x, y)dA
WW( y) ay? (X, Y) axdly (X, Y)

+ sz(X)W(x y)- My(X)qu)1xﬂA
1A

+ QW Y) - M (), - 2M (%, v}, h, TA

1A

d'™, (¥ d*M,(y) 9"M,(xy)
dx? ' dy? dxdy
comprimento, ou sgja, existe uma carga distribuida internamente ao longo das direcBes x ey. Assm

como a forga cortante, esta carga distribuida esta presente na direcdo vertical, isto é no eixo z do
sistema de coordenadas.

Os esforcos internos compativeis com a cinematica da placa em flexdo sdo forcas cortantes,
momentos fletores e momento torsor concentrados no perimetro da placa, assim como uma carga
distribuida por toda a &rea da placa, nas diregdes x ey.

representam uma forca por unidade de

Os termos

2.3.3 Aplicagéo do principio da poténcia virtual (PPV)

Para caracterizar o conjunto de esforcos externos f, compativeis com a cinematica definida
para 0 modelo de Placa de Kirchhoff, utiliza-se o PPV. A partir da Eq. 29 e do PPV, tem-se que
para qualquer acdo de movimento virtual G(x,y,2) | V:

M (%) +d2Mx(X) +2d2MXy(x,y) on

Pe+Pi=0pP (f,0)- WX Y)dA +
(1.0) s dx? dy? dxdy EW( Y)

(30)

c‘gbz(x)w(x, y)- M,(9dy $,IA+ c‘g%z(y)w(x,y)- M, (Y)Gx- 2M  (x,Y)dyh,TA= 0
TA (4] TA a

2.3.4 Caracterizacdo dos esforcos externos

Quando um corpo encontra-se em equilibrio, o PPV estabelece que a poténcia interna € igual
a poténcia externa, para qualquer acéo virtual de movimento. A partir da poténcia interna
estabel ecida pela Eq. 29 pode-se caracterizar os esforcos externos compativeis com o PPV.



0
Tem-se entdo, uma carga distribuida externa g(S)w, norma ao eixo x e outra horma ao

eixo y. Estas cargas externas, equilibram-se com os esforgos internos presentes no perimetro da
placa nas diregbes normais aos eiXos X e'y.

Para equilibrar as cargas distribuida na superficie da placa, deve haver uma densidade de

forca externa transversal denotada por q(x,y) cuja poténcia cI(X, Y) \L/Jv(x, y)dA associada a um
A

deslocamento virtual arbitrario \?v(x, y) , equilibre os termos da poténcia interna.
Os esforgos externos f para a placa séo:
1q(Sh, u
fiia(on,y
ta(y) p

Tem-se ent&0 uma poténcia externa das forcas f para qualquer acdo virtual 0(x,y,2) V, da
seguinte forma:

Pe=(f,0)= Oq(x y) W(X y)dA+ ea%(S) \;]v(x, y)?nX +%(S)\;Jv(x, y)?nygﬂA
% 7] 8 g u

> (31)

Substituindo-se a Eq.31 na Eqg. 30, fica-se com:

a&j My(9 | d°M, (%) +2d My (X, y) &

CEQ(X y)- 8 o &y’ axdy ng(x y)dA +
c‘gq(swx, Y)+Q,(W(x Y) - M, (), P, A+ (32)
TA a9

U N N N .
c‘%%(swx, 1) +Q,(Y)W(XY) - M, (Y)dx- 2M,, (x y)ay ,JA=0
TA %)

Para que a Eq. 34 sgja verdadeira para toda agdo virtual G(x,y,z) T V, termos dentro das 3
integrais devem ser simultaneamente nulos, ou sga

Taa*M (%) dZMX(x) w(XY) 0 -

.§ e rY R dxdy ; +a(x ) =0 xyl W

I A A

La(9) W(x, 1) + Q.0 W(x y) - M, (90 =0, xy1 (9) (33)
| N A A A

LA(S) WX, Y) + Q. (VWX Y) - M, (Y)dx- 2, (x,Y)dy =0, xyT (9)

}

A expressdo anterior define aformaloca ou o problema do valor de contorno da placa livre
de restrigdes cineméticas. Tem-se uma equacdo diferencial de segunda ordem com termos de
momento fletor e torsor, assim como duas condi¢des de contorno. Uma das condi¢des de contorno
refere-se um momento fletor, um momento torsor e uma forca cortante, normais ao eixo x e
enquanto a outra condicdo de contorno refere-se um momento fletor, um momento torsor e uma
forga cortante, normais ao eixoy.



2.3.5 Aplicagao da equacéao constitutiva

Para uma placa linearmente el&stica e isostropica, as componentes de tensdo S xx(X), Syy(y), €

tyxy estdo relacionadas respectivamente com as deformagtes exx(X), ey(y) € Gy(X,y) da seguinte
maneira:

E(X,
5.00= =2 e, (9 +ve, (1) (34)
E(X,
5, () =22 e, (3) +ve, () (35)
E(xy)
t. (Xy)= X, 36
/4‘—_“___,[
/"-' g | ——
o s
ra
& Toa
// e
VO
: 1 Tor T, 'r”‘I
Figura 5. TensBes que agem num elemento diferencial de uma placa linermente elastica e homogénea
Introduzindo as deformacfes expressas nas Egs. 11 e 18, nas Eqgs. 34 a 36, obtém-se:
) ) )
0
Sxx(x)=-zE(X’¥)aaj W(>2<,y)+vd W(>2<,y)i (37)
1-v dx dy® g
E(x y) a’w(x y) d*w(x,y)8
= - + - 38
Sy(¥)=-2 1- v? dy? Y dx’> (8)
__E(xy) d*w(xy)
t . (xy)=-2 39

Substituindo-se as expressdes 37 a 39 nos momentos fletores e torsor definidos nas Egs. 23 a
26, fica-se com:

t/2 2 2 "
My(x):_d/ 22 E(x,y) W(X,y)+vd W()Z(’y)gjz
4]

20 1- v dx’
i (40)
_ E(xy)a’w(xy) +Vd2W(X, y) _gc‘tfzzdz
1- V2 dx® dy?> g2



2 2 -
2 2 E(%, Y)G&‘i Wxy) 4w y) o

t/
M. (y) =-¢
> *: v v o o (41)
) "
- By | a9 2,
1- v dy® dx?> g2
2 2
M, (X,y) =- N7 2 E(x y) d"w(x y)olz: E(xy) d"w(x,y) c‘tfzzdz (42)
27 (1+v)  dxdy (1+v) dxdy ™
3
Sendo c‘;/zzzzdz=;—2 pode se escrever D da seguinte maneira:
E(x, y)t°
= 43
12(1- vzi (43)
As Egs. 40 a 42 podem ser rescritas como:
agl "' w(x,y) , > WX ) 6
M D T 44
/09=DE—5 Y (44)
X, d w(X, y)0
M. (y)=D W(2 y) ., (2 .\/)i (45)
d dx g
_ d’w(x,y)

dxdy

Substituindo-se as Egs. 44 a 56 na Eq. 33 chega-se na forma forte do problema de placa, que
corresponde a

o “w(x, y) N d*w(x y) N 2d4W(X, YO_a(xy) (47)
dx* dy* dx’dy’* g D

A EQ. 47 pode ser escrita através de um operador linear “ A” da seguinte maneira:
Aw= f (48)

Onde o operador “A” é um vetor da seguinte forma:

e4 4 4U
a=pfdl 4, d' 0

49
Gx*  dy* dxldy’ (49)

E a carga distribuida g(x,y), corresponde afuncéo f.

3. DETERMINACAO DA FORMA FRACA PARA CARGAS ATUANDO
NUMA PLACA

Para obter a forma fraca para uma placa sujeitas a cargas perpendiculares ao plano xy, deve-
se primeiramente multiplicar a Eq. 47 por uma funcdo v = v(X,y) pertencente ao dominio do
operador “A”.



Llwixy)  d'wxy) L, dWx )0 q(x

: 7 7 > uv(x y)dA=
N dx dy dx’dy® g D (50)
a'w(x y) , d'w(xy) , ,d'w(xy)d (%, y)
¢ > + 3y +2 Bdy o (X, y)dA- O—v(x,y)dA
A seguir, integra-se a Eq. 50 por parte, duas vezes, ficando-se com:
2w y) |, d'wixy) , ,d*w(x y)0 J4(x,y) _
2 dA- , Y)dA=
6 dx? dy* dx®dy? (X Y) O—V(X )
d4 d*wi
o%v(x y)dA+ OMV(X, y)dA+ OZ#V(X y)dA - Ouv(x y)dA=
A
.ad? d &l w
\g(x y) V(x Y) 4A c% V(X y)_Qh A
A X TA
d*W(X, y) X, Y) 4n, W ( Y) _Qh
v(x, )3, 1A
9 dy’  dy %
d*w(x, y) dv(x, y) 8e2d3 (%) 31 .a(x.y) _
dA A - 0— dA=
92 dx?dy dy +.|% dx*dy Vi D,A ~ D v(x.y)
d°W(x,y) d*v(x,y) 28 *w(x y) dv(x, y)s}1 28 °w(x, y) 31
dA- A A
O o2 ac G g0 o AT ETge AT
3
00 Y) BV Y) g WG Y) V)G, g (%m AW y)sh A
N dy? dy 9 dy’ dy g T (51)
d’w(x,y) d*v(x,y) & d’w(x, y) dv(x, y)g]~| 2 d>w( Q
dA- g2 A+ cg2————= A
92 dxdy dxdy ﬂ% dxdy dy 4 A By dx® dy V(X y) 4
A0 y) dA
QTV(X’ y)
Introduzindo-se as Egs. 44 a 46 na Eq. 51, fica-se com:
AW y) dAv(xy) dv(x,Y) § a8M, (9 0
AOD e > dA ﬂg}%y(x) dx 9n><ﬂA+ﬂCA§ ax V(X Y)_thﬂA
d*w(x,y) d* VW) - o V(x y) % M, (y) %
dA- x(Y) yJA+ v(x, y)=h,JA
AOD dy* oy’ & ﬂ% dy (52)

&0 d2w(x,y) d>u(x, y) dA- %M (X, Y) dv(x y)_Qh A+
dxdy dxdy " 1-v) dy 4

A

dM _(x, .
(\gl_z V) Xélifx i, 1a- GHOG YIV(X, y)dA
TA a x




dv
dy(X) e dex(y) representam uma forca cortante perpendicular ao plano xy,
X y
(y)

dm
denotada por Q(X) e Q(y). O termo +
y

Os termos

representa uma forca cortante na direcéo x denotada

Qx(y) que é nula pois, 0 modelo de placa de Kirchhoff ndo apresenta cisalhamento no plano xy. Os
dv(xy) . dv(xY)

dx dy
Yy e X, respectivamente, sendo denotados por gy e gx. Pode se rescrever a Eq. 52 da seguinte maneira:

termos representam os angulos de rotacdo do deslocamento v, ao redor do eixo

PEHDTIN 1o i, e o
dx dx 1A TA

A

<~ d2w(x,y) d?v(x,y)

P—3 >-dA- M, (v h, JA+ Q. (yv(x. ), TA (53)
A dy dy A A
o d2W(X, y) d2V(X,Y) 2BM (X,Y) 9h .
b dA- G— ——ax D, JA- : ,y)dA
A02 dxdy  dxdy s 1-v qu al gq(x V(X y)

Fica-se entdo com 5 termos referentes as condigdes de contorno. Estes termos sdo esforgos
distribuidos no perimetro da placa, normais ao e€ixo X ey, representados por momentos fletores
M,(x) e M (y), torsor M, (y)e pelo produto de forgas cortantes Q,(x) e Q,(y) peo

deslocamento v(X,y). Para uma placa em equilibrio, os esforcos cortantes compensam 0s momentos
fletores e torsores e a EQ. pode ser rescrita como:

<= d2W(X,y) d?V(x, y) <= d2W(X,y) d?V(x, y)

i ] dA+ i ] dA+
AOD dx? dx? AOD dy? dy? (54)
o AW Y) d*V(x,Y)
o2 dxdy dxdy

A

A EqQ. 54 é denominada forma fraca pois, apresenta diferenciagdes de ordem inferior a da
forma forte definida na Eq. 47. Enquanto a forma forte do problema apresenta diferenciacdes de até
guarta ordem, a forma fraca apresenta diferenciagdes de segunda ordem. As fungdes w e v podem
ser menos regulares na forma fraca pois, basta que pertencam ao conjunto de fungdes continuas
C3(W) ou continuas por partes Cch(\/\/). Na forma forte, estas fun¢es necessitariam ser continuas

em C*(W) ou continuas por partes C*c,(W).

dA= (X Y)V(x y)dA

4. APROXIMACAO DA SOLUCAO DO PROBLEMA DE CARGAS
ATUANDO NUMA PLACA

Para 0 problema de deformacdo de uma placa plana cuja solucédo exata € w(x,y), tem-se uma
solucdo aproximada Wi (x,y) da seguinte forma:

n

w,(x,y) = g af; (xy) (55)

i=1

Onde {qi}i=1 € um conjunto de n fungdes linearmente independentes denominadas fungdes
de base, de forma ou interpolagio. E necessario que estas funcOes escolhidas tenham ordem de
diferenciacdo compativel com aguela presente na forma fraca. E importante também, que satisfacam



as condicdes de contorno essenciais, uma vez que as condi¢des de contorno naturais séo satisfeitas
pela forma fraca do problema.

Para obter-se os coeficientes g presentes na solugdo aproximada, existem diferentes
métodos, tais como Residuos ponderados (Colocagdo e Garlekin), Ritz e Minimos Quadrados.

O conjunto de todas as combinagdes lineares das fungdes f. forma um subespaco linear

denotado por span{f } Desta forma, a aproximagdo w, pertence ao subespaco gerado pelas

fungdes f,, ou sga wy 1 span{ }l”l Devido a0 fato da solugdo aproximada ndo coincidir

exatamente com a solucdo w, tem-se um residuo gque no caso da placa, pode ser escrito como uma
funcéo da seguinte forma:

‘w (x Y) , 4w (xy) L, dW,(xy) 8 a(xy)

T (56)
dy* dx’dy> 5z D

ra(xy) = g
Utilizando-se 0 método de Garlekin para determinar a aproximacao w,, temos que o residuo
I, deve ser ortogonal atodo elemento do span{f i }i”:1 para que ele sgja 0 minimo possivel. Quando se

utiliza vetores, no sentido algébrico, a condi¢do de ortogonalidade entre duas funcfes f e g implica
gue o produto interno das mesmas sgja hulo. No caso de fungdes, temos que o produto interno pode
ser obtido por uma integral das duas funcfes. Desta forma, a ortogonalidade das fungbes g e f pode
Ser escrita como:

b

Of () g(x)dx=0 (57)

No caso da placa, para qualquer funggo w1 spanif, ], definidapor v (x,y)= 8 vf, (x y) @

condi¢&o de ortogonalidade do residuo ao subespago spanff ,}, implicaem:

‘W, (x Y) , 4 W (xY) |, d* W, (1) 0 g(x y)

r, (X, +2 A
(6 Y) = % dy? &dy’ 5 D g (58)
_@hw(xy) | dfwn(xy) |, diw (% y)% dA- (‘)‘Mv dA=0
fg dx* dy* ddy’ ' 5 D

Integrando-se por partes a EQq. 58, obtém-se uma equacdo semelhante a forma fraca do
problema que pode ser escrita da seguinte maneira:

o 20, (%, Y) A2V, (X, ) X dv, (x,y) @ &M (x)
AOD dx? dx dA- @Z%Ay(x) dx QnX'ﬂA+ﬂ% dx Vo (% y)%x‘ﬂA+
o 20, (%, Y) A2V, (X, ) av, (X y) aaM, (y)
: Y A= EML () % 1A+ Py o y)'h, 1A+
P o oy & ol ar: o (59)
ao A2WL (X, Y) 2V, (X, Y) 2 M, (X Y) dv, (x y)
PZD dxdy dxdy dA- o~ 2 (1 V) dy j A+
22 dM (xy)

(1' V) dy Va(X, y)%yﬂA' OA(X, YV, (X, y)dA=0
) p ¢

A diferenca basica de que é necessario que o residuo associado a aproximagdo w, sga
ortogonal ao subespago de dimensio finita, gerado por spanff, }",



Como w1 span{f }I _,» acondi¢do de que o residuo , sgja ortogonal a v implica que o
mesmo seja ortogonal a qualquer funcéo f, . Pode-se ent8o, escrever a Eq. 59 da seguinte maneira:

da- G, oo & (X y)9n A+ d? Mdyx(x)fi(x, y)ghxﬂA+
TA

ﬂAe

ODd W, (%, y) d°F (% )
N dx® dx?

d*w, (%, y) dzf (>§ y)

“ dA- ch (v)

&M

df (x y)gh () %
JJA+ ———f (X, Y) ‘ﬂA+
& qy

AODdy

bZDdZWn(x,y) dzfi(x,y) dA- a%M (% y) df | (x y)9
dxdy dxdy

A
2 2 dM(xy)
Al (1' V) dy

(60)

i JA+
@-v) dy 4

A

£000) D, TA- XY L (x )dA
%) A

Substituindo a Eq. 55 na Eq. 60 e considerando que a placa esteja somente apoiada, isto €,
Vn(S) = 0, chega-se a seguinte expressao:

Ay A6y dF(x,y) dF (X Y) dA

dA+ d:)
N dx? dx® Ny dy’ dy? (61)
d¥  (x,y) d*f (X, ) .
+ 2D ! dA= (X yf dA i=12...,n
92 axdy axdy /gq( y)f (% y) 1,

5. IMPLEMENTACAO NO ANSYS.

5.1 - INTRODUCAO

Nos exemplos que seguem, apresentam-se modelos de placa plana submetido a um
carregamento uniforme considerando-se a teoria de Kirchhof (tensdes de cisalhamento transversais
iguais a zero) para pequenas deflexfes, onde propbe-se a comparacdo entre dois calculos, um
analitico, colhido da literatura (Timoshenko, 1959) e sua devida analise feita pelo pacote ANSY'S.

Considerou-se as propriedades simétricas da geometria e do carregamento para modelar
apenas metade da placa, além do mapeamento da malha. Para tanto, simulou-se trés configuracdes
classicas de engaste, ou sgja, quatro lados fixos, quatro lados simplesmente apoiados e por ultimo,
dois lados simplesmente apoiados e dois fixos. Ver Fig. 6.3, 6.b e 6.C.
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Figura6.a



Y
[ P=07

/_- kgflcmn2

ANAANNRRNNNRNRNRNRNNNNR N

30.00

Restrigao:
ALL DOF
X
_ s

6000

Placa Retangular ¢/ 2 lados S. Suportados e 2
lados Fixos c/ press. uniforme

Figura6.b
Y
[ P=07
/—‘ kgficm~2
2] o) o) [ [*] [
Restrigao:
/—‘ ux uz

3000

L 6000

Placa Retangular 4 lados Simplesmente
Suportados. Pressao uniforme.

Figura6.c

5.1.1 Dados para analise

- MATERIAL DA PLACA ACO CARBONOA-36 |[(-)

- DIMENSOES DA PLACA 60 x 30 cm

- ESPESSURA UNICA 0.95 cm

- TENSAO ADMISSIVEL 1019 kof/cnf
- TENSAO DE ESCOAMENTO 2531 kgf/cnt
- TENSAO ULTIMA 4077 kgf/cnf
- MODULODE ELASTICIDADE [E] | 2.1E6 kgf/cnf
- COEFICIENTE DE POASON [V] 0.3 (-)

- TEMPERATURA DE PROETO AMBIENTE °oC

- PRESSAO DE PROJETO 0.7 kgf/cnt

5.2 ~ANALISE PELA LITERATURA (TIMOSHENKO, 1959)
5.2.1 Consideracg®es iniciais da anélise

Numa placa sujeita a flex&o pura, toma-se o plano médio antes da flexdo ocorrer como o
plano xy. Durante a flexdo, os pontos que estavam no plano xy, sofrem um pequeno deslocamento



perpendicular a0 plano xy e formam a superficie média da placa (ver capitulo 2). Tais
deslocamentos da superficie média sdo chamados deflexdes (w).

Conforme Timoshenko (1959), cap. 2 pg 42, as magnitudes de tensdo numa placa que sofre
flexdo pura ocorrem normais as seces paralelas aos planos xz e yz. Tais tensdes normais sao
maximas, e definidas como:

S,, (méx) = oM, (m&) (62)
yy t2
6M
sm(m):ﬁ (63)

A Hipotese acima serd precisa 0 suficiente somente nos casos onde as tensdes
correspondentes aos alongamentos sofridos pela superficie média so pequenas em comparagdo
com as tensdes maxima de flexdo fornecidas pelas Egs. 62 e 63, ou, 0 que € equivaente, se a
deformacdo da superficie média € pequena em comparacdo com a deformagdo maxima de flex&o
(t/2rmin), onde rmin € 0 raio de curvatura da placa apos a deformacdo e ‘t’ € a espessura da placa. Este
requerimento impde uma limitacdo adicional nas deflexdes ‘w' da placa, ou sga, que as mesmas
devem ser pegquenas em comparagdo com sua espessura ‘t’, sendo que o célculo das deflexfes ‘W' e
dos momentos My(max) € My(max) varia de acordo com o caso.

A solugdo analitica destes valores consiste em determinar a solucdo para a equacéo
diferencia abaixo (Eq. 47), de acordo com as condi¢des de contorno e carregamento proposto em
cada caso. Tal equacdo representa a forma forte da formulacéo de placas (vide Cap. 2).

&l'wxy)  dwxy) , ,dWxy)0_ ax.y)

dx’ dy* dx’dy> 3 D
Onde:
‘g’ representa a pressdo uniformemente distribuida sobre a placa;
3
D= E(x, y)'i , representa a rigidez flexional da placa (Eq.43), que no caso de uma viga, seria
12(1- v )
representado por El.

Portanto, para 0 nosso caso, com ‘E’ constante, temos.

Et® _ 2.166*0.95°

D= =D= =164879.81
12(- Vv 12{1- 0.3)

5.2.2 — Realizacédo dos calculos

Conforme Timoshenko (1959), o momento maximo e a deflexdo maxima sdo dados pelas
seguintes equagoes:

M (méx) = boa® (64)
., . _aga®*
w(max) = 5 (65)

Onde a eb sdo constantes definidas pela geometria da placa, sendo que nos casos em
consideracdo, temos uma placa 60 x 30 cm, tomando-se a = 30 cm e b = 60 cm, definimos a razéo



b/a = 2. Com este valor, obtem-se os valores das constantes aeb. Munido de tais valores,
substitui-se nas Eqgs. 64 e 65. Segue abaixo a descricdo dos céculos feitos conforme esta
sistemética.

5.2.3 Primeira Andlise: Placa retangular — 4 lados fixos

Conforme Timoshenko (1959), cap. 6, pg, 202, Tab. 35, os valores das constantes para este
caso sdo a = 0.00254 e b =0.08290, portanto temos:

LN — 2 _ 2 _
M, (max) = bga” =0.08290* 0.7* 30" =52.227 kgf*cm

aga’ _ 0.00254*0.7* 30*
D 164879.81

w(max) = =0.008735 cm

Assim, conforme a Eq. 63 atensdo maxima &

6M ,(méx) _ 6*52.227

2 oogt - 4722 kgf/ent

S o (Méx) =

5.2.4 Segunda Analise: Placaretangular — 4 lados simplesmente suportados

Conforme Timoshenko (1959), cap. 5, pg, 120, Tab. 8, os valores das constantes para este
caso sdo a =0.01013e b =0.10170, portanto temos:

LN — 2 _ 2 _
M, (max) = bga” =0.10170* 0.7* 30" = 64.071 kgf*cm

_aga’ _0.01013* 0.7* 30*

= =0.034836 cm
D 164879.81

W(méax)
Assim, conforme a Eq. 63, a tensdo maxima €&

6M,(ma) _ 6* 64.071

= Togt - 4259 kgf/c?

S «(max) =

5.2.5 Terceira Analise: Placa retangular — 2 lados fixos e simplesmente suportados

Conforme Timoshenko (1959), cap. 5, pg, 120, Tab. 8, os valores das constantes para este
caso sdo a = 0.00260 e b =0.08420, portanto temos:

LN — 2 _ * * 2 _ *
M, (max) = bga” =0.08420* 0.7* 30" =53.046 kgf*cm

) aga® _ 0.00260* 0.7* 30*

w(max) = =0.008941 cm
D 164879.81

Assim, conforme a Eq. 63, atensdo maxima &

6M, (max) _ 6* 53.046

= Togt - 5266 kgf/cn?

S «(méx) =



5.3. ANALISE PELO PACOTE ANSYS

5.3.1 Consideracg®es iniciais da anélise

Para as analises propostas, usou-se 0 elemento SHELL63. Tal elemento possui capacidades
de flexdo e membrana, permitindo carregamentos no plano principal e perpendiculares ao mesmo.
Tem sais graus de liberdade em cada né: trandacdo nas diregdes X, y e z (UX UY UZ nos nés) e
rotacdo nos eixos X, Y e Z (ROTX ROTY ROTZ). Inclui também capacidade de analise com
tensdes de rigidez e o efeito de grandes deflexdes. Tal efeito ocorre se as rotagdes séo grandes mas
as deformagdes que causam tensdes sdo baixas. A relacdo forga-deslocamento, neste caso contém
ndo linearidades cuja solucéo usa de um algoritmo especial, onde, uma transformacgéo relaciona as
coordenadas originais do elemento com suas coordenadas rotacionadas (no sistema global)
separando os corpos rigidos de rotacdo da deformagao original.

No entanto, nos casos propostos, considerou-se somente pequenas deflexdes, sendo o
carregamento considerado como cargas de superficie distribuidas uniformemente nas faces do
elemento. Para habilitar este tipo de carregamento selecionou-se a opgcdo KEYOP(6)=2 do
elemento. As cargas de pressao equivalentes nos elementos resultam em tensdes mais acuradas com
elementos planos representando uma superficie curvada.

As fungdes de forma usadas no elemento SHEL L63 sd0 as seguintes:

u :%[ui (1- X)(1- y)+uj@+x)@L- y) +uk(1+x)(1+ y) +ul (1- X)L+ y)+ul(l- x*)+u2(1- yz)] (66)
v= 2 0 )R- ) U@L Y) L W(LY) L ) 2 Y] (67)

Tais funcdes de forma sdo para um elemento quadrilateral incluindo graus de liberdade em
rotagdo, porém sem deflexdes por cisalhamento transversal (Teoria de Kirchhoff), sendo ul, u2, vi
e v2, funcdes de forma extra

Para 0s trés casos propostos, usou-se 0 comando LESIZE que divide as linhas especificadas
no tamanho desgjado antes da geracdo da maha pelo comando AMAP, possibilitando assim o
mapeamento da malha. A Fig. 6 mostra a malha utilizada com o nimero dos nés.

3 7 3 I ki '8 i o3 1L al o

£l i) It I R i 2 01 10 13 3

=1 BE k| ] Al 2 1 oo 03 1 o 5

i1 %1 L e R I i} 3 1k 17 F

il By i i -] 1 1] g 2 1] 15 B

g 4 1 i} g rd-4 Z i 13 14 4

Al Bl 1} g g rir) B i e} 13 3

G - d 3 1} 1
Humero do= no= [(placa =simetrical.

Figura 7. Malha gerada na Placa com o numero dos nés



5.3.2 Primeira analise: Placa Retangular com os 4 lados Fixos
O seguinte arquivo Log foi usado para esta andlise:

I Placa Retangular (60 x 30 cm) 4 Lados Fixos (usando simetria). !
! Theory off Plates and Shells, TIMOSHENKO, 22 Ed, Pg. 202, Tah.35. !
| |

/CLEAR,START

/COM,ANSYSREL. 5.4

/PREP7

ITITLE, Placa Retangular 4 Lados Fixos ¢/ press. uniforme.
C*** Theory off Plates and Shells, TIMOSHENKO, 22Ed, Pg. 120,Tab.8.

ANTYPE,STATIC
ET,1,SHELLG3,,,,,.2
MAT,1

R,1,.95
MP,EX,1,2.1E6
MP,NUXY,1,0.3
BLC4,0,0,30,30

LESIZE,ALL,3,,,,1

AMAP,1,1,2,3,4

I

D,ALL,ROTZ
NSEL,S,LOC,X,0
DALLALL
NSEL,SLOC,Y,0
DALLALL
NSEL,S,LOC,Y,30
D,ALLALL
NSEL,ALL

I
NSEL,S,LOC,X,30
DSYM,SYMM,X,0,30
NSEL,ALL
NUMMRG,NODE
I

FINISH

/SOLU
SFE,ALL,2,PRES,0,0.7
OUTPR,BASIC,LAST
SOLVE

FINISH

/POST1

SET,1
PLNSOL,S)Y
NSEL,SLOC,Y,0
SHELL,BOT
PRNSOL,S,COMP
PRNSOL,S,PRIN
NSEL,S,LOC,Y,15
PRNSOL,U,Z
FINISH

!Elemento Shell63, pressdo naface do elemento.

!Modolo de Elasticidade: 2.1E6 kgf/cm”"2
ICoeficiente de Poason: 0.3
ICriauma arearetangular de 30 cm x 30 cm

IDivide todas as linhas que compoe aareaem !tamanho = 3 cm x 3 cm.

IALL - todas aslinhas. 3 - tamanho. 1 - linhas
IMapeamento
IEngastes Fixos

1Geracao dasimetria

IMerge

IAplicacdo dapressdo uniforme
IControla o tipo de solugéo

IPlota graficamente as tensbes SY

1Sel eciona os nos onde ocorre atensao maxima
IHabilitatensdes do fundo daplaca

ITabelaas tensdes SX SY e SZ

ITabelaastensdes Principais

1 Seleciona os nés onde ocorre a deflexdo maxima

1 Tabela as deflexdes sel ecionadas
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TIME=1
Y [AVE)
RITS=0
PowerGraphics

EFACET=1
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DME =.008761
SMN =-3Z6.996
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Valores obtidos na primeira analise
Para localizag&o dos nos, ver Fig. 7.
Tabela 1. TensBes SX SY e SXY (kgf/cn?).
NO SX SY SXY
1 13.889 13.864 6.2833
2 98.602 327.00 -8.7196
3 3.3197 21.386 -5.5832
4 29.535 98.651 -5.5409
5 52.060 169.20 -4.1296
6 68.957 224.48 -2.8407
7 80.808 264.40 -1.8584
8 88.690 291.61 -1.1606
9 93.668 309.16 -0.68670
10 96.610 319.73 -0.37347
11 98.134 325.28 -0.16218
Tabela 2. Dedocamentos em UZ (cm).
NO Uz NO Uz NO Uz
17 -0.87608E-02 63 -0.39869E-02 | 99 -0.81071E-02
36 0.00000 72 -0.54676E-02 | 108 -0.84869E-02
45 -0.76147E-03 | 81 -0.66439E-02 | 117 -0.86948E-02
54 -0.23133E-02 | 90 -0.75102E-02




Tabela 3. Valores maximos.
Tensdes SX SY e SXY (kgf/cn).

Tabela 4. Valores maximos:
Deslocamentosem UZ (cm).

SX SY SXY uz
NO |2 2 2 NO 17
Valor |98.602 | 327.00 -8.7196 Valor -0.87608E-02

5.3.3 Segunda analise: Placa Retangular com os 4 lados Simplesmente Apoiados

O seguinte arquivo Log foi usado para esta andlise:

I Placa Retangular (60 x 30) 4 lados Simplesmente Apoiados !

! Theory off Plates and Shells, TIMOSHENKO, 22 Ed, Pg. 202, Tab.35. !
I I

/ICLEAR,START

/COM,ANSYSREL. 5.4

/PREP7

/TITLE, Placa Retangular Simplesmente Apoiada c/ press. uniforme.

C***
ANTYPE,STATIC
ET,1,SHELLGES,,,,,,2
MAT,1

R,1,.95
MP,EX,1,2.1E6
MP,NUXY,1,0.3
BLC4,0,0,30,30
LESIZEALL,3,,,,1

AMAP,1,1,2,3,4

D,ALL,ROTZ
NSEL,S,LOC,X,0
D,ALL,UX,,,,,UZ
D,1, UX,,,,UY Uz
NSEL,SLOC,Y,0
D,ALLUY,,,,UZ
NSEL,S,LOC,Y,30
D,ALLUY,,,,UZ
NSEL,ALL

NSEL,S,LOC,X,30
DSYM,SYMM,X,0,30
NSEL,ALL
NUMMRG,NODE

I

FINISH

/SOLU
SFE,ALL,2,PRES,0,0.7
OUTPR,BASIC,LAST
SOLVE

FINISH

/POST1

SET,1

PLNSOL,S)Y
NSEL,S,LOC,Y,15

Theory off Plates and Shells, TIMOSHENK O,22 Ed,Pg.120,Tab. 8.

IElemento Shell63, pressdo naface do elemento.

'Modolo de Elasticidade: 2.1E6 kgf/cm”2
ICoeficiente de Poason: 0.3
ICriauma arearetangular de 30 cm x 30 cm
IDivide todas as linhas que compoe aarea em !tamanho !=3 cm x 3 cm.
IALL - todas aslinhas. 3 - tamanho. 1 - linhas selecionadas.
IMapeamento
IEngastes Simp. apoiado

!Geracao dasimetria

IMerge

1Aplicagdo da pressdo uniforme
IControla o tipo de solugédo

IPlota graficamente as tensbes SY
1 Seleciona os nés onde ocorre atensdo maxima



SHELL,BOT IHabilita tensBes do fundo da placa

PRNSOL,S,COMP ITabela as tensdes SX SY e SZ
PRNSOL,S,PRIN ITabelaastensdes Principais
PRNSOL,U,Z 1 Tabel a as defl exdes sel ecionadas
FINISH

ANSYS 3.1
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Figura 9. Plot das Tensdes SY
Valores obtidos na segunda analise
Para localizagdo dos nés, ver Fig. 7.

Tabela 5. Tensdes SX SY e SXY (kgf/cn).
NO SX SY SXY
17 196.62 429.75 0.71314E-09
36 27.013 8.2141 -0.10556E-06
45 85.622 94.806 -0.47163E-07
54 138.47 175.78 0.37124E-07
63 169.50 243.52 0.10053E-06
72 186.29 298.57 -0.18042E-07
81 194.36 342.12 0.14421E-07
90 197.44 375.53 0.27793E-07
99 197.97 400.08 0.19334E-08
108 197.48 416.83 0.10783E-07
117 196.88 426.56 0.23965E-08
Tabela 6. Dedocamentos em UZ (cm).
NO Uz NO Uz NO Uz
17 -0.34916E-01 |63 -0.18456E-01 |99 -0.32150E-01
36 0.00000 72 -0.23109E-01 | 108 -0.33704E-01
45 -0.67202E-02 |81 -0.26912E-01 | 117 -0.34615E-01
54 -0.12959E-01 |90 -0.29906E-01




Tabela 7. Valores méximos: Tensdes SX SY e SXY (kgf/cn).

SX SY SXY

NO |99 17 36

Valor | 197.97 | 429.75 0.10556E-06

5.3.4 Terceira analise: Placa Retangular com o 2 lados Simplesmente Apoiados e 2

lados Fixos

O seguinte arquivo Log foi usado para esta andlise:

PELELEE LT L T
I Placa Retangular (60 x 30) 2 Idos Simpl Apoiados 2 Idos Fixos !
! Theory off Plates and Shells, TIMOSHENKO, 22 Ed, Pg. 187, Tah.29. !
| |

/ICLEAR,START

/COM,ANSYSREL. 5.4

/PREP7

ITITLE, PlacaRetang 2 Idos S. Apoiad 2 Idos Fixos ¢/ press. uniforme.

C***  Theory off Plates and Shells, TIMOSHENKO, 22 Ed, Pg. 120, Tab. 8.
ANTYPE,STATIC

ET,1,SHELL®G3,,,,,,2 IElemento Shell63, pressdo naface do elemento.
MAT,1

R,1,.95

MP,EX,1,2.1E6

MP,NUXY,1,0.3

BLC4,0,0,30,30 ICriauma arearetangular de 30 cm x 30 cm

LESIZE,ALL,3,,,,1 IDivide todas as linhas que compoe aareaem !tamanho = 3 cm x 3 cm.

IALL - todas aslinhas. 3 - tamanho. 1 - linhas ! selecionadas.
AMAP,1,1,23,4 M apeamento
IEngastes 2 Simp. apoiado 2 fixo
D,ALL,ROTZ
NSEL,S,LOC,X,0
D,ALL,UX,,,,UZ
NSEL,S,LOC,Y,0
D,ALLALL
NSEL,S,LOC,Y,30
D,ALLALL
NSEL,ALL
|Geracao dasimetria
NSEL,S,LOC,X,30
DSYM,SYMM,X,0,30
NSEL,ALL
NUMMRG,NODE IMerge
|
FINISH
/SOLU
SFE,ALL,2,PRES,0,0.7 !Aplicagdo dapressdo uniforme
OUTPR,BASIC,LAST IControla o tipo de solugéo
SOLVE
FINISH
/POST1
SET,1
PLNSOL,S)Y IPlota graficamente as tensbes SY
NSEL,S,LOC,Y,0 I Seleciona 0s n6s onde ocorre atensdo méxima
SHELL,BOT IHabilita tensbes do fundo da placa



PRNSOL,S,COMP ITabela as tensdes SX SY e SZ

PRNSOL,S,PRIN ITabelaastensdes Principais

NSEL,S,LOC,Y,15 1Sel eciona 0s nds onde ocorre a deflexdo maxima
PRNSOL,U,Z 1 Tabel a as defl exdes sel ecionadas

FINISH
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Figura 10. Plot das Tensdes SY
Valores obtidos na terceira analise
Para localizagdo dos nés, ver Fig. 7.
Tabela 8. Tensdes SX SY e SXY (kgf/cn?).
NO SX SY SXY
1 28.477 19.232 -10.287
2 99.874 332.25 8.9898
3 35.850 113.26 6.5846
4 59.940 191.35 3.8422
5 75.731 245.34 2.4009
6 85.951 281.04 1.4592
7 92.293 303.72 0.84559
8 96.042 317.47 0.46042
9 98.138 325.37 0.23208
10 99.229 329.63 0.10549
11 99.731 331.66 0.38926E-01
Tabela 9. Deslocamentos em UZ (cm).
NO Lz NO B4 NO Lz
17 -0.90221E-02 63 -0.59188E-02 | 99 -0.87075E-02
36 0.00000 72 -0.70697E-02 | 108 -0.88962E-02
45 -0.23302E-02 | 81 -0.78634E-02 | 117 -0.89927E-02
| 54 -0.43425F-02 a0 -0.83836E-02




Tabela 10. Valores maximos: TensBes SX SY e SXY (kgf/cn?).

SX SY SXY
NO |2 2 1
Valor | 99.874 | 332.25 -10.287

5.4. CONCLUSAO DAS ANALISES

Apresenta-se abaixo, trés tabelas onde estdo resumidos os valores obtidos pelas andlises
feitas com o pacote Ansys e por Timoshenko (1959). Deve-se ter em mente que os valores obtidos
pela literatura provém de aproximagdes numéricas propostas para cada caso (pela solucdo da
equacdo diferencial geral da placa, Eq. 47), variando conforme as dimensdes da placa, o tipo de
carregamento e o tipo de engaste da placa. Tais valores foram usados somente como parametro de
comparacdo, como forma de se consolidar a confiabilidade dos val ores obtidos pelo pacote Ansys.

As figuras e valores apresentados no capitulo anterior, foram obtidas utilizado-se um
tamanho de malha 3 no mapeamento (ver arquivos tipo log), porém realizou-se mais duas andlises
para cada caso, sendo uma com malha tamanho 2 e outra com tamanho 1, colhendo-se somente os
valores de tensdo pois, para as deflexdes, a malha tamanho 3 jé forneceu resultados satisfatorios.

Verifica-se genericamente, que os valores maximos de tensdo calculados pelo pacote Ansys
aproximam-se do valor maximo proposto pela literatura a medida que se refina a malha.

Tabela 10. Comparacéo entre os valores obtidos por Timoshenko e pelo ANSY: Placa
Retangular com os 4 lados Fixos e Pressao uniforme.

Tensdomax - [kgf/em?] W (cm)

Timoshenko Ansys Raz&o | Timoshenko Ansys Razédo
---------- ) | -0 | -ce- | ()

Malha#3 | 326.99 -5.824
347.21 Malha#2 | 33773 -2.730 0.008735 0.008761 | +0.297
Malha#1 [ 340.43 -1.953

Tabela 11. Comparacéo entre os valores obtidos por Timoshenko e pelo ANSY: Placa
Retangular com os 4 Simplesmente Suportados e Pressdo unifor me.

Tensio maq - [kgflem’] W (cm)

Timoshenko Ansys Raz&o | Timoshenko Ansys Razédo
---------- 0 | oo | -ee- | (W)

Malha#3 | 429.75 | +0.889
425.96 Maha#2 | 42580 | -0.038 0.034836 0.034916 | +0.230
Maha#1 | 426.31 | +0.082

Tabela 12. Comparacédo entre os valores obtidos por Timoshenko e pelo ANSY: Placa
Retangular com o0 2 Simplesmente Suportados e 2 lados Fixos com Pressao uniforme.

Tensio max - [kgflem’] W (cm)

Timoshenko Ansys Raz&0 | Timoshenko | Ansys Razéo
---------- 0 | oo | ---- | ()

Malha#3 | 33225 -5.787
352.66 Malha#2 | 33935 | -3.774 0.008941 0.009022 | +0.906
Malha#1 | 346.25 -1.818




6. REFERENCIAS

Cook RD., Malkus D.S, Plesha M.E., Concepts and Applications of Finite Element Anaysis,
Wiley, 1989.

Szab6 B., Babuska |I.; Finite Element Analysis, John Wiley & Sons Inc.,1991.
Timoshenko S, Woinowsky-Krieger S; Theory of Plates and Shells, McGraw-Hill, 2% ed., 1959.
Arquivos viga.pdf, forvar.pdf, barrapdf e torsdo.pdf de http://www.fem.unicamp.br/~em421/textos.htm

Arquivos metvaria.pdf e barfem.pdf de http://www.fem.unicamp.br/~em057/info_seml1-1999.html .




