CALCUL DE PRIMITIVES

1. Calculer une primitive des fonctions suivantes en les mettant sous la forme v’ f'(u).

) 1 b) e ) T
Y 216 1+ e R
1 1 e*
d) e) f) e
Vo —1 (1+ )V V16 — e2®
Ccos ¥ e’ 1

2. Calculer une primitive des fonctions suivantes en utilisant éventuellement une intégration
par partie.

a) xe7* b) €37 cos 2w ¢) arctanz d) arcsinz

e
e) sinzlncosz f) ade ™ g) x3shz h) a3 cos(z?)

3. Calculer une primitive des fonctions suivantes

2 1 ) S5z — 12 0 37 — 11z ) 6z — 11
49 — 42 x(z —4) (x+1)(z—2)(x —3) (x —1)2
—1922 + 50z — 25 222 — 152 + 33 x—1 z+5
e) TCY N —= 9 = h) 5 s
x2(3x — 5) (x4 1)(x —5) 2+ +1 922 + 62 + 17
ot 432241 ot r—1 1 1
Z) 2 — j) 5 k) Y R PV l) Y
x? 4+ 2x —3 (x+1) (22 4+ 4x +5) (2 +1)

4. Calculer une primitive des fonctions suivantes

1 1 1 T
— b d
2 V9 — xt ) Vb5 — e 2 Val+z+1 ) V—a?+2x+3

5. Calculer une primitive des fonctions suivantes

i 1
sinx d)
24 coszx

4 b)  tan®z + 2tan?
a) sin*x ) tan’z+2tan"z o) cosz(cosz — 1)

1 1 sin 2z cos® x

) 4dsinx — 3cosx 1) costx 9) V1 +sinzx ) V1+sinzx







Corrigé
Remarque : Dans les calculs et les résultats les constantes seront omises.

1. a) On écrit
1 1 1

2 ~ 16 2 :
z4+16 16 (f) 1
4
Si l'on pose, pour z € R, u(x) = x/4, on a u/(x) = 1/4, et donc

L1 (2
r2+16 4du(x)2+1’
on a donc
/ dx 1 ) (2) 1 " T
— — — arcta — — arctan — .
PR TSR

b) Si l'on pose, pour z € R, u(x) = €%, on a u/(z) = e*, donc

e’ u'(x)

T+e2r  u(x)2+1"°

et 'on obtient

eQx
—— dz = arctanu(z) = arctane” .
/ 1+ e (@)

2

¢) Si l'on pose, pour z €] —1,1[, u(z) = z*, on a u/(z) = 2z, donc

z 1 d(z)
V-2t 2\ /1—u(z)?’
et 'on obtient
/ T d 1 inu(z) 1 .9
————dx = —arcsinu(z) = = arcsinx
Vi—at 2

d) Si I'on pose, pour z > 1, u(z) =2 — 1, on a v/(x) = 1, donc

1 u'(x)
Ve -1 /u(z) ’

et 'on obtient
dx

ve—1

= 2\/u(x) = 2\/.212— 1.

1
e) Si l'on pose, pour z > 1, u(x) = \/z, on a v'(x) = ——, donc

1 B u'(z)
T ave  Zu@P+1




et 'on obtient

d
/m;\/s} = 2arctanu(z) = 2 arctan /7 .

f) On écrit

e’ _1 e’
16—62x74 em 2.
- (%)
4

Si l'on pose, pour z < In4, u(z) = e*/4, on a v'(z) = e* /4, donc

er u'(x)

VI6—e2r /T —u(x)?’

et 'on obtient

€T x
e , . e
————dx = arcsinu(z) = arcsin ik

V16 — e2z

si cos
g) Si l'on pose, pour z € R, u(x) = %, on au'(z) = ?x’ donc
cosz  u(x)
9 —sin?zx 1 —u(z)? ’
et I'on obtient )
cos T sin

—— dx = arcsinu(x) = arcsin
V9 —sin’ z
h) Si on pose, pour x < In4, u(z) =4 — €*, on a v/(z) = —e®, donc

er o' (x)

V4 —eT - _\/u(a:) ’

et 'on obtient

/\/mdm = —2v/u(x) = —2v4 —e® .

i) On écrit
1 _ T
V2 -1 22V/22 =1
Si I'on pose, pour z > 1 ou z < —1, u(z) = Va2 — 1, on a v/(z) = %, et 22 = u?(x) + 1,
x —
d’ou
1 o u(x)
evr2—1  1+u(x)?’
alors

1
——— dx = arctanu(x) = arctan Va2 — 1 .
/a:\/a:Q—l (@)



2. On utilise la formule d’intégration par partie

/ o(@) (2)dz = u(z)o(x) — / o (2)u(z)dz .

a) En prenant v(z) = 22 et v/(z) = e, on a v'(z) = 27 et u(z) = —e~%, d’on
/er_g” dr = —x?e™ + Q/me_x dzx .
Puis on recommence en prenant v(x) =z et v/(z) = e %, on a v'(z) =1 et u(z) = —e~*, d’olt

/xe’” dr = —ze ¥ + /em dr = —xze " —e " .

/1‘26_” de = (—x* — 2z — 2)e™ .

Finalement

1
b) En prenant v(z) = €3* et u/(x) = cos2z, on a v'(x) = 3e3® et u(x) = B sin 2z, d’out

1 3
/633” cos2x dx = B 3% sin 2o — B /633” sin 2z dx .

Puis on recommence en prenant v(x) = €3 et u/(x) = sin2x, on trouve v'(x) = 3e3* et

1
u(z) = —5 cos 2z, d’ou

1 3
/63:0 sin 2z dx = —3 3% cos 21 + 3 /e3x cos2z dzx .

On obtient alors

1
/63‘” cos2x dx = 3 3% sin 2z + 26333 cos 2x — Z /63” cos 2z dx

d’ou 9 1 3
<1 + 4> /6336 cos2x dr = 5 e3% sin 2z + 1 e* cos 2 .

On en déduit finalement en multipliant par 4/13,

2 3
/e?’x cos 2z dx = ' €3 sin 2z + 3 €3 cos 2z .

¢) En prenant v(z) = arctanz et v/(z) =1, on a v/(z) et u(x) =z, d’out

T 1+a?

T
/arctanmd:v:xarctanx—/dx.
1+ 22

Mais
T 1 (1+z?)

1+22 2 1422

)



1
admet comme primitive = In(1 + z2), d’on

1
/arctanx dr = rarctanx — 3 In(1 + z?)

d’ou

d) En prenant, si x €] —1,1[, v(z) = arcsinz et v/(z) = 1, on a v'(z) =

— et u(xr) =z,
V1—22 ()
/ o d ) / r
arcsinzdr = rarcsiner — | ——dx .
V1—22
Mais

11—
V1— 22 2 1—2a2’
admet comme primitive —y/1 — 22, d’oul

/arcsin:cdx =garcsinz + /1 — 22 .

e) En prenant, si x €] —7/2+ 2km, /24 2kn [ (k € Z), v(x) = Incosz et u/(x) = sinzx, on a
v (2) sinx

= et u(z) = —cosz, d’ou
cos

/sinxlncoswdaﬁ— —cosa:lncosx—/sinxda:.

/sinxlncos:cd:v = —cosxzlncosx + cosz .

f) En prenant v(z) = 22 et u'(z) = ze

1
—2* on a v/(x) = 2z et u(z) = ——e™, dolt

1
/xSeIQ dx = —56712.%2 + /memz dx |

g) En prenant v(z) = 2% et u/(x) = shz, on a v'(z) = 322 et u(z) = chx, d’'ont

/m3shxdx:x3chm—3/:n2c:h1:dx.

Puis on recommence en prenant v(x) = 22 et u/(z) = chz, on a v'(z) = 2z et u(x) = shz. On
a donc

/xQChxdx:xQSha:—Q/xshxda:.

On recommence encore en prenant v(x) = z et v/(x) = shz, on a v/(z) =1 et u(z) = chz. On
a donc
/a:shacdac =xchx — /Chxdm =xchzx —shz.
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En remplagant, on obtient
/:c3sh:rdx =a2%chz — 32%sha +6zche —6shz .

1
h) En prenant v(x) = 22 et v/(z) = xcos2?, on a v/'(z) = 2z et u(x) = 5 sinz?, d’on

1
~cosz? .

1 . ) .
/ac3 cosz? dx = 51:2 sinz? — [ zsinz?dr = 5302 sinz2 + >

a) La fraction rationnelle a comme poles 7/2 et —7/2. On a donc

3.
1 _a . b _ 2a n 2b
49 — 422 7 T 2w —7 24T
r—= T+
2 2
On obtient en réduisant au méme dénominateur
1 _ 4(a+0b)xr+ 14(a —b)
49 — 422 4x2 — 49 '

1, d’ot b = —a = 1/28, et donc

et en identifiant a + b =0 et 14(a — b)

11 1 1
49 — 422~ 28 T T
:):—1—2 T 5
On en déduit, si @ # +7/2,
7
da 1. |TT5] 1 |2047
= _"n = —In|———|.
49422 28| 7| 28 |22 -7
2

b) La fraction rationnelle a comme poles —12 et 3, et le degré du numérateur est inférieur a

celui du dénominateur. On a donc
or —12 a b
r(x—4) = x—4

On obtient en réduisant au méme dénominateur
5r—12  (a+b)x —4a

v(x—4) z(z—4)

)

et en identifiant a +b =5 et —4a = —12, d’ou,
S5r—12 3 2
r(r—4) =z z—4°

On en déduit, si z # 0 et x # 4,

— 12
/jé_zl)da::?)ln|x|—|—21n|x—4|.



c¢) La fraction rationnelle a comme poles 0 et 4, et le degré du numérateur est inférieur a celui
du dénominateur. On a donc

37— 11z a b c

(x+1)(z —2)(x —3) _:U+1+x—2+x—3'

En multipliant par x 4 1, on obtient

37— 11z b c
(x —2)(x — 3) =atl@+l) (x—2+x—3> '

Donc en donnant a x la valeur —1, on trouve a = 4.
En multipliant par x — 2, on obtient

37— 11x a c
GiD@_3 TE-2 (x—|—1+x—3> ’

Donc en donnant a x la valeur 2, on trouve b = —5.
En multipliant par x — 3, on obtient

37— 11z a b
(x+n@—2f:“”x_$<x+1+x—2>'

Donc en donnant a x la valeur 3, on trouve ¢ = 1. Finalement

37— 11z 4 ) 1

Gt )@—2@-3) 241 z2-2 z-3

On en déduit, si z # —1, 2, 3

37— 11z
dr=4ln|z+ 1| —-5Injz —2|+1In|z — 3| .
/(x+1)(x—2)(90—3) | | | | | |
d) La fraction a un unique pdle double 1 et le degré du numérateur est inférieur a celui du

dénominateur. On a donc
6r —11 a b

@—12 (@—12 z-1°

En réduisant au méme dénominateur, on obtient

6z — 11 _bx+afb
(z—-1)2  (z-1)2 "~

et en identifiant b =6 et a — b = —11, d’o,

6r-11 _ -5 6
(x—12 (z—-12 -1

6x — 11 5
——dx = —— +61 —1|.
/kx—nzm p—1 omle—1l

e) La fraction a un pole double 0, et un pole simple 5/3 et le degré du numérateur est inférieur
a celui du dénominateur. On a donc

On en déduit, si x # 1,

—1922 +502 25 b ¢ d
=—+-+ :
z2(3z = 5) 2 x x—5/3




2

En multipliant par z*, on obtient

—192% 4+ 50z — 25 bt i dax?
= Cxr —_— .
3x—5 x—5/3

Donc en donnant a z la valeur 0, on trouve b = 5.
En multipliant par 3z — 5, on obtient

—1922 + 50z — 25
x?

b
=3d+ (32— 5) <xg+;> .

Donc en donnant a x la valeur 5/3, on trouve b = 2/3. On a donc

—19x2+50x—25_3+5+g 1
z2(3z — 5) 22z 3x-5/3°

Il reste a calculer le coefficient ¢. En donnant a x la valeur 1, on obtient —3 =5+ ¢ — 1, d’ou

¢ = —7. Finalement
—192% +50z—25 5 7 2 1

22(3z — 5) _ﬁ75+§x—5/3'
On en déduit, si z # 0 et x # 5/3

)
=2

/ —1922 + 50z — 25 S
3

2
5 dx:—§—71n|x\—|—§ln

X

ou encore ( & une constante pres)

—1922 + 50z — 25 5 2

/ ’ +2 a dr = —— —Tln|z|+ = In |3z — 5] .

T x 3

f) La fraction a deux poles simples —1 et 5. De plus le degré du numérateur est égal a celui du

dénominateur. Donc
20 — 150+ 33 b ¢

(z+1)(z —5) I
Le nombre a est le rapport des termes de plus haut degré. Donc a = 2.
FEn multipliant par « + 1, on obtient

22* — 152 + 33 c
- =) 1 .
P + (z + )<a+x_5)
Donc en donnant a x la valeur —1, on trouve b = —25/3.

En multipliant par  — 5, on obtient

222 — 15z + 33 b
izc—i—(:ﬂ—’é) a+ .
r+1 rx+1

Donc en donnant & z la valeur 5, on trouve ¢ = 4/3. Finalement

20— 150 +33 25 1 .
(x+1)(x—5) 3 xz+1 3x-5

On en déduit, siz # —let x # 5

/2:c2 — 15z + 33

25 4
SV T OV =2z — 2] 1+ ln|z— 5.
GrD@_p) @@=k g hle+l+ghje =5

9



g) La fraction n’a pas de pole réel, car le trindme 22 + 2 + 1 a pour discriminant A = —3. On
fait apparaitre la dérivée du dénominateur

r—1 _1 2x +1 3 1
24r+1 2224z+1 2224x+1°

En utilisant le fait qu'une primitive de 1/(ax? + bx + ¢) est

2 ‘ 2ax +b
arctan ,
vV—=A vV—=A
on obtient
r—1 1 3 2 2r+1 1 2z +1
= dr = = In(z®+x+1)— = — arctan = —In(z®+2+1)—+/3arctan
/x2 +r+1 2 ( ) 2.3 V3 2 ( ) V3

h) La fraction n’a pas de pole réel, car le trindme 922 + 6z + 17 a pour discriminant A = —242,

On fait apparaitre la dérivée du dénominateur

r+5 1 1846 4 1
922 + 6z +17 18922 + 62 + 17 3 922 4 6z + 17

En utilisant le fait qu'une primitive de 1/(ax? + bx + c) est

2ax +b
arctan

2
V-2 VA

on obtient
z+5 1 14 2 18x + 6
— " " dr = —In(92%>+6 17 — — arct
/9x2+6x+17 o 1g (0 + 6z +17) + 5 oy arctan —
1 7 3z +1
= —1In(922 1 — :
1S n(9x* + 6x + 7)+18 arctan 1

i) La fraction a deux pdles simples 1 et —3. De plus le degré du numérateur est plus grand que
celui du dénominateur, le degré de la fraction vaut 1. Donc

3 2

z° 4+ 3z + 1 c d
B b .
2+ 2x -3 ax -+ Jr:U—1+3:+3

En effectuant la division euclidienne du numérateur par le dénominateur, on trouve:

3 4322 +1 |22 42z -3
—x3 =222 43z r 1
x? +3z +1
—x2 =2z +3
T +4
On a donc
23+ 322 +1 r+4
PO S R B v
et
T+ 4 T+ 4 c d

2422 -3 (z—1)(z+3) x—1+x+3’

10



En multipliant par x — 1, on obtient

x+4 d(x —1)
=c+ .
T +3 z+3

Donc en donnant & z la valeur 1, on trouve ¢ = 5/4.
En multipliant par x 4 3, on obtient

33+4:d+c(:v—|-3).
z—1 z—1
Donc en donnant & z la valeur —3, on trouve d = —1/4.
Finalement
2?4 322 + 1 IR 11
—5 5 = — - - .
2?2 +2x —3 4x—1 4x+3

On en déduit, si z # 1 et x # —3

/x3+3x2—|—1

b= ot P — 1= L g
P2t2w—3 2 Tyt g e

j) La fraction a un pole unique —1. Posons X = z + 1. On a alors

PHr-1 (X-1P%4+X-2 X3-3X24+4X-3

(x+1) X5 B X5
On en déduit donc
3 +r—1 3 4 3 1 3 4 3 1
T w - ws it wa s T w2 5+ 1~ 3t 2
(x+1) X Xt X3 X (z+1)P5  (z+1)* (z+1)2 (z+1)

On obtient alors

/x3+$—1 3 1 4 1 3 1 1
4

@+1p (x+1)4_§(x+1)3+§(x+1)2_az+1'

k) La fraction n’a pas de pole réel, car le discriminant du trinéme vaut A = —4. On integre par
t En prenant v(x) = 51— et o/(z) = 1, on a/(x) vl
arties ——— . En prenant v(z) = ———— et v/(z) = l,onav'(z) = ——5———=
P 22 +4x+5 P 22 +4x+5 (2 + 42 4 5)?

et u(x) =z, d’ou

/ dx x / 222 + 4a
= + [ = ,dzx
2+4x+5 a?4+4x+5 (22 4 4x + 5)?

Mais
222 + 4x = 2(2® 4 22) = 2(a® + 4z +5) — 4z — 10 ,
donc
207 + 4z 2 4z + 10
(#2 +4x+5)2  224+4x+5 (22 +4w+5)2°
On a donc

/ dx x +2/ dx / 4z + 10 d
= —_— [ ———————dz .
2?2 4+4x+5 x2+44x+5 22 +4x+5 (2% 4 4x + 5)?

11



Mais en faisant apparaitre la dérivée du polynome 2 4 4z + 5, on écrit

10, w44 2
(#2 +4x+5)2 " (22+4x+5)2  (22+4x+5)2

Donc

/ 4z + 10 1 n 2/ dzx
—_— xr= ————— B T —
(22 4+ 4x + 5)? 22 +4r+5 (2% 4 4x + 5)?
On obtient donc

/ dx B x +2/ dx n 2 2/ dx
w2 +4x+5 a2 +4r+5 22 +4x+5 2 +4x+5 (22 + 4z +5)2°

d’ou

5 dx B x4+ 2 n dzx
22 +4x+5)2  a22+4x+5 22+ 4x+5 "
(

Il reste a calculer la derniére primitive qui vaut arctan(z + 2), et ’on obtient

/ dx 1 x+2 +1 tan(z + 2)
== — arctan(z .
(2 4+4x+5)?2 2224+4x+5 2

1
1) Cherchons une primitive de 1/(z% 4 1)" en intégrant par partie. En prenant v(z) = G
x
2
et v/ (x) =1,0onadv(z)= —ﬁ et u(z) =z, don
dx x 72
= 2 ————dz .
e e e
Mais
x? (22 4+1)—1 1 1

(2 + 1) T (224 1)t T (@24 ) (a2 4 )ntL

/(x;fl)”:(ﬁil)"Jrzn(/(w?cfl)"_/(xzvibi)”“> ’

dx T dx
1= | G = e

On en déduit

d’out

et finalement

/ dzx B i T . 2n —1 / dzx
(22 + )7+t 2n (22 4 1)» 2n (22+ 1)

Pour n = 2, on trouve
/ dz 1 x n 3/ dx
(22+1)  4(@2+1)2 4) (22+1)2°

Pour n =1, on trouve

/ dx 1 =z +1/ dx 1 =z +1 ¢
= — - = — —arctanz .
(2412 22241 2 ) 22+1 22241 2

Finalement

/ dzx 1 T +3 T +3 ;
== — —arctan .
(x2+1)3  4(22+1)2  8x2+1 8

12



4. a) On écrit

1 a3
V9 — 2t 49—zt
—223
Si I’on pose, pour —3 < z < 3, u(z) =vV9 — 24, on a v/ (z) = ——, et 2 = 9 — u?(z), dout
pose, p () (@)= Fo=r ()
1 1 W (x)

rv/9 — 4 _§U($)2—9 '

En décomposant en éléments simples, on obtient facilement

11 11
X2-9 6\X-3 X+3)°

. 3 —u(z)
[ i e = 150013 @) = 3+ u(o)] = 5|

On peut transformer cette expression en multipliant par la quantité conjuguée du dénominateur

et en remplacant u(z) par sa valeur:

1
- dr=—Ip2 YT
/x\/g—x4 YT 2t

b) On écrit, si z < (In5)/2,

V5 — e2t B Vhe=2r —1
Si I'on pose u(x) = v/5e™%, on a v/ (z) = —/5e™%, d’oit

1 1 u'(z)

ﬁ:_% u(z)? —

donc

1 1
—_—— d.f[f = —— ln ulx + e h’l f@ + 56_2$ — 1 .
/ — = nlula) + V@l 1] - | v |

en mettant e”* en facteur, on peut aussi écrire

1
—dr = 11161\[4‘\/—7629”— :c—ln\[—i—\/—ie?z
/m f V5 | V5 )

c¢) On met 22 + x + 1 sous la forme canonique
1\*> 3
P tr+l= <:E+> + -

on peut alors écrire




En posant

N V1 +u(z)?

1
dr = In(u(z) + Vu
/\/:1:2—{—3:—}—

En remplagant u(z) par sa valeur, on trouve

On a donc

2 +1

/ ! do =1 n (2””1) 1
—————dr=I ,
Vri+r+1 V3 V3

en simplifiant, il vient (& une constante pres)
de =2z +1+2Vz2+2x+1).
/ v :):2 +x+1

d) On met —z% + 2z + 3 sous la forme canonique

— 2+ 20 +3=4—(x—1)>

x—1 2
—x2+2x+3:4<1—( 5 ))

on peut alors écrire

En posant

1
onau’(x)zi,etx:2u(x)+l, d'ou, siz €] —-1,3],

1 _ 2u(z)+1 o () = 2u(x)u/ () u'(x)

V=i2+25+3 1—ulz 1—u(:1:)2+\/1—u(:x)2 .

Alors

—24/1 —u(z)? + arcsinu(x) ,

/\/ :
dr =
—22 4 22+ 3

En remplagant u(z) par sa valeur, on trouve

—1\? 1 1
r=—2 1_<x2 >+arcsinx2 = — —x2—|—2x—|—3+arcsin$2 .

1
d
/\/—$2+2:17—|—3

5. a) On linéarise ’expression
T —iT 4
sinfz = <6,6)
23
€4ix _ 4€2ix +6— 46721':1: + 6741'2:)
1
= g(cos4x —4cos2z +3) .

14



On en déduit immédiatemment

1 /sin4
/sin4xd:1::8<sm4 x—2sin2x+3x> .

b) On se place sur un intervalle ne contenant pas 7/2 4+ kn (k entier). En effectuant la division
euclidienne de X3 + 2X? par X2 4 1. On obtient

X2 42X? = (X’ +1)(X+2) - X -2

En remplagant X par tan x, on obtient

tan® x + 2tan’®2 = (tan®z + 1) (tanx + 2) — ST
cos
Or en posant u(z) = tanz, on a v/(x) = 1 + tan® x, donc
2
/(tan2 x4+ 1)(tanz + 2) dx = /(u(x) +2)u/ (z) dx = u(;‘) + 2u(x) ,
donc )
t
/(tan3:v+ 2tan’ z) do = ar; T otana +1In|cos| — 2z .

¢) On se place sur un intervalle ne contenant ni 7/2 + km ni 2k’'m (k et k’ entiers). Si 'on pose
u(x) = cosx, on a u'(x) = —sinz, et

: /
/ sin x dr — _/ u'(x) dr
cosz(cosx — 1) u(x)(u(x) — 1)
En décomposant en éléments simples, on obtient facilement

1 1 1

ufu—1) u—-1 wu

donc
sin u'(x) u'(x)

cosz(cosz —1)  wu(z) wu(z)—1"

Finalement

/ Cosx(fjsz %= / Z/((j)) dz — / w dz = In|cos x| — In(1 — cosz) .

d) La fonction z —

1
——— est définie sur R tout entier. Cependant pour calculer sa primitive,
24 cosx

on va l'exprimer en fonction de tan 5 et introduire des discontinuités en k7 pour k entier. On a

1 B 1
24+ cosx l—tanQ%'
2
1+ tan” §
Donc en simplifiant
1 B 1 + tan?

X
2
2+ cosz 3—|—tan2% '

T
Si l'on pose u(z) = tan Zona

1
u(z) = 3 (1 + tan? g) ,
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et
1 _5 u'(x)
2+cosz u(z)2+3°

Alors

—— arctan

/ 1 J 2 ; u(z) tan 5

———— dxr = — arctan .

2+ cosx V3 V3 \f V3

Cette primitive est obtenue sur des intervalles de la forme | (2k — 1)7, (2k 4+ 1)x [, (k entier), et
non pas sur R.

1
4sinx — 3cosx

e) La fonction = — est définie si z # arctan(3/4) + km (k entier). Pour calculer

sa primitive, on va ’exprimer en fonction de tan =, et introduire d’autres discontinuités en k'm

pour k' entier. On a

1 B 1 1 + tan? %

4sinx — 3cosx 8tan § 1 —tan” § 3tan2§+8tan -3
1+ tanQ% B 1+tan2%

x
Si l'on pose u(z) = tan Zona

1
v (z) = 3 (1 + tan? g) ,

et
1 B 2u/ ()
4sinz —3cosz  3u(r)? + 8u(zx) —3
2
On décompose facilement en éléments simples la fraction 3XZ 18X 3 qui a comme poOles réels
—3et1/3.0n a
2
2 3 a b
3X2+8X -3 8 T X+3 X_1/3°
X2+ 3X -1

Par exemple, en réduisant au méme dénominateur et en identifiant, on obtient
a+b=0 et 3b—a/3=2/3,

d’ott @ = —b = —1/5. Donc

1 1 () +1 v ()
4sinz —3cosz  Su(z)+3  5u(zr)—1/3"°
Finalement ) . )
T
dz=-In|tan s — 2| - = 1 (t z 3‘
/481111:—3(:083: T R 3‘ nftang +

1
f) La fonction z +— ——— est définie si z # 7/2 + k7 (k entier). On peut 'exprimer en fonction
costx

de tanzx :

=1 tan2x2,
costz (1+ )

donc si I'on pose u(x) = tanx, on a v/(z) = 1 +tan?z, et
1
costx

— o (2)(1 4 u(x)?) .
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Alors

1 u(z)? tan® x
/C084md:c:u(x)+ 3 =tanx + 5 -

sin 2x

vV1+sinz

Si l’on pose u(x) =1+ sinz, on a v/ (x) = cosz, et sinz = u(x) — 1, d’ou

g) La fonction x +— est définie si x # —m/2 + 2kn (k entier).

sin2x  2sinzcosz  _(u(x) — 1)u'(x)

\/1+sinx_ v1+sinz N u(x) ’

donc o )
sin 2% u'(x
— = = 2/u(x)u (z) — 2 .
V1+sinx (@)(@) u(z)
Alors

sin 2x —%ux/— ua::é e T
/\/md@’—g()“ 4u(x) = g /ulo)(ulx) - 3)

et finalement

sin 2x 4
———dr = —v1+sinz(sinx — 2) .
vV1+sinzx 3 ( )

h) Méme méthode que dans ’exercice précédent

cos® x (1 —sin?z)cosz (1 — (u(z) — 1))/ ()

v1+sinzx B v1+sinz u(x)

En développant et en simplifiant

cos’x  (2u(z) —u(@))u'(z) _ 2v/u(z)u/ (z) — u(z)**u/ (z) .

V1+sinz u(z)

Alors
3 4 2
% de = §U(m)3/2 —pul )%/2 = —(1 +sinz)*? — Z(1 + sinz)*/?
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