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Exercice 1 : Soit f une fonction de C dans C. On suppose que la fonction f est holomorphe
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est constante.
(b) Re(f) est constante.
(¢c) Im(f) est constante.

En déduire que la fonction f définie par f(z) = |z| n’est pas holomorphe.

2. On pose pour tout élément z = x + iy de C, f(z) = P(z,y) + iQ(x,y). On suppose
qu’il existe des nombres réels non nuls a, b, ¢ tel que : aP(z,y) + bQ(x,y) = ¢ pour tout
(z,y) € R%. Montrer que f est constante.

Exercice 2 :

1. Calculer l'intégrale I = /zdz, ou I' est le chemin joignant le point (1,1) au point (2,4)
r
le long de la parabole d’équation y = 2.

2. Calculer l'intégrale I = /(z2 + 32)dz, ou I' est définie par I' = {z € C : |z| = 2} du

r
point (2,0) au point (0, 2).

2 2
3. Soient a et b deux nombres réels strictement positifs et I" I’ellipse d’équation —2+y— =1.
a

b2
21

Calculer / % En déduire la valeur de / dt
z a? cos?(t)
r

+ b2sin?(t)
0

Exercice 3 : Déterminer la nature des singularités isolées des fonctions suivantes et préciser
la valeur des résidus :

1 — cos(2) 23+ 1

a) 5 b) tan(z) c¢) P P d) exp(z%).

z

Exercice 4 : Soient les fonction f et g définies par :

1 1 1 1
f(z) =—+ + et g(z):m

z z4+1 z42
1. Déterminer les développements de f et g en série de Laurent dans les trois cas suivant :

(a) 0 < |z <1,
(b) 1< 2] <2,
(c) |z] > 2.

2. Calculer / f(2)dz, on 7 est le cercle de centre _73 et de rayon 1.
2l
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Exercice b : Soit la fonction f: R — R définie par : f(x) = Tr oo 0< A<,
e
+oo
1. Montrer que I = / f(x)dx est convergente.
—0o0
e)\z
Dans la suite, on Considere la fonction complexe définie par f(z) = e et v =
e
Y1 U2 U~z Uy le contour fermé suivant :
Im
V3 24T
V4 Y2
-R m R Re

2. Quels sont les poles de f. En utilisant un déveleppement de e® au voisinage de i,
donner le résidu de f au point zy = .

AR
3. Montrer que /f(z)dz <27 e; — En déduire REI—:EOO f(2)dz.
Y2 Y2
4. Montrer que lim f(z)dz = 0.
R—+4o00
V4
5. Dédui I=—=
. Déduire que I = .
q sin( )
Exercice 6 : Soit la fonction f :]0, +oo[— R définie par : f(z) = _In(@)
: :]0, par : BT

+oo
1. Etablir la convergence de I = / f(z)dx.
0

_In(z)
(14222
On prend une détermination de In(z) définie par :

On Considere la fonction complexe f(z) définie sur le demi-plan y > 0.

In(z) =1In|z|+i6, avec 0<arg(z)=60<m.

Ainsi, si # > 0, In(—x) = In(z) + im. On considere 4T le contour formé par le segment
[—R, —7], le demi-cercle supérieur C,- de centre 0 et de rayon r, le segment [r, R] et le
demi-cercle supérieur C'r+ de centre 0 et de rayon R > 0.
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2. En utilisant un développement en série de Taylor, étudier la singularité de f au point
2o = 1 et donner le résidu correspondant puis calculer | f(z)dz.
’Y+

/ f(z)dz’ < WRW. En déduire RETOO f(2)dz.

Crt Crt

3. Montrer que

4. Trouver une majoration de / f(2)dz. En déduire que liH(l) / f(z)dz=0.
r—r
C C _

T T

“+o0
5. En déduire la valeur de I et J = / diw
(1+ 22)2
0

Exercice 7 : Par la méthode des résidus calculer I'intégrale

[ sin(70)
I= | —2
/2+sin(9)d€

—T



