UNIVERSITE CADI AYYAD Filiere SMIA Mathématiques
Faculté PolyDisciplinaire de Safi 2010 — 2011 Analyse T

TD N°4
Fonctions réelles : limites et continuité

Exercice 1 : Soit f une fonction T—périodique de R dans R. Montrer que :

si lim f(t)=1 alors VzeR, f(z)=1I.

t—+00

Qu’en déduire pour les fonctions sinus et cosinus ?

Exercice 2 : Soit f la fonction définie sur R par :

1
flx)=sin(=) si x#0.
x
Montrer, par deux méthodes, que f n’admet pas de limite en 0.

Exercice 3 : Soit f la fonction définie par :

COST

Montrer que f est bornée sur R et déterminer sup f(x).
zeR

Exercice 4 : Déterminer les nombres a et b pour que la fonction f définie sur R par

(r—1)2 s z<-2
f(z) = a si x=-2
(ax +b)?si x> -2,

soit continue sur R.

Exercice b : Soit f: Ry — R continue admettant une limite finie en +00. Montrer que
f est bornée. Atteint-elle ses bornes?

Exercice 6 :

1. Soit f : R — R continue en 0 telle que Vx € R, f(x) = f(2x). Montrer que f est
constante.

2. Soit f : R — R continue en 0 telle que Vx € R,  f(2x) = f(x)cosx. Montrer que f

est de la forme .
sinx
flz) = { a——s #0

« si x =0,

).... cos(5z) cos(§)).

ot @ € R (montrer d’abord que : sinz = 2" sin(5% ) cos( 5
Exercice 7 :

1. Soit f une application de R dans R, telle que pour tout z réel, |f(x)| < |sinz|. Cette
application est-elle coninue en 0.
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2. Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité sur R?

a. f(x):sinxsin(%) b. f(z)= 1ix—%$2.

Exercice 8 : Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On veut démontrer que

sup f(z) = sup f(z).

a<z<b alz<b

1. Montrer que sup f(z) < sup f(z).
a<x<b a<x<b

2. Soit xgy € [a,b] tel que f(xg) = sup f(xz). Montrer que f(xo) = sup f(z) en distin-
a<z<b a<x<b
guant les trois cas : xg = a, xg = b et xg €]a,b[. Indication : Dans le cas o = a, on

pourra considérer, par exemple, la suite de réels u, = a+ = et étudier la suite (f(us))n-
3. Le résultat reste-il vrai si la fonction f n’est pas continue?

Exercice 9 : Soit f et g deux applications continues sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1], telles
que fog=go f. On veut démontrer suivante : ”il existe ¢ € [0, 1] tel que f(c) = g(c)”.

1. On pose h(xz) = f(x) — z. Montrer qu’il existe s € [0,1] tel que h(s) = 0. En déduire
que pour tout entier n >0, ¢"(s) = f(g"(s)).

2. On pose u, = g"(s). Vérifier que f(u,) = up et g(un) = Uny1.

3. On suppose que la suite (uy,), est monotone. Montrer qu’elle a alors une limite I. Que
peut-on dire de f(I) et g(l).

4. On suppose que la suite (uy,), n’est pas monotone, montrer qu’il existe des nombres u
et v tels que (f — g)(u)(f — g)(v) soit négatif. Conclure.

Exercice 10 : Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie et continue
sur [a, b] & valeurs dans [a,b]. Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = c. Le point c est-il
unique? Qu’en est-il si 'on suppose de plus que f est décroissante sur [a, b].

Exercice 11 : Soit f une application définie et continue sur R dans R, et telle que

Va,y €R, f(x +y) = f(z)+ f(y).

1. Calculer f(0), puis montrer que pour tout = réel,

2. Montrer que pour tout entier n et tout = réel
f(nz) =nf(z).
3. Montrer que pour tout rationnel ¢ et tout x réel

flgz) = qf ().
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4. Montrer que pour tout réel A\ et pout réel x
fAz) = Af ().
Exercice 12 : Les applications suivantes sont-elles uniformément continues :

Q) Fi0,1]—R, z22 b fi0,+o00[— R, am—)é
¢) f:]0,40][— R, x+ Inx.

Exercice 13 : Soit f: R — R une application pour laquelle il existe k € R, 0 < k < 1, tel
que
[f(z) = f)| < klz —yl, Vo,yeR.

Une telle application est appelée contractante et k appelée une constante de contraction.
Notre but est de démontrer que f posseéde un unique point fixe a i.e. 3la € R : f(a) = a.

1. Montrer que f est uniformément continue sur R.
2. Montrer que s'il existe a € R tel que f(a) = a, alors a est unique.

3. On définit une suite (z,)nen en fixant zg € R et en posant x, 11 = f(zy) (i.€ Tpp1 =
fofo..of(x):= f"(x0)).
—_—

(n+1) fois

a. Vérifier que pour tout n € N, on a
|Tnt1 — xn| < K" |21 — 20].

b. En utilisant I'inégalité triangulaire, montrer que pour tout n,m € N on a

(1—F™)

T % E™ 2z — xo].

c. Déduire que |zpqm — zn|] —> 0 quand m,n — +oo et par suite (Tp)pen =
(f™(x0))nen est une suite de Cauchy dans R.

d. En déduire que la suite (x,)nen converge vers un point a et que f(a) = a.

Application :
Montrer que lapplication f: R — R, f(z) = %x admet 0 comme unique point fixe.



