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Exercice 1 : Pour chacune des séries entieres suivantes de coefficients a,,, déterminer le
rayon de convergence R, I’ensemble A des nombres réels lesquels la série converge absolument
et I’ensemble C des nombres réels pour lesquels la série converge.
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Exercice 2 : Trouver le rayon de convergence R, calculer la somme pour tout nombre réel
x tel que |z| < R, et étudier ce qui se passe si |x| = R pour les séries entieres suivantes :
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Exercice 3 : Donner le développement en série entiere au voisinage de 0, des fonctions f

définies ci-dessous et préciser le rayon de convergence

a)f(x) =4z +3)2 bf(x)=(+DIn(z+1) o) f(x)=cos(z+1) d)f(x)=v2—=z

e)f(x) = 111(1:2 — 5z +6) Nfx) = M 9)f(x) = xQ_ix_Fg

Exercice 4 : Soit (ay)nen une suite complexe bornée par un nombre réel positif M.

1. Que peut-on dire des rayons de convergence des séries ) a,z" et ) 92"7 On note
respectivement f(z) et g(z) les sommes de ces séries entieres.

+oo
2. Montrer que pour tout réel x €]0, 1], 'intégrale / g(t)efidt est convergente.

0
+0o0
3. Montrer que / g(t)e_%dt =z f(x) pour tout réel x €]0, 1].
0

Exercice b : Soit la série entiere Zanx", ou a, = sin(ﬁ).
n>1

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.

2. Etudier la convergence de cette série en R et en —R.

—+00

3. On note par S(z) = Zan:c” la somme de cette série. Montrer que lim+S(3:) existe.
1 z——1
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Exercice 6 : Soit (ay)nen la suite de Fibonacci définie sur N par ag = 0, a; = 1 et pour
tout n > 2
an = Ap—1 + Gp—2.

1. Montrer que pour tout n € N*, on a 0 < a,, < 2".

2. En déduire que si z €] — 3, 3|, la série 3 a,z" est absolument convergente.

3. Que dire alors du rayon de convergence R de la série entiere ) a,z".

. . P an+1
4. Soit (up)nen+ la suite convergente définie sur N* par u,, = ntl

n

1
(a) Vérifier que pour tout n € N*, w,y1 =1+ o

n

(b) En déduire la valeur de R.

— . -1++V56
5. Pour tout |z| < R, on pose f(z) = Zan:): . Dans la suite, on pose a@ = — et
n=0
it V5
=—F
(a) Montrer que pour tout |z| < Rona: (1 —x —2?)f(x) = =.
(b) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : Q(x) = %
—r—x

(¢) En déduire a,, en fonction de « et S pour tout n € N.

(2n)!
()2

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere g anx”.

Exercice 7 : On considere a,, =

n

+oo
2. Soit f(z) = Zanx”. Montrer que f est solution de ’équation différentielle :
n=0

(E): (1—42)y —2y=0

3. Résoudre I'équation différentielle (E).

4. En déduire 'expression de f(x).
Exercice 8 : Soit I’équation différentielle

(B) ' +ay' +y=0,

d’inconnue la fonction y. Chercher la série entiere solution de I'équation (E) vérifiant les
conditions y(0) = 1 et y'(0) = 0.
Exercice 9 : Soit Y sin?(n)z" une série entiere.

1. Trouver le rayon de convergence R de cette série entiere.

2. Calculer la somme de cette série lorsque = €] — R, R|.



