UNIVERSITE CADI AYYAD Année universitaire: 2006-2007

Faculté Poly-disciplinaire Safi Analyse 2: TD N° 3 (SMA /SMI)

Exercice 1

Soient les fonctions F' et G définies par :

z 2 2 1efx2(t2+1)

1. Montrer que F et G sont continues définies sur R.
2. Montrer que F'(z) + G'(x) = 0, Vz > 0 et en déduire que F(z) + G(z) = §, Va > 0.

xT
e Cdt = VT

3. Montrer que | G(z) |< %e‘xz, Vax >0 et que lim -—.

z—+o0 Jo 2

+o00o
Soit la fonction F' définie sur R par F(z) = / et cos(zt)dt, v € R.
0

n

1. Pour n > 1, on pose Fy,(x) = / et cos(xt)dt, x € R. Montrer que la fonction F,, est

continue sur R et la suite de fonctigns (Fy)n>1 converge uniformément sur R.

2. Montrer que F, est de classe C! et que la suite (F,),>1 converge uniformément sur R vers
une fonction que 'on déterminera.

3. Montrer que F satisfait '’équation différentielle 2F"(x) +xF(z) = 0 et en déduire la valeur
de F.

Exercice 3

On considere la fonction Gamma définie par

+oo
I(z) = / et 1ar.
0

1. Montrer que le domaine de définition de la fonction I' est R .

2. Montrer que pour tout réel z strictement positif, I'(z 4+ 1) = zI'(x). En déduire que pour
tout entier n non nul, I'(n) = (n — 1)

3. Montrer que pour tout réel ¢ strictement positif fixé, I’application g; : * € R}, — 71 est
convexe. En déduire que 'application I' est convexe sur RY .

S R

4. Montrer que I' est continue sur R% . En déduire que I'(x) ~
0

5. Montrer que I' est dérivable sur R

Exercice 4

+oo —xt
On considere la fonction réelle de la variable réelle F' : x — /
0

e

—dt.
iTe

1. Montrer que le domaine de définition de F' est D =]0, +o0].
2. Montrer que F' est strictement décroissante sur D.
3. Déterminer la limite de F' en +o0.



A e—xt A dt
a. Soit A > 0. Démontrer que lim —dt = / ——
we )y Vite o V12

dt
b. Montrer que lim ——dt = +00.

A—+oo Jo /1 + t2

¢. En déduire la limite de F en 0F.

Exercice 5

+o0 efth
On définit, pour =z > 0, la fonctione F : z +— / —5dt.
o 1+t
1.
a. Démontrer que F' est continue et bornée sur R..
b. Démontrer que F est de C! sur R% .
+oo
¢. On pose k = / e~ dt. Montrer que f vérifie sur R* 1'équation différentielle :
0
(B)  Fla)-Fle)= =
NZ
400 et
2. Pour z > 0, on pose G(x) = ke® —dt.

e Vi
a. Montrer que G vérifie (E) sur RY et est bornée sur RY .
b. En déduire que F' et G sont égales sur R’ et retrouver la valeur de k.

Exercice 6
sint

“+o0o
1. Montrer que pour tout z > 0 I'intégrale / tTdt est convergente. On note f(z) sa
1

valeur.

2. Soit > 0. Montrer que f(z) =cosl+ zsinl — z(x + 1) f(x + 2).

3. Montrer que f est continue sur [2,4o00[. En déduire que f est continue sur |0, +ool.
4. Majorer | f | sur [2,4o00[. En déduire xgrfoof(x)

Exercice 7

On considere les fonctions F' et G définies par

o0 sin?(tx) oo sin?(tx)
F(x) = ————dt = ——dt.
(x) /0 s et G(x) /0 212

1. Déterminer les ensembles de définition de F' et G. Etudier la parité de ces deux fonctions.
2. Montrer que pour tout x € R, on a F(z) =|z | F(1).
3. Montrer que pour tout z € R, ona 0 < F(z) — G(z) <

au voisinage de +oo.

g. En déduire un équivalent de G



