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Exercice 1 : Soit « € R et (f,), la suite de fonctions définie par :
V(n,z) € N* x [0,1], fo(z) =n%2"(1—2z).

Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions (f;,)n.

Exercice 2 : On définit pour n € N une fonction (f,), sur [0, 7] par

Sii si O0<a<
V(n,a) € N* x [0,7], falz) =< z(1+nz) =7
1 si x=0.

1. Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, 7] de la suite de fonctions (f,)n.

2. Soit a €]0, 7[. Etudier la convergence uniforme sur [a, 7| de cette suite (fy)n.
Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite de fonctions (f,)n
ol fn(z) = cos(ze™™*"). En déduire la limite de la suite (I,,), = (fol fn(z)dz)p.
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Exercice 4 : Pour n € N, on définit une fonction u,, sur R* par : u,(z) =

1. Etudier la convergence simple de la série Z up(x) sur R . On note S(z) la somme de

la série de fonctions Z U ().
2. Etudier la convergence normale de la série de fonctions Z up(x) sur R%.

3. Montrer que la série E up(x) converge uniformément sur R . En déduire que la somme
S(x) est continue sur RY.

4. Montrer que S(z) est de classe C'! sur R*..
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5. Calculer /t"“ﬁ_ldt . En déduire que : Vo € R, S(x) = / T tdt.
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6. Déterminer la valeur de Z —
n=1 n
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Exercice b : Pour n € N, on définit une fonction u,, sur Ry par : up,(z) = xze™ ™.

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (uy,),>0 sur Ry.

2. Etudier la convergence simple de la série Zun(x) sur R;. On note S(x) la somme de

la série de fonctions Z Up ().

3. Montrer que la série g un(x) ne converge pas normalement sur R .
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4. Soient n € N* et z € R;. On pose R, (z) = Z ug(z) et Ky(x) = Z ug(z).
k=n+1 k=n-+1
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(a) Montrer que : Vn € N*, K, (2) >e™® et sup |[Ry(z)|> sup |Kn(z)l.
z€[0,400] z€[0,400]

(b) En déduire que la série de fonctions Zun(x) ne converge pas uniformément sur
R,.

5. Montrer que la série de fonctions Z un(x) converge normalement sur [a, +oo[, Va > 0.

Exercice 6 :

1. Etudier la convergence simple de la série 3 up(z) oit u,(x) = e~*V™ pour n € N*. On
note S la somme de cette série de fonctions.

La série Y u,(x) converge-t-elle normalement sur |0, 4007
Soit a > 0. Montrer que la série Y u,(z) converge normalement sur [a, 400].

En déduire que S est continue sur |0, +00].

AT R

Montrer que IETOOS(a:) =0.

6. Etudier la convergence simple de la série Y vy () ot v, (x) = e®uy,(x) pour n € N* sur
[1, +o0].

7. En déduire S(x)
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Exercice 7 : Pour n € N, on définit une fonction u,, sur R par

up(x) =

On note S la somme de la série de fonctions ) uy(z) lorsqu’elle existe.

arctan(nz)

n2

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la série Y u,(z) sur R.
2. En déduire que S est continue sur R.

3. La série Y u/,(z) converge-t-elle normalement sur R*?
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. Montrer que S est de classe C' sur R*.

Exercice 8 :

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par

too —nx
=X

2. Montrer que f est continue sur [0, +oc[ et de classe C* sur ]0, +o0].

3. Montrer que f est solution de ’équation différentielle suivante

F@) = @) = 1

4. En déduire que f’ est prolongeable par continuité en 0.



