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Exercice 1 : Soit α ∈ R et (fn)n la suite de fonctions définie par :

∀(n, x) ∈ N∗ × [0, 1], fn(x) = nαxn(1− x).

Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions (fn)n.

Exercice 2 : On définit pour n ∈ N une fonction (fn)n sur [0, π] par

∀(n, x) ∈ N∗ × [0, π], fn(x) =


sinx

x(1 + nx)
si 0 < x ≤ π

1 si x = 0.

1. Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, π] de la suite de fonctions (fn)n.

2. Soit a ∈]0, π[. Etudier la convergence uniforme sur [a, π] de cette suite (fn)n.

Exercice 3 :

1. Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite de fonctions (fn)n où
fn(x) = cos(xe−nx

2
).

2. En déduire la limite de la suite (In)n = (

1∫
0

fn(x)dx)n.

Exercice 4 : Soit (fn)n∈N∗ , la suite de fonctions définie par

∀(n, x) ∈ N∗ × [0,+∞[, fn(x) =

{
(1− x

n)n si 0 ≤ x ≤ n
0 si x ≥ n.

1. Montrer que fn est continue sur [0,+∞[ , et que fn est dérivable sur [0,+∞[ si n ≥ 2.

2. Montrer que la suite (fn)n∈N∗ converge simplement sur R+ vers une fonction f à
déterminer.

3. Pour x ≥ 0, on pose h(x) = xe−x. Montrer que la fonction h est bornée et calculer
sup

x∈[0,+∞[
|h(x)|.

4. Pour x ∈ [0, n[, on pose gn(x) = x+ (n− 1) ln(1− x
n).

(a) En étudiant la variation de la fonction gn, montrer qu’il existe un unique réel
αn ∈]1, n[ tel que gn(αn) = 0.

(b) En déduire le signe de f ′ − f ′n sur [0, n].

5. Montrer que : f(αn)− fn(αn) =
h(αn)

n
.

6. En déduire que la suite de fonctions (fn)n converge uniformément vers f sur [0,+∞[.

7. Soit a > 0. Déduire de ce qui précède que la suite (

a∫
0

fn(x)dx)n converge et donner sa

limite.

1



UNIVERSITE CADI AYYAD
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Exercice 5 : Soit (un)n∈N∗ la suite de fonctions définie par :

∀(n, x) ∈ N∗ × [0, 1], un(x) = nxne−nx.

1. Déterminer, pour α ∈ R et x ∈ [0, 1], lim
n→+∞

nαun(x).

2. En déduire que la série de fonctions
∑
un(x) converge simplement.

3. Montrer que la série de fonctions
∑
un(x) converge normalement.

Exercice 6 :

1. Etudier la convergence simple de la série
∑
un(x) où un(x) = e−x

√
n pour n ∈ N∗. On

note S la somme de cette série de fonctions.

2. La série
∑
un(x) converge-t-elle normalement sur ]0,+∞[?

3. Soit a > 0. Montrer que la série
∑
un(x) converge normalement sur [a,+∞[.

4. En déduire que S est continue sur ]0,+∞[.

5. Montrer que lim
x→+∞

S(x) = 0.

6. Etudier la convergence simple de la série
∑
vn(x) où vn(x) = exun(x) pour n ∈ N∗ sur

[1,+∞[.

7. En déduire S(x) ∼
+∞

e−x.

Exercice 7 : Pour n ∈ N, on définit une fonction un sur R par

un(x) =
arctan(nx)

n2
.

On note S la somme de la série de fonctions
∑
un(x) lorsqu’elle existe.

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la série
∑
un(x) sur R.

2. En déduire que S est continue sur R.

3. La série
∑
u′n(x) converge-t-elle normalement sur R∗?

4. Montrer que S est de classe C1 sur R∗.

Exercice 8 :

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par

f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
e−nx

n+ 1

2. Montrer que f est continue sur [0,+∞[ et de classe C1 sur ]0,+∞[.

3. Montrer que f est solution de l’équation différentielle suivante

f(x)− f ′(x) =
1

1 + e−x
.

4. En déduire que f ′ est prolongeable par continuité en 0.
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