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Exercice 1

Déterminer l'intérieur, la fermeture et la frontiére du sous ensemble A C R? ou
2
A={(z,y) eR® : zy #0}.

Exercice 2

On consideére I'espace R? muni de la distance euclidienne, et on considére les ensembles
suivants :

A={(z,y) €ER*:0< 2 et 0<y}
B=={(z,y) eR?*:0<z+y<1}
C={(z,y) eR*: 2% + > <1 et y—x >0}
1. Les ensembles A, B et C sont-ils fermés? ouverts?
2. Déterminer : A, ;1, B, é, C et 8’

Exercice 3

Soient A et B deux parties d’un espace métrique (E, d).
1. Montrer que (Vz € E,d(x,A) = d(z,B)) = A = B.
2. Montrer que F'={z € E : d(z,A) = d(z, B)} est un fermé de E.
3. Montrer que V = {x € E : d(z, A) < d(z, B)} est un ouvert de E.

Exercice 4

Soit A un sous ensemble de R™ muni d’une distance équivalente & la distance euclidienne.
Le(s)quel(s) des énoncés suivants sont vrais :

a. ANA=A,

b. Fr(A) = Fr(A),

c. Si A est ouvert, alors Fr(A) C R™\A.

Exercice 5

On note l'intérieur d’un ensemble A de R"™ par int(A). Soient A et B deux ensembles de R™.
Démontrer les énoncés suivants :

a. int(A) Uint(B) C int(A U B), 'inclusion est-elle stricte?

b. AUB=AUB.

c. Fr(AuUB) C Fr(A)UFr(B) C Fr(AUB)UAUB.

Exercice 6

On définit
T={(z,y) €eR® : 2>0,y>0,z+y <1}



2

Pour tout (z,y) € T, on pose

fla,y) =2yl —z —y).
a. Vérifier que T est une partie compacte de R2.
b. Justifier qu’il existe (xg,yo) € T tel que

f(zo,y0) = max f(x,y), et (xo,yo) € int(T).
(z,y)eT

)

Exercice 7

Soient dy et do deux distances sur R” et RP respectivement.
1. Montrer que d: (R" x RP) x (R™ x RP) — R, définie par
d((.%'l, yl)a (‘T27 3/2)) =d <$1, 1’2) + d2(y17 y2)7
est une distance sur R™ x RP. Pour le reste de ce probleme, nous allons utiliser cette métrique
sur (R™ x RP).
2. Soit A CR", et f: A — RP continue, montrer que la fonction
F:A—R"xRP,

définie par F(z) = (z, f(x)) est continue.
3. Si A C R" est connexe et fermé, et f: A — RP continue, montrer que le graphe de f qui
définie par

Iy ={(z, f(z)) : =€ A},

est connexe et fermé.

Exercice 8

On dit qu’une fonction f de [0,1] dans R est lipschitzienne sur [0, 1] s’il existe un réel C' > 0
(qui dépend de la fonction f) tel que, pour chaque z,y € [0,1], on a

[f(x) = f(y)] < Clz —yl.
On note A Pensemble des fonctions lipschitziennes sur [0, 1].
1. Vérifier que A est un sous-espace vectoriel de l'espace C([0,1]) des fonctions réelles con-
tinues définies sur [0, 1].
2. Montrer que toute fonction lipschitzienne sur [0, 1] est uniformément continue.

3. Montrer que toute fonction de classe C! sur [0, 1] est lipschitzienne sur [0, 1].
4. La fonction qui, & chaque réel x € [0, 1] associe \/z est-elle lipschitzienne sur [0, 1]?

Pour f € A on note
k(f) =inf{C > 0; Yo,y € [0,1], |f(z) — f(y)| < Clz —y[}
5. Montrer que, pour f € A,z,y € [0,1], on a

[f(x) = F)] < k(f)lz —yl.
6. Montrer que, pour f,g€ Aet A€ R, on a

k(f +9) k() +k(g) et k(Af) = [AE(S).

7. Est-ce que la fonction k est une norme sur A?

On note, pour f € C([0,1]), ||flloo = sup |f(z)|. On rappelle que ||.|| est une norme
z€0,1]

sur C([0,1]).
8. Montrer que application qui, a chaque f € A, associe || f||ax = |f(0)|+ k(f) est une norme
qui vérifie || flleo < [ f][a-



Pour chaque entier n > 1 on note f, la fonction réelle définie sur [0, 1] par

nr  si nggl
fn(@_{ 1 si %Sxﬁf

9. Vérifier que f,, € A et calculer || f,]|a. Les deux normes ||.||s et ||.]|oo sont-elles équivalentes
sur A?

Exercice 9

Soit E un espace vectoriel sur le corps R, |[.|]1 et ||.||2 sont deux normes sur E. On dit
que ces deux normes sont équivalentes s’il existe deux constantes A et B strictement posi-
tives tels que 'on ait Vz € R

Allzlly < llzll2 < Bl
1. Montrer que les trois normes sur R" définies par

n n
1
Izl =z, lzlla=0_2))2, |zl = max ||,
=1 =1

1<i<n

sont équivalentes. Plus précisement, on a Vo € R",
i) zlloe < [lzfly < nllzloo,
it) [zlloo < llzll2 < Vnllz]loo,
iii) ||zll2 < [lzflL < vnllz]2.

2. Supposons que n = 2, représenter dans un repere orthonormé les boules unités, lorsque

munit I'espace R? des distances associées aux 3 normes ||.[|1, ||./l2 et [|.]lco-
3. Notons par Bi(0,7), B2(0,7), Bs(0,r) respectivement la boule fermé de centre 0 et
de rayon r de R? lorsque le munit des distances associées aux 3 normes ||.|[1, ||.[l2 et ||-]lo

respectivement. Montrer les inclusions suivantes :
i)B1(0,1) C Bs(0,1) C B1(0,2)
i1)Bo(0,1) C Bso(0,1) € B(0,V2)
i41)B1(0,1) € By(0,1) C B1(0,V?2).

Faire un dessin.

] Exercice 10 ‘

Soient d une distance sur RP équivalente a la distance euclidienne et f : RP — RP une
application pour laquelle il existe k € R, 0 < k < 1, tel que

d(f(x), f(y)) < kd(z,y), Vz,ycRP.

Une telle application est appelée contractante et k appelée une constante de contraction.
Notre but est de démontrer que f possede un unique point fixe a i.e. 3la € RP : f(a) = a.

1. Montrer que f est uniformément continue sur RP.
2. Montrer que §'il existe a € R? tel que f(a) = a, alors a est unique.

3. On définit une suite (zy,)nen en fixant xg € RP et en posant x, 11 = f(x,) (i.e Tpi1 =
fofo..of(m) = ().
——

(n+1) fois



a. Vérifier que pour tout n € N, on a
d(Zpt1,2n) < k"d(z1,20)

b. En utilisant I'inégalité triangulaire, montrer que pour tout n,m € N on a
(1— &™)
1-—k

c. Déduire que d(Zy4m, xn) — 0 quand m,n — +oo et par suite (2, )neny = (f™(20) )nen
est une suite de Cauchy dans RP.
d. En déduire que la suite (z,,),en converge vers un point a et que f(a) = a.
Application :

Pour p = 1, Montrer que lapplication f : R — R, f(x) = %:17 admet 0 comme unique point
fixe.

d(Tppm, Tn) < kE™d(x1,x0)

] Exercice 11 ‘

Soient p € N*, ||.|| une norme quelconque sur R? et une fonction f : R? — RP. On suppose
quil existe k € R, 0 < k < %, tel que pour tous z,y € RP
(0.1) 1f () = fFW)Il < K[ f(x) — =) + 1/ (y) =yl

Le but de cet exercice est de démontrer que f posseéde un unique point fixe a € RP, ce qui
signifie qu’il existe un unique point a € R? tel que f(a) = a.

1. Montrer que 'application g : R — R définie par

B 1 si z<—%
g(x)—{ 0 si xz—%.

satsifait I'inégalité (0.1).
2. Soient a,b € R™ tels que f(a) =a et f(b) =b. Montrer que a = b.

On définit une suite (x,)neny de points de RP de la maniére suivante : xg € RP est quel-
conque et, pour tout n € N, z,41 = f(zy)

a. Vérifier que pour tout n € N*, on a

k
[Zn41 — 2| < m”xn — Tn-1]|

b. En déduire que, que pour tout n € N

k n
fenin =l < (12 ) o = 20l

c. En utilisant la question b., prouver que pour tout n € N et tout m € N*,
1-k E\"
et = anll < 7= (2 ) s = ol
d. Montrer que (z,)nen est une suite convergente dans RP. On notera a sa limite.

e. Vérifier f(a) = a. Pour cela, on utilisera I'inégalité (0.1) avec = = zj et y = a.
f. Conclure.




