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Exercice 1 : Calculer la somme des séries dont le terme général u,, est donné ci-dessous :

n(n -+ 2 1 n2
a)u, = In [(n—f— ))] (n>1) bu, = I 2 E3) (n>0) c)unza (n>1)
d)u %( n21) Qun= oy (122) Fun =In(1 = 1) (n > 2).

Exercice 2 : Etudier la nature des séries dont le terme général u,, est donné par :

vn 2n2 41 sinn
Din = o g (P20 b T (n20) cJun = 3 (n=1)
Dun= 1o (021)  un =50 (1> 0) f>Un=< )

Exercice 3 : Etudier la nature des séries dont le terme général u,, est donné ci-dessous:

n! n! a”
a)u, = p (a>0) b u, = v C)up = a (a>0)
1 1 1
dup=(a+—=)"(a>0) e)u, = 1—e»?)VInn.
=t )" (@>0) e = o (L)Y
. . . , N .. U
Exercice 4 : Soit (u,),>0 une suite réelle a termes positifs. On pose v, = Tnl’ n € N.
= n
1. Montrer que si la série Zun converge, alors la série Z vy, converge.
2. Montrer que la réciproque est fausse.
Exercice b :  Soit Y wu, une série a termes strictement positifs divergente. On pose
n
Sn = Zuk et v, = g—: Le but de cet exercice est de démontrer que la série Zvn est
n>0

divergente.
1. Conclure dans le cas ou la suite (v,), ne tendrait pas vers 0.
2. On suppose que la suite (vy,), tend vers 0.

(a) Etudier la nature de la série Z In(1 — vy).
n>2

(b) En déduire que la série Zvn est divergente.

n>0

Exercice 6 : Pour n > 1, on pose

In(1 4+ n®)

u =

Déterminer les couples (o, 3) € R? pour lesquels la série numérique de terme général u,, est
convergente (on étudiera séparément les cas a < 0, = 0 et a > 0).
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Exercice 7 :

1. Soit (uy), une suite telle que u, = o(vy).
o0

(a) Soit E vp, une série a termes positifs convergente. Montrer que la série g Up,

n>0 n>0
+oo +oo
converge et E up = o g Vg)-
+00
k=n-+1 k=n-+1

(b) Soit Zvn une série & termes positifs divergente. Montrer que la série E Up
n>0 n>0

n n
diverge et Zuk = O(Z Vg)-
k=0

k=0

2. Soit (uy )y, une suite telle que uy, 3 Une
o0

(a) Soit g v, une série & termes positifs convergente. Montrer que la série E Up

n>0 n>0
+oo +oo
converge et g Ug ~ g V-
+00

(b) Soit Zvn une série a termes positifs divergente. Montrer que la série Zun

n>0 n>0
n n
diverge et up ~ Uk
geet > uk oy D vk
k=0 k=0
1
Exercice 8 : On veut démontrer le théoréme suivant : Pour n € N*, on pose H,, = ZE

k=1
Alors H,, admet le développement asymptotique suivant

1 1 1
anln(n)juy—l—%—w—ko(ﬁ),

ou =y est une constante strictement positive appelée constante d'Euler.

1. Montrer que H,, ~ In(n).
+oo

2. On pose u, = H, —In(n).

(a) En trouvant un équivalent de w,, —u,_1, montrer que que la série de terme général
Up — Up—1 €st convergente.

(b) En déduire que la suite (u, ), est convergente vers un réel qu’on note ~y et que
H, =In(n) + v+ o(1).
3. On pose w,, = u, — 7.

(a) En trouvant un équivalent de w,, —w,_1, montrer que que la série de terme général
Wy, — Wp—1 €st convergente.
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+00 1
b) En dédui : ~ —.
(b) En déduire que : wy, iod Z 512
k=n+1
(¢) Pour o > 1, montrer I’encadrement suivant
“+00
1 1 1 1 1
< > —< .
a—1(n+1)1 — k* = a—1nol
k=n+1
—+00
1 1 1
d) En dédui : — ~ .
(d) En déduire que Z o "
k=n-+1
1 1 1
(e) En déduire que : H,, =1In(n) + v+ o +o(—),
n n
1
4. On pose T, = w, — —.
2n
1 =
M - — ~Y . E A 1 —_ ~ _—
(a) Montrer que x,, — Tp_1 ol n déduire que —x, fod Z e
k=n+1
(b) En dédui H, =1In(n) + +1 1+(1)
n déduire que : =1In(n — — ——+40(—).
d " T o T 12n2 n2
+o0 +00
Exercice 9 : Construire deux séries Zun et Zvn I'une convergente, l'autre divergente,
n=0 n=0
telles que u, ~ vy.
+00
Exercice 10 : Soit u, > 0. O Un ot Un
: Soit u . On pose v, = —— et w, = .
n p n 1%_u” n 1%—U%
+oo +oo
a) Montrer que les séries Z Uy, et Z v, sont de méme nature.
n=0 n=0
+o0o +00
b) Comparer la convergence des séries Z Uy, et Z Wh,.
n=0 n=0

Exercice 11 : Soit a # 0. Etudier la convergence de la série de terme général

=
n® + (—=1)»’

Up =

Exercice 12 : Soit deux séries positives convergentes de terme général u,, et v,. Quelle

est la nature de la série dont le terme général est donné ci-dessous :

a)wy, = \/unvp b)w, = = tn c)wy, = Un d)w, = u>

n 1—v, w




