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Exercice 1

Soit (fn)nen, la suite de fonctions définies par

n(z3 + x)e®
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1. Montrer que la suite (f,)nen converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que 'on
déterminera.
2.

(a) Montrer que : ¥(n,z) € Nx [0,1], |fa(z)— f(z)| < vk
(b) Soit a €]0,1]. Déduire que la suite (f,)nen converge uniformément vers f sur [a, 1].
(c) La suite (f,)nen converge-t-elle uniformément sur [0, 1].

1
3. Calculer lim fn(x)de.
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Soit (fn)nen, la suite de fonctions définie par
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1. Montrer que la suite (f,)nen converge simplement sur R vers une fonction f que l'on
déterminera.
2. Montrer, par deux méthodes, que la suite (fy,)nen ne converge pas uniformément sur R.

Exercice 3

Soit f, la fonction de R dans R telle que
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1) Déterminer I’ensemble de définition de f,. f, est-elle continue en tout point de R.
2) Ecrire f,, sous une forme plus simple et en déduire la limite simple de la suite de fonctions

(fn)n€N~

3) La suite (fy,)nen converge-t-elle uniformément? Comparer lim( lim f,(z)) = lim (lim f,(x)).

x—0 n—+oo n—-+oo x—0

Soit a € R et fp(z) = n®z(1 — x)" pour z € [0, 1].
1) Trouver la limite simple des fonctions f,.

1
2) Etudier liril / n®z(1 — x)"dz. Y-a-t-il convergence uniforme?
n—-+0oo 0



2

Exercice 5

Déterminer si les propriétés suivantes sont vraies ou fausses. On donnera une démonstration
complete dans le premier cas et un contre-exemple dans le deuxiéme cas. Les fonctions f,
(non nécessairement continues) sont définies sur un intervalle [.
(a) Si f, — f uniformément sur I et si f est bornée sur I, alors chaque f,, est bornée
sur 1.

(b) Si f, — f, et g, — g uniformément sur I, alors f, + g, — f + g uniformément
sur [.

(¢) Si f, — f, et g, — ¢ uniformément sur I, alors f,g, — fg¢ uniformément sur I.

(d) Si (fn)n converge uniformément sur [a, b[ et si la suite numérique (fy, (b)), est conver-
gente, alors la suite de fonctions (f,), converge uniformément sur [a,b] .

(e) Si f,, — f simplement sur I, avec f,, et f continues, alors la convergence est uniforme
sur I.

(f) Si fy et g, sont continues sur I = [a,b] , et si (fn)n et (gn)n convergent uniformément
sur I, alors (fngn)n converge uniformément sur I.

Exercice 6

Montrer que si f, : [a,b] — R est continue pour tout n, et si (fy), converge uniformément
sur [a,b[ , alors (fy,)n converge uniformément sur [a, b].

Exercice 7

Soit ¥, la solution de ’équation:

1 1
(En) (14 g)y” -2+ )y +y=0,

n
vérifiant les conditions initiales: y(0) =0 et y'(0) = 1.
1. Calculer explicitement yy,.

2. Déterminer la limte simple , y, des fonctions y,.

3. Vérifier que y est solution de I’équation limite de (En) avec les méme conditions initiales.



