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INTEGRALES GENERALISEES

L'intégrale de Riemann est définie pour des fonctions bornées et sur des segments. On se propose de
généraliser cette notion au cas des fonctions non bornées définies sur des intervalles qui ne sont pas
nécessairement des segments.

Soit alors f une fonction numérique continue sur un intervalle de bornes a et b, non nécessaire-
ment fermé et non nécessairement borné. On se propose d’étudier, quand on peut donner un sens a

b
I'intégrale J- f(x)dx. Lorsque cela sera possible on parlera alors d’intégrale généralisée.
a

1.1 Definition des intégrales convergentes

Définition 1.
e Soient | = [a,b[ et f une fonction continue sur J. Si la fonction F définie par
X

F(x)= | f(t)dt posséde une limite finie lorsque x tend vers b. On dit que I'intégrale
a

b b
J. f(x)dx converge. Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale f f(x)dx diverge.
a

a
b X
Lorsque F a une limite (finie ou non) en a on note J f(x)dx = lian‘ f(t)dt.
a X=0Ja
¢ De la méme facon, si J =]a,b] et f une fonction continue sur J. Si la fonction F

b
définie par F(x) = J f(t)dt possede une limite finie lorsque x tend vers a. On dit
X

b
que l'intégrale J f(x)dx converge.
a

P
Remarque 1. * Si f est continue sur [a, b[ et si G est une primitive de f, on a J f(t)dt = G(x)—G(a),
a
b
il en résulte que I’intégrale J f(x)dx converge si et seulement si G posséde une limite finie en b. On
a
b
notera lorsqu’il en est ainsi j f(t)dt = lirré G(x) - G(a) = [G(x)]%.
a X—

* Nous dirons que deux intégrales sont de méme nature, si elles sont toutes deux divergentes ou toutes
deux convergentes.

+0o0
P e . 1
Exemple 1. * On voudrait étudier la convergence de l'intégrale suivante : J ﬁdt. Le seul
0 +

probléme est la borne b = +co car la fonction t — 1 est continue sur [0,+oo[. On a

+12

X
1
J; mdt = [arctan(t)]§ = arctan(x),

et par suite
X

lim 2dt: lim arctan(x) =
x—+00 1+t X—+00

I\.)‘l |

+o00

Donc I'intégrale généralisée f

+o0
1 T
e~!dt converge et j dt=—.
0 0 2

1+¢2

=
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+o00

* On voudrait étudier la convergence de I'intégrale suivante : J e~'dt. Le seul probléme est la borne
0
b = +oco car la fonction t — e™" est continue sur [0,+oco[. On a

X
J eldt=[-e'[§=1-¢7",
0

et par suite
X

lim e fdt=1

X—+00 0

+o00 +o00

Donc I'intégrale généralisée J- e”'dt converge et J- e~'dt = 1. Cette exemple montre que l'aire
0 0
sous la courbe de la fonction t — e~ sur tout [0, +oo[ est finie, méme si la surface n’est pas bornée.

1

1
* Etude de la convergence de l'intégrale : f ?dt. Le seul probléme est la borne O car la fonction t — n

0
est continue sur 10,1]. On a

1
J %dt = [In(1)]} = - In(x),

et par suite
1
lim —dt = +oo,
x—=0 ), t

et 'intégrale diverge.

Remarque 2. Soit f une fonction continue sur [a,+oo[. Si lim f(x) existe, finie ou infinie, et est non
X—+00
+00
nulle alors f(x)dx diverge. En effet, supposons par exemple que la limite | > 0. Alors, pour A assez

a
grand, on aura pour t > A
l

f(t)ZE;

ce qui donne le résultat par intégration. De méme pour la limite infinie.

Dans les énoncés suivants nous nous plagons sur un intervalle | = [a,b[. Le cas ou J =]a,b] est en
tout point analogue. Il est tres rare dans les faits que 'on sache calculer explicitement une intégrale
généralisée. Le plus souvent, on est déja bien content quand on sait déterminer sa nature, c’est-a-
dire démontrer qu’elle est convergente ou divergente. On dispose pour cela de divers critéres. On
présente ci-dessous les plus usuels.

Comme pour les intégrales de Riemann, l'intégrale généralisée est linéaire, monotone, satis-
faisant la relation de Chasles,...

Proposition 2.

(Linéarité de l'intégrale) Soit f et g des fonctions continues sur | = [4,b[, et A un nombre
réel non nul. Siles intégrales de f et de g convergent, il en est de méme de celle de f + g et

Lb(f + g)()dx = Lh f()dx+ Lb gl

Si une des deux intégrales diverge, I'intégrale de f + g diverge. L'intégrale de Af converge

b b
(Af)x)dx = AJ f(x)dx.

si et seulement l'intégrale de f converge et alors f
a

Idem pour la monotonie de I'intégrale.



1.1. DEFINITION DES INTEGRALES CONVERGENTES

Proposition 3.

(Monotonie de lmtegrale) Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b[ telles que

J. f(x)dx et J. x)dx soient convergentes.

b b
Si f < galors J f(x)dx SJ g(x)dx.

En particuler, I'intégrale d’une fonction positive est positive, 1.e.

b

Si f > 0alors J f(x)dx>0.

a

Preuve. Si f < g,ona pour x<b

J;Xf(t)dtSJ;xg(t)dt

Comme les deux intégrales sont convergentes alors on a le résultat.

Proposition 4.

c b
(Relation de chasles "généralisée") Soit a < ¢ < b. Si les intégrales j f(x)dx et j f(x)dx
a Cc

convergent, alors j f(x)dx converge et

Lb Flx)dx = J Flx)dx + f f(x)dx

Sil'une des deux premiéres intégrales diverge, la derniere diverge.

Remarque 3. Comme pour une intégrale de Riemann, nous poserons, si a > b

Lbf(x)dx = —J:f(x)dx,

lorsque cette derniére intégrale converge.

Proposition 5.

(Formule d’intégration par parties) Soit u et v deux fonctions de classe C' sur [a,b][.
b

Alors, si I'intégrale J‘ u(x)v’(x)dx converge, et si uv posséde une limite en b, I'intégrale
a

b
J. u’(x)v(x)dx converge et
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Preuve. On utilise la formule d’intégration par parties sur un segment et on passe apres a la limite.
On a alors su segment,

On fait tendre t vers b, on a la résultat. [ |

Proposition 6.

(Formule de changement de variable) Soit f une fonction continue sur [a,b[. Soit ¢ une
application strictement monotone de classe C! sur [a, B[. Posons b = lin% @(x), et a=q@(a).
x—

b
Alors les intégrales x)dx et J f o@(t)@'(t)dt sont de méme nature, et si elles con-

vergent, ou si elles ont une limite infinie, on a

b §
f f(x)dx:f f ot/ (t)dt

Preuve. On utilise le théoréeme de changement de variable pour les intégrales de Riemann, on a, si

asv<p, "
o v
f( | f(x)dx=f £ o (e (1)dt
o(a a

- J f(x)dx,
p(a)
= f fopt)p'(t)dt

Fop(v)=G(v).

Posons, si u appartient a [a, b|,
et, si v appartient a [a, 8],

Alors, si v appartient a [a, 8],

b
Si J- f(x)dx converge, alors F(u) posséde une limite finie [ lorsque u tend vers b, et donc, en utilisant

a
le théoreme sur les limites de composées, G possede la méme limite lorsque v tend vers f. Alors,

J fo@(t)@'(t)dt converge et on a bien égalité. Cela reste vrai si les limites sont infinies. n

1.2 Intégrale généralisée d’une fonction positive

Soit f une fonction continue sur [4, b[ et positive. Si l'on pose F(x J f(t)dt, La fonction

b
F est croissante sur [g, b[, et l'intégrale J f(x)dx converge si et seulement si F est majorée.

< Lbf(t)dt

De plus, pour tout x de [a, b[
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Preuve. Si f est positive,ona,sia<u <v<b,

:J:fUMtZQ

et la fonction F est donc croissante. Elle admet une limite finie ou non en b. Si la limite est finie
I'intégrale converge, et ’'on a, pour tout x de [a, b,

b
msJﬂﬂwm

sinon elle diverge. Dans ce cas, dire que l'intégrale converge revient a dire que la fonction F est
bornée.

(Principe de comparaison)
Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b[, positives telles que f(x) < g(x), Vx € [a,][.

b
Alors si l'intégrale f g(x)dx converge, l'intégrale j f(x)dx converge. Si l'intégrale

b b
J. f(x)dx diverge, I'intégrale j g(x)dx diverge.

a

a

Preuve. Sil'on a 0 < f(x) < g(x) pour a < x < b, posons F(x J f(t)dt et G(x) = j g(t)dt. On a

b
alors, si a < x < b, I'inégalité F(x) < G(x). Si f g(x)dx converge et l'on a, si a <x < b, F(x) < G(x) <

a
b

J g(x)dx. La fonction F est croissante majorée. Alors I'intégrale | f(x)dx converge.

L’autre assertion est la contraposée de celle que I'on vient de démontrer. [ |

Soient f et ¢ deux applications définies sur [a,b[, a valeurs positives, continues sur [a, b,
telles que
fx) _

im —— =1,
x—b~ g(x)
et la fonction g ne s’annule pas dans un voisinage de b.

b b
1. Sil =0 alors les intégrales généralisées f f(t)dt et f g(t)dt sont de méme nautue.
a

a

2. Sil =0 (autrement dit si f = 0(g)) alors la convergence de l'intégrale généralisée

b b
j g(t)dt implique la convergence de I'intégrale généralisée J f(t)dt
a a

Preuve. Puisque les fonctions f et g sont positives sur [a,b[ alors I > 0.
Supposons que hm flx) _ =1>0, c’est a dire que

b g(x)

Ve>0,3175>0Vxe[a,b[(0<b—x§17:|?

= -l <e).
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Prenons ¢ = é, Ay >0: Vx e [a,b[N[b—1n,b[ on ait

)

g(x) -l <e.

Cela implique Vx € [min(a,b—#;), b[ on ait

D’apres le prinicipe de comparaison on résultat.
sil=0,3n,>0:VYxelab[N[b-1n,b[ on ait

0 < f(x) < g(x).
Le prinicipe de comparaison donne résultat. [ |

+00 —X -X

e .
dx. On a la fonction x — f(x) = ————— est continue sur

Exemple 1. On considere
’ -[ TP+l

o x3+x2+1
+oo e e e

[0, +oo[, donc le seul souci est en +oo. On considére donc S5 dxOna ——— ~ —. Or
1 x*+xc+1 X7 +x+1 +o0 x

+00 —x
Jl 3 —dx est convergente puisque
. e
lim x3— =0,
X

x—+00

1 o e )
et donc f = 0(—). Comme l'intégrale j x—sdx est convergente, peuisque
1

X
teo 1 1
_dx: ——H—OO:—,
X3 2x2 2

+00
1 .
alors j 3—2dx est convergente. Par la relation de chasles, j
1 x> +xc+1 0

+00
mdx est Convergente.
Remarque 4. Si f > 8 (il existe une fonction ¢ de limite nulle en b telle que f(x) = (1 + £(x))g(x) pour

tout x d'un voisinuge de b) et si g ne s‘annule pas dans un voisinage de b, alors les intégrales généralisées

x

J f(t)dt et f (t)dt sont de méme nautue. En effet, si f ~ ~ 8 alors llr‘i‘l % =1, et donc d’aprés le
—-b~ g(X

théoreme [9) on a le résultat. On peut montrer le résultat dzrectement sans utiliser la condition : g ne

s’‘annule pas dans un voisinage de b.

1.3 Intégrales de comparaison

Pour pouvoir utiliser les théorémes précédents, il faut connaitre la nature d’intégrales de fonctions
simples, qui serviront d’intégrales de comparaison.

1.3.1 Intégrales de Riemann
Théoreme 10.
+00
1. L'intégrale J — dx converge si et seulement si a > 1, diverge sia < 1.
1 X

2. l'intégrale f — dx converge si et seulement si & <1, diverge sia > 1.
0 X
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Preuve. Il suffit de calculer une primitive de la fonction et de regarder si cette primitive a une limite

en +oco. On a la fonction f : x — — est continue sur |0, +co[. Une primitive F de f :
x

1
F(x)={ (1-a)xa!
In(x) si a=1.

si a=zl

F admet une limite en 0 en +oco si &« > 1 et admet une limiteen 0si a < 1. [ |

1.3.2 Intégrale de Bertrand

Ces intégrales de comparaisons sont utiles a retenir, non seulement pour le résultat mais aussi pour
la méthode utilisée pour l'obtenir.

Théoréeme 11.

+0o 1
1.j ——— convergesia>lousia=1etf>1.
1 x%(Inx)P

1
2 j ———— convergesia<lousia=1letf>1.
o x%|Inx|A

Remarque 1. En d’autres termes l'intégrale de Bertrand se comporte comme l’intégrale de Riemann f —dx
x
+00 !
siailetcommeJ. —dxsia=1.
1oxP

Preuve. 1. Si @ < 0., la fonction ( ) ne converge pas vers 0 quand x tend vers +co et

x@1nP (x)
I'intégrale diverge (en général, on a si f tend vers une limite non nulle quand x tend vers +co, alors

+00
f(x)dx diverge.
Si a =1, on obtient facilement une primitive F de f :

(In(x)'*

F(x) = 1-p si B=1
In(In(x)) si B=1
+00
Par conséquent f f(x)dx converge si g > 1.
1
Si a <1, on écrit
1 1 x!

x®1nP (x) T x lnﬂ(x)'

1-a
Mais la fonction (m)n admet +oco comme limite lorsque x tend vers +co0. Donc, pour x assez grand
nP (x
1-a
>,
Inf (x)
et
1 1
S — Z —.
x@Inf(x) ~ x

Il résulte alors du critére de comparaison que l'intégrale diverge.
Sia>1,soit a’tel que @ > a’ > 1. On écrit

1 1 x¥-a

x@Inf(x)  x@ Inf(x)
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’

a —a
Mais la fonction (lxﬁ—())” admet 0 comme limite lorsque x tend vers co. Donc, pour x assez grand
nf(n
a’-a
x <1,
Inf (x)
et donc
1 1

— <,
x@Inf(x) ~ x@

Il résulte alors du critere de comparaison que l'intégrale converge.
2. Méme preuve. u

Proposition 12.

Soit f une fonction continue sur [a,b[ et , telle que f est prolongeable par continuité en b,

b
c’est a dire telle que f a une limite finie en b, alors : J- f(t)dt converge.
a

Preuve. f est prolongeable par continuité en b, on note f sa prolongée sur [a,b], on alors pour tout
x€[ab|

J F(dt = j F(hdt = Glx) - Gla),

x b
ol G est une primitive de f et donc J f(t)dt tend vers I'intégrale J f(t)dt quand x tend vers b
a a

b
puisque linz G(x) = G(b). Ce qui prouve que f f(t)dt converge. [ |
X— a

1.4 Intégrales absolument convergentes

Soit f une fonction continue sur | = [4,b[. La fonction |f| est également continue sur J = [4,b] . On

b
peut donc se poser le probleme de la convergence de I'intégrale J |f (x)|dx.
a

On dira que l'intégrale j

a

b b
f(x)dx converge absolument si l'intégrale f |f (x)|dx est con-
a

vergente.

Théoréme 14.

b
Soit f une fonction continue sur J = [a,b[. Si l'intégrale J f(x)dx converge absolument,

b b
IL f(x)dxlsL | (x)]dx.

Remarque 5. la convergence absolue d’une intégrale entaine sa convergence.

alors elle converge. De plus
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Théoréme 15.

(Critere de convergence absolue)

Soit f une application continue sur [4,b[. S’il existe une application @ a valeurs positives,
continue sur [q, b[ telle que

1. | f(x) < p(x),Yx€[ab],

b
2. J. @(x)dx converge,

b
alors J f(x)dx est absolument convergente.
a

. . L ) L sinax
Exemple 2. Soit a un nombre réel. Considérons la fonction définie sur [1,+oo[ par fo(x) = —— , ona
X
[sinax| 1 L ) oo o .
|fa(x)] < 5— < —. Comme l'intégrale de Riemann —dx converge, il résulte du critére de com-
X X 1 X

+00 +oo
paraison que l'intégrale j |f2(x)|dx converge, donc que l'intégrale j fa(x)dx converge absolument,
1 1

et finalement que cette intégrale converge.

1.5 Intégrales semi-convergentes

Définition 16.

On dit qu’une intégrale est semi-convergente lorsqu’elle est convergente sans étre absolu-
ment convergente.

Pour les intégrales semi-convergentes, on utilise souvent d’autres moyens que les critéres de com-
paraison. Le critere suivant appelé critére d’Abel répond a cette question.

Théoréme 17.

(Critére d’Abel)

Soit f et g deux fonctions continues sur [a,+oco[. Si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

1. f est positive, décroissante sur [a,+oo[ et lim f(x)=0,
X—>+00

2. il existe M > 0 tel que Vx € [a,+o0,
X
|| gmax1sa
a

+00
alors J f(x)g(x)dx est convergente.
a



14

CHAPTER 1. INTEGRALES GENERALISEES



SERIES NUMERIQUES

L'objet de I’étude des séries numériques est de donner un sens a des sommes infinies de nombres
réels ou complexes et, éventuellement, de les calculer.

2.1 Geéneralités sur les séries

Soit (#,)nzn,, o € N, une suite réelle ou complexe.

Définition 18.

n
* On appelle série de terme général u,, le couple () n>ny, (Sn)nzn,), 00 Sy = Z Uy
k=nq
* La suite (S,),>p, est appelée la suite des sommes partielles de la série. La série est

notée E Uy,.

nzmn

Définition 19.

e Une série Zun est dite convergente (ou converge) si et seulement si la suite (S,),
n>0
des sommes partielles converge (dans R ou dans C).

+00
e Lorsque la série Z u, est convergente, on note S = Z u, la limite de (S,,),, et S est
n=ngy n=ng

appelée la somme de la série Zun.
n>0

* Sila suite (S,,),, ne converge pas, on dit que la série Z u, diverge (ou est divergente).
VLZVIO

On adoptera aussi la notation
+00

E Uy, = 00

n=ngm

lorsque la limite de la suite des sommes partielles est infinie. (La série diverge dans
ce cas).

* On appellera reste de rang (ou d’ordre) n de la série, le nombre

+00 +00 n
R,=5-§5,= Zun— Z uk:Zuk

n=ng k=ng+1 k=ng

Remarque 6. * La convergence d’une série ne dépend pas des premiers termes de cette série. En effet,
on peut modifier un nombre fini de termes d’une série sans changer sa nature. En revanche, la valeur
de la somme dépend de tous les termes de la série.

e Ainsi, les series E u, et E u,, sont de méme nature (c-a-d elles sont toutes deux convergentes ou

n>0 nzmng
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toutes deux divergentes). Si elles convergent, on a :

+00 np—1 +00
Uy = > Uy + } Uy.
n=0 n=0 n=ngy
Exemple 3. o Série géométrique réelle : C’est la série de terme général u, = " ot r € R. Cette série

+00

. . 1 . , .
converge si et seulement si |r| < 1 et dans ce cas S = Zr” =1= autrement si |r| = 1 la série est

—_— r’
. . . n:O s .
divergente. En effet, on sait calculer les sommes partielles de la série :

1_rn+l
Sn: v si r=1
n+l si r=1.

La suite (r""),, a une limite finie si et seulement si |r| < 1 et cette limite est nulle. Dans ce cas

7
3
Il
—_
||
<

Si r est un nombre réel plus grand que 1, la série diverge et la somme est infinie. Dans les autres cas
la suite des sommes partielles n'a pas de limite.

* Lasérie de terme général — diverge. en effet, en remarquant que, si k >1, on a, puisque sur Uintervalle
n

Jk+1 dx
<,
k X k

on en déduit en sommant ces inégalités terme d terme,
Y[yt
x
k=1 7k k=1

In(n+1)<S,,.

1 1
k,k+1], — est majoré par —,
[k, k+1]  est majoré par +

D’oui

Il en résulte que la suite (S,),>1 admet +oo pour limite, et donc que la série de terme général %
diverge.
n
* Série alternée : S, = Z(—l)k. S, est nulle si n est impair et S, est égale a 1 si n est pair. Donc (S,,),

k=0
n'a pas de limite et la série diverge.

* Procédé télescopique : Soit (vy,),>y, une suite numérique. On pose u, = vy, — vy, . Alors la série de
terme général u, converge si et seulement si la suite (v,,),»,,, converge. De plus

+00
E Uy = vy, — lim v,
n—+oo0
n=ny
. 1 *
Par exemple si v,, = —, n € N* alors
n
+00
E U, =v;— lim v,
n—+oo
n=1

et donc
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1)(2n+1
M_ S = liT S, = co. Donc la série
n—+oo

n
» Série de terme général u, = n’:S, = Zkz =
) k=1
diverge.
* Soit (u,), une suite dans R. Montrer que, si Zuzp converge et Z”ZPH diverge, alors Zun
p=0 p=0 n>0
diverge.
Pour simplifier, nous donnerons les résultats de ce chapitre pour des séries dont de terme général

u, est défini pour n € N.

2.2 Premiers criteres de convergence

2.2.1 Condition nécessaire et suffisante :

Théoréeme 20.

(Critéere de Cauchy pour les séries) Une série numérique E u, converge si et seulement si
n>0

q
Ve>0,IN €N, Vp,q N, (quzN:|Zuk|55).
k=p

q
Preuve. . Il suffit de remarquer que pour toutg > g > N, | Zukl =|S4—Sp-1l, et d’appliquer le critere

k=p
de Cauchy pour les suites numériques. [ |
Proposition 21.
Si la série Zun converge, alors lim u, =0.
n—+oo
n=0
Preuve.. Ona
n n-1
U, = Zuk - Zuk =S,-S,-1.
k=0 k=0

Dong, si la suite (S,,),, a une limite finie S, on en déduit que (u,,), converge et que

lim u,=5-5=0.

n—+oo
On peut aussi appliquer le critere de Cauchy pour les séries pour g = p. [ |
Remarque 7. 1. La réciproque de cette Proposition est fausse, il se peut qu’une série Zun diverge et

n>0

(uy,), ne converge pas vers 0.
n

Contre exemple : u, = In(n+ 1) —In(n) (pour n > 1). La série Zun diverge puisque S, = Zuk =
n>0 k=1

1
In(n+ 1) tend vers l'infini. En revanche, u,, = In(1 + —) converge vers 0.
n
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2. Si le terme général d'une série ne tend pas vers 0 alors la série ne converge pas. Exemple : la série

Y =1y,

n>0

Proposition 22.

Si la série } u, converge, alors son n°™M€ reste R,, converge vers 0.

n>0
Preuve..Ona lim R,= lim (S-S5,)=5-S=0. [ |
n—+o0 n—+oo

Proposition 23.

Si Zun et Zvn sont deux séries convergentes, de somme S,, et S, respectivement, alors
n=0 n>0
la série Z(un +v,,) est convergente, de somme S + S’ et pour tout A € K, la série Z(Aun)

n>0 n>0
est convergente, de somme AS.

2.2.2 Séries a termes positifs
Définition 24.

Une séries Zun est dite a termes (réels) positifs si si tous les termes de la série sont posi-
n>0
tifs, i.e. u, > 0 pour tout n € N.

Proposition 25.

Une série > u, a termes positifs converge si et seulement si et seulement si la suite des
n>0
sommes partielles (S;),>o est majorée. Dans ce cas, on a pour tout entier n

+00

Sy < Zun.

n=0

Preuve. . On a

Sne1 =Sy =1y 20,

et la suite (S;), est croissante. Une telle suite converge si et seulement si elle est majorée. Si elle
converge, sa limite majore les termes de la suite. [ |
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Théoréeme 26.

(critere de comparaison) Soient E u, et E v, deux séries a termes positifs, telles que
n>0 n>0

u, < v, pour tout n € N. Alors :

* sila série E v,, converge, alors la série E u, converge,
n>0 n>0

* sila série E u, diverge, alors la série > v, diverge.

n>0 n=>0

Preuve..Ona:
n n
VneN, Zuk < ka.
k=0 k=0

si la série E v, converge, alors
n>0

n n +00
VneN, Zuks kaka
k=0 k=0 k=0

Donc la suite des somme parielle associée a la série E u, est majorée, d’apres la Proposition |25} la

n>0
n

série E u, converge.
n>0
La deuxiéme assertion est obtenue par contraposée. ]

Théoréeme 27.

Soient > u, et E v, deux séries a termes positifs.

n>0 n>0
Siu, =o0(v,)etsi E v, converge alors E u, converge.
o0
n>0 n>0

Preuve. . On a u, = o(v,,) alors il existe un entier naturel N et une suite (¢,,),, vérifiant
o0

u, = €,v,, pour tout n > N et lim ¢, =0,

n—-oo

A partir d’un certain rang, on a aussi

1
|En| < 51
Dong, a partir d’un certain rang,

1
0< U, < Evn.

1 X Lo
Comme E v, converge, > 5 Vn converge, d’aprés Théoreme |26 E u, converge, et donc > Uy,

n>0 n>0 nzng n>0
converge. ]
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Théoréme 28.

(Théoreme d’équivalence) Soient Zun et Zvn deux séries a termes positifs. Si u, et v,

n>0 n>0
sont équivalents au voisinage de +oo (1, ~ v,,), alors les deux séries Zun et ZV” sont de
(o]
n>0 n>0
méme nature.
Preuve. . On a, a partir d’un certain rang
u, =(1+¢,)v, avec lim ¢, =0,
n—o00
A partir d’un certain rang, on a alors
Jeal < 2
(C_‘ < =
n 2
et donc
1 3
—<l+¢, <=
2 2
D’ou 5
vn vn
— <u,=(1l+¢,)v, <
2 n ( 71) 2
11 suffit alors d’appliquer le Théoréme [27|deux fois. ]

Remarque 8. Il est important que les suites aient un signe constant comme le montre l'exemple suivant :

La série de terme général vn converge. Par contre la série de terme général u,, diverge comme somme d’une
n

)
N

série convergente de terme général et d’une série divergente de terme général —. De plus
n

U, =v,(1+v,)~v,.

Théoréme 29.

(Comparaison entre séries et intégrales) Soient N € N* et f : [N;+oco[—> R une fonction
+00

décroissante et positive, et soit u,, = f(n). Alors la série Zun et f(x)dx sont de
N

n>N
méme nature.

Puisque f est décroissante, on a

f(x) < f(n) =u,, pourx>n

et
f(n)=uy < f(x), pour x € [N, n]

Donc pour n > N,

n+1 n+1
f fx)dx < f f(ndx = f(n),
etpourn>N +1

f(n)= f_l f(n)dx < J_l f(x)dx.
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En sommant jusqu’a un entier naturel M assez grand

M

meﬂ ) JMHf( ax< Y fon
x)dx = x)dx < n),
n=N-" N n=N
et y y
n M
N dx=f(N dx,
Y smese )= e f s
Donc
M+1 M M
[ rexs ) g < fon+ [ piax
N byt N
P é , la séri . " d de mé .
ar conséquent, la série Zu et J;V f(x)dx sont de méme nature [ |

n>N

1
Exemple 4. la série harmonique Z— diverge, puisque
n

n>1

teo 1 M 1
J —dx= lim —dx lim In(M)-In(N) = +oo.
N X M—+oo Jy X M-+

2.2.3 Séries de comparaison

Théoréeme 30.

(Séries de Riemann) La série de terme général — converge si et seulement si a > 1.
n

. o1 - L L.
Preuve. . Si @ < 0., la suite (—),, ne converge pas vers 0 et la série de terme général — diverge.
n n

Sia >0, posons

fl= L~

_xa,

C’est une fonction décroissante positive. On obtient facilement une primitive F de f :

xlfa . )
Fx)=1 1-o ™ 7
In(x) si a=1.

+00
Par conséquent J- f(x)dx converge si & > 1. Ce qui donne le résultat. [ |
1

Théoréeme 31.

(Séries de Bertrand) La série de terme général converge i et seulement si 1?on a

n®1nf (n)
un des deux cas suivants :
e a>1

ca=letp>1.
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Preuve. . Si a < 0., la suite ( ) ne converge pas vers 0 et la série de terme général

neInf (n) neInf(n)
diverge.

Sia=1etx>2, posons

1
fo)= xlnﬂ(x).

En calculant la dérivée de f , on constate qu’elle est négative sur un intervalle de la forme [N, +oo|.
Donc f est une fonction décroissante positive sur cet intervalle. On obtient facilement une primitive
Fdef:

si f=1

+o0

Par conséquent f f(x)dx converge si p > 1.
1
Sia<1,on écrit

1 1a

n®1nf (n) “n lnﬁ(n).

1-a
Mais la suite (W)n admet +co comme limite. Donc, pour n assez grand
n”(n
nl—a
Z 11
Inf (n)
et
1 1
S
n®Inf(n) ~ n

Il résulte alors du critére de comparaison que la série diverge.
Si a > 1, soit a’tel que a > a’ > 1. On écrit

1 1 n¥-@

n®1nf (n) T lnﬁ(n)'

a’-a

Mais la suite (——
( Inf (n) )

» admet +o0o comme limite. Donc, po

ur n assez grand

et donc

1

b
n®Inf(n) = n®

Il résulte alors du critéere de comparaison que la série converge. [ |
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2.2.4 Criteres de convergences
Théoreme 32.
1

(Regle de Cauchy) Soit E u, une séries a termes positifs. On suppose que lirP (uy)n
n—+oo
n>0

={
existe.

1. Si ¢ <1, alors la série Zun converge.

n=>0
2. Si¢>1, alors la série Zun diverge.
n>0

3. Si¢ =1, on ne peut pas conclure.

Preuve. .
1. Soit £ < 1, puisque lim (un)'lf ={¢<1,soitatel que: {<a<1. Alors, pour ¢ =a—-¢ >0, il existe
n—+oo

ng tel que, ¥Yn >y, on a

=

(uy)" <a,

c’est a dire, Yn > ng, on a

u, <a'.
Comme la série Za" converge (série géométrique avec 0 < a < 1), on déduit que E u, con-
n>0 n>0
verge.
. 1 P .

2. Soit £ > 1. On a, Alors, pour e ={—-1>0, Vn > ngy, (u,)" > 1. Ainsi, u, ne converge pas vers 0,

ce qui implique la divergence de E Uy.

n>0

. L. . . 1 1 .. .
3. Soit £ = 1. Les deux séries de termes général respectif u, = — et v, = — vérifient cette condi-
n n

tion. On sait que la série harmonique > — diverge. En revanche, la série > — converge. En
n n

n>1 n>1

effet :
n n

n n
1 1 1 1 1 1
Lasommepartiellesnzg 7:1+E 7§1+§ i 1):1+§ (ﬁ—7):2—;52.
i i - -
=1 i=2 =2 i=2

i .

Comme la suite des sommes partielles de la série Zun est majorée, on déduit que Zun

n>1 n>1
converge. ]

Théoréeme 33.

(Regle de d’Alembert) Soit Zun une séries a termes strictement positifs. On suppose que
n>0

g Upt1
lim =2
n—+o0o un

= { existe.

1. Si¢ <1, alors la série Zun converge.

n>0

2. Si¢>1, alors la série Zun diverge.

n>0

3. Si¢ =1, on ne peut pas conclure.
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Preuve. .

. . . u . . .
1. Soit £ < 1, puisque lim —*L = ¢ < 1, soit a tel que : € < a < 1. Alors, il existe n, tel que,
n—+oo un
Vn>mngy, ona
u
n+1 <a,
un
Donc,sin>ng+1,0n a
Uy Up-1 Uno+1

n—n
<a ",
Upy_1 Up—2 Uy,
N . .o o n—ng uno n s n s
donc, apres une simplification, u, < Uy, @ =4 Comme la série a" converge (série
a

n>0

géométrique avec 0 < a < 1), on déduit que Zun converge.
n>0

Upil

2. Soit {>1. On aVn > nyg, > 1. Ainsi, (u,), est croissante. On a alors Vn > ng, u, > u,; >0,

n
et donc u,, ne converge pas vers 0, ce qui implique la divergence de E Uy,.
n=0

. - L . 1 I, .. .
3. Soit £ = 1. Les deux séries de termes général respectif u, = — et v, = — vérifient cette condition
n n

. u +1 PN . . PN
car lim —= =1. Or la premiére diverge tandis que la deuxiéme converge.
n—+oo u?’l

Théoréme 34.

(Reégle de Riemann) Soit Zun une série a termes positifs.On suppose que la suite (n%u,,),,

n>0
possede une limite €. Alors
* sil est finie et @ > 1 la série de terme général u,, converge.

* sil>0etsia<1lasérie de terme général u, diverge.

Preuve. . Sila limite [ est finie, a partir d’un certain rang, on a

n“u, <l+1,
et donc
I+1
Uy 1/1_0‘

La série dont le terme général est le membre de droite converge si a > 1. Donc la série de terme
général u, converge si a > 1.
Sila limite I n’est pas nulle, a partir d’un certain rang, on a

n“u, > K,
ou
I . fini
K=13 si nie
1 si [linfinie.
Doncsia>1
Uy = n_a

La série dont le terme général est le membre de droite diverge si @ < 1. Donc la série de terme général
u, diverge a < 1. [ |
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2.3 Séries numériques absolument convergente

Définition 35.

On dit qu’une série Zun a terme dans R ou C est absolument convergente si et seulement
n>0
si la série Zlunl est convergente.
n>0

Proposition 36.

Si E u,, est absolument convergente, alors E u, est convergente.
n>0 n>0

2.4 Seéries semi-convergentes

Définition 37.

On dit qu’une série } u, a terme dans R ou C est semi- convergente s’elle converge sans
n>0
converger absolument.

Pour montrer qu'une série converge, sans étre absolument convergente, on utilise fréquemment
un critere spécial appelé, critéere d’Abel. Nous allons commencer par donner un cas particulier, le
critere de Leibniz.

Proposition 38.

Si (v,,),, est une suite qui décroit vers 0, alors la série Z(—l)"vn converge. De plus
n>0

+00
IDINC VA ey

k=n+1

Preuve. . On peut supposer la suite (v,), est positive (sinon on considere (-v,),. On considére la
suite (S,,), des sommes partielles. Alors
San+2 = Son = Vons2 = V2p41 <0
et
San+1 = San-1 = Vo —V2n1 20
La suite (S,,), est décroissante, et la suite (Sy,,41), est croissante. Comme
San+1 = Son = ~Vans1s

la suite (S;;,41 — Sop), converge vers 0. Les suites Sy, et Sy,,1 sont donc adjacentes et ont la méme
limite finie S. Alors c’est la limite de la suite (S,,),, ce qui montre que la série de terme général
(-1)"v,, converge. De plus, pour tout entier #,

S2n41 £ 8 2 S0042 = Sopp1 +V2u42s
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donc
0<S5-S541 <V
De méme
S2n ~ Vol = 52n+1 <§< SZn’
donc

Vo1 < S - SZn <0.

On en déduit que, pour tout entier #,

1Sy = SI <41

Remarque 9. Il résulte immédiatement de ce critére que la série de terme général

converge si a > 0.

On sait qu’elle converge absolument si et seulement si a > 1. Donc si 0 < a < 1 elle est semi-convergente.

(Si a <0, le terme général de la série ne tend pas vers 0 et la série diverge).

Théoréme 39.

Critére d’Abel) Soit Zun une série telle que u, = a,b, (n € N), avec

n>0

n
1. A= Zak est bornée,
k=0

2. la suite (b,,),, décroit vers 0.

Alors la série E u, converge.

n>0

Preuve. .On applique la régle de Cauchy pour g > p.

q q q q q q q-1
Zui = Zuibi = Z(Ai —Ai )b = ZAibi - ZAi—lbi = ZAibi - Ajbj
i=p i=p i=p i=p i=p i=p j=p—

j=p-1

q-1 q-1 q-1
= Agbg+ ) Aibi=Ap1by =) Ajbjiy = Agby—Ap 1by+ ) Ai(bi—Dbis).
i=p j=p i=p
q q-1
Doty | Y ui] <|Aglbg +1A4p 1lby+ ) IAil(D; = bin).
i:p i:p

Par hypothese, il existe M < +co tel que |A,| < M pour tout n € N. Donc

q q-1
|Zui| < Mb, +Mb, +MZ(bl- ~by1) < 2M,,.
i=p i=p

Comme (b,,),, converge vers 0, on peut conclure, d’aprés la réegle de Cauchy pour les séries, que Zun

converge.

n>0
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2.5 Multiplication des séries

Théoréeme 40.

Soit E u, une série absolument convergente, et soit E v, une série convergente. Alors la
n>0 n=0
série produit E w,,, de terme général

n>0

n

wy, = E UiVy—_i, TlEN,

i=0

est convergente, et sa somme est le produit des deux sommes des deux séries de départ.

Si de plus Zvn est absolument convergente, la série produit est absolument convergente.
n=0



28

CHAPTER 2. SERIES NUMERIQUES



| ES SERIES DE FONCTIONS

On va combiner maintenant la notion de série et la notion de convergence uniforme. On considere
donc une suite de fonctions (f,),>o définies sur un intervalle | de R a valeurs dans R ou C, et 1?on
forme lasuite des sommes partielles (S,),>o ou pour x € ],

Sulx) =) ful)
k=0

Rappelons tout d’abord quelques résultats sur les suites de fonctions.

3.1 Rappels sur les suites de fonctions

3.1.1 Convergence simple

Soit (f,), une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexe, définies sur le méme ensemble A, et
soit f une fonction sur A.

Définition 41.

On dit que la suite (f,), converge simplement vers f sur A (ou que f est une limite simple
de la suite (f,),) si, pour tout x € A fixé, la suite numérique (f,(x)), converge vers f(x).
Ceci se traduit par

VxeAVe>0,dN(e,x)eN, VneN, (n>N = |f,(x) - f(x)| < e).

Remarque 10. 1. Le N dépend d la fois de ¢ et de x.
2. Pour la convergence simple, on regarde donc valeur par valeur les suites numériques (f,,(x)),.

3. Les théorémes obtenus pour ces suites restent donc vrais (limite de sommes, produits, quotients, etc

)
Exemple 5. 1. Soit f,,:[0;1] — [0; 1] définie par
x> fu(x)=x", neN

Il facile de voir que (f,),, converge simplement vers la fonction f définie par

0, sixel0;1];
x|—>f(x)={ 1, six:[l. [
2. Soit f, : R — R définie par
B nx?
Xan(X)—m,HEN

* Pourx=0, lim f,(x)=1.
n—+oco
* Pourx=0, f,(x)=0,¥neN, donc lim f,(x)=0.
n—+oo

(f)n converge donc simplement vers la fonction f définie par

1, six=0;
xr—>f(x):{ 0, six=0.

3. Etudier la convergence simple de la suite de fonction f, : R —> R définie par

nx

2
x> fu(x)=nxe™™ +x,neN

270
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3.1.2 Convergence uniforme

Soit (f,), une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexe, définies sur le méme ensemble A, et
soit f une fonction sur A.

Définition 42.

On dit que la suite (f,,), converge uniformément vers f sur A (ou que f est unelimite
uniforme de la suite (f,),,) si,

Ve>0,AN(e)eN, VneN, Vxe A, (n>N = |f,(x) - f(x)| < ¢).
En d’autres termes,
Ye>0,AN(e)eN, VneN, (n=N = ||f, — flleo < €).

avec [|flle = sup|f (x)I.

x€A

Remarque 11. 1. Le N ne dépend plus que de €.
2. La notion de la convergence uniforme est beaucoup plus forte que celle de la convergence simple.

3. Soit A e K(K=Rou C), si f,, converge uniformément vers f et si g, converge uniformément vers g
alors Af, + g, converge uniformément vers Af + g.

4. Interprétation géométrique : voir la figure ci-dessous.

Exemple 6. 1. Onawvudans Uexemple précédent que la suite de fonctions f,, : [0;1] — [0; 1] définie par
x +—> fu(x) = x", n € N converge simplement vers la fonction f définie par x — f(x) = { (1)’ Z i f [10; 1

Remarquons que pour tout n € N,

sup |fu(x) = f(x)|  =max( sup |f,(x)—f(x)[fa(1) - f(DI)

xe[0;1] x€[0;1]
=max( sup x";0)=max(1;0)=1
x€[0;1]

qui ne converge pas (lorsque n tend vers +oo) vers 0. Donc (f,), ne converge pas uniformément sur
[0;1].
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2
. . . o nx )
2. De méme, la suite de fonction f, : R — R définie par x — f,(x) = Ton2 "€ N converge simple-
+nx
. P 1, six=0;
ment vers la fonction f définie par x — f(x) = { 0. six=0
Ona
x? 1
fulx) = F )1 = |1+nx2 14+ nx?
en étudiant cette fonction sur R, on voit que sup|f,(x) — f(x)| ne tend vers 0, donc la convergence

xeR
n'est pas uniforme sur R. Par contre, en étudions la convergence uniforme sur les deux intervalles
[a;+00[ et [0;4a[, avec a € R}.
* Six € [a;+00[, on a la suite convergence uniformément sur [a;+oo].

» Six €[0;a[, on a la suite ne convergence pas uniformément sur [a;+oo[ car Choisissons n >

;;
fors = €[0sal, ainsi, Ify(~=) - f(<=)| = 3. D
alors — al, ainsi, onc
v =3
1
sup f,(x) = £ ()] > 5.
xeR
D’oui sup f,,(x) — f (x)| ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo. [ |
x€R|
Remarque 12. 1. La convergence uniforme entraine la convergence simple. (La réciproque est fausse:

voir les exemples ci-dessus).
2. Posons ||f|le = sup |f (x)|. Alors la fonction f est limite uniforme de la suite (f,,),, sur A si et seulement
si la suite numerzque (Ifs = flleo ) converge vers 0.

En pratique, pour étudier si une suite (f,;) converge uniformément, on commencera par déter-
miner sa limite simple f , par un calcul de limite. Si I'on peut, par I’étude des variations de la
fonction |f,, — f| par exemple, déterminer la borne supérieure de |f, — f|.

Dans certains cas, le calcul de ||f, — fll n'est pas faisable. Voici deux critéres permettant de
conclure soit a la convergence uniforme, soit a la non convergence uniforme.

Proposition 43.

La suite (f,,) converge uniformément vers f si et seulement si il existe une suite numérique
(a,) de limite nulle telle que l'on ait, pour tout x de A

[fu(x) = f(X)] < @y

On a Preuve.
0 <sup|fy(x) - f(x)[ < ay,

xeR
. En passant a la limite quand »n tend vers +oo, on a le résultat. [ |

Proposition 44.

S’il existe une suite (x,,) de points de A telle que, la suite numérique (f,(x,) — f(x,)) ne
converge pas vers 0, alors la suite (f,) ne converge pas uniformément vers f.

Preuve. . On a
fu(xn) = )l < Nl = flloo

D’ou le résultat. [ |
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Proposition 45.

Critére de Cauchy : La suite de fonctions (f, ), converge uniformément vers f si et seule-
ment si

VYe>0,AN(e)eN, Vp,geN, Vxe A(q=p > N = [f,(x) - fr(x)[ < &)

Probléme : Etant donnée une suite (f,), de fonctions dont on connait les propriétés (par exemple
continuité, dérivabilité, intégrabilité), la limite f posséde t-elle les mémes propriétés?

Les théorémes qui suivent montrent I'intérét de la convergence uniforme par rapport aux autres
modes de convergence.

Théoréme 46.

(Continuité) Soit (f,), une suite de fonctions a valeurs dans R ou C définies sur un inter-
valle | et soit b un point de J. On suppose que

(fu)n converge uniformément vers f sur J.

2. lim f,(x) = a, €R.
x—b

Alors
1. (a,), converge vers un nombre « .

2. lim f(x)

x—b

On a donc interversion des limites

Jm (lim £, (x)) = im( lim_f,(x)) = lim f(x)

Preuve. . On démontre tout d’abord que la suite («,), converge en montrant que c’est une suite
de Cauchy. Soit € > 0. Puisque (f,), converge uniformément, elle vérifie le critére de Cauchy de
convergence uniforme. Il existe N, tel que, si n>m > N , on ait, quel que soit x,

|fun (%) = fin(x |<—

En faisant tendre x vers b, on obtient
3
Ay — Q| < =
@ =l < 5
Ceci démontre bien que la suite («,,), est une suite de Cauchy. Notons « sa limite. Il reste a voir que
f(x) tend vers a en b.
Soit € > 0. Puisque (f;), converge uniformément, il existe N , tel que, n > N, implique, quel que soit

x dans J,

< —
ful0) = fl0)] < 5.
il existe aussi N’ tel que, n > N’ implique
la,, — a] < £
" 3

Fixons n > max(N,N’). Puisque f,(x) tend vers a, en b, il existe une ensemble J, tel que, x € J,
implique

[fulx) = e < 5.
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(L'ensemble J, est de la forme [b—1,b[ si b est la borne supérieure finie de J, [K,+oo[ si b = +c0 etc...)
Alors, en utilisant I'inégalité triangulaire

| = f )l < la =y + ey = fu(x)[ + |fulx) = f(x)] <.

Ce qui montre que f(x) tend vers « en b. [ |

Théoreme 47.

(Continuité) Soit (f,),, une suite de fonctions de J = [a;b] dans R. Si on a les propriétés
suivantes :

i) Les fonctions f, sont continues sur [4; b] pour tout n.
ii) La suite (f,), converge uniformément vers f sur [a;b].

alors la limite f est continue sur [a;b].

Preuve. . Soit xy € J. On applique ce qui précede avec b = x . Alors a, = f,(xg). Puisque la suite
converge simplement vers f , on a

lim f,(xp) = f(x0) = a.

n—+oo

Alors le théoréme précédent affirme que

lim f(x) = f(xo),

X—X

c’est-a-dire que f est continue en x. [ |

Théoréme 48.

(Intégration) Si on a les propriétés suivantes :

i) les fonctions f, sont intégrables sur [a;b] pour tout n.
ii) la suite (f,), converge uniformément vers f sur [a;b].
alors

i) la limite f est intégrable sur [4;b].

n—+co

b b
ii) lim J fn(x)dx:f f(x)dx.

Preuve. . On a pour tout x de |
|fu () = F (O < 1o = flleor

donc en intégrant
b
| 1= e < -l - il
a
et alors

b b b
|f fn(x)dx—_f f(x)deSJ () - Fldx < (b=a)lfy— Flle

Et comme le membre de droite converge vers 0, il en est de méme de celui de gauche. [ |
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3.2 Series de fonctions

On consideére une suite de fonctions (f,),>o définies sur un intervalle A de R a valeurs dans R ou C,
et [?on forme lasuite des sommes partielles (S,,),>¢ ou pour x € A,

Sulx)= ) ful).
k=0

Il'y plusieurs types de convergence envisageables pour une série de fonctions :

3.2.1 Convergence Simple

On dit que la série de fonctions Z fn(x) converge simplement sur A si et seulement la suite
n>0

des sommes partielles (S, (x)), converge simplement sur A, c’est-a-dire si pour tout x € A

fixé, la suite numérique (S,(x)), est convergente. Dans ce cas, on note

n—+oo

S()= lim S,(x)=) fu(x)
n=0

Remarque 13. * Si B est une partie de A, on dit que an(x) converge simplement sur B si et seule-
n=0
ment si anlB(x) converge simplement sur B, c’est-d-dire si et seulement si, pour chaque x de B, la
n>0
série numérique Zf,,(x) converge dans K.
n>0

* On appelle domaine de convergence simple de an(x) Uensemble des x de A tels que an(x) con-

n>0 n>0
verge.

* Soit an(x) une série de fonction qui converge simplement sur A, pour chaque n € N, la fonction R,
n>0

+00
définie sur A par : Yx € A, R, (x) = S(x) — Sy,(x) = Z fi(x) est appelée le reste d’ordre n de la série

Y fal)

n>0

i=n+1

3.2.2 Convergence Absolue

On dit que la série an(x) converge absolument sur A si la série Zlfn(x)l converge sim-
n>0 n>0
plement sur A. C’est-a-dire si pour tout x de A la suite (S,,(x)), définie par

Tu(x)= ) _Iful0)l

n>0

possede une limite finie.
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3.2.3 Convergence uniforme
Définition 51.

* On dit que la série de fonctions > fn converge uniformément sur A si et seulement
n>0
si la suite des sommes partielles (S,), converge uniformément sur A.

e Sil’on note S cette limite uniforme, formellement, on a

Ye>0,AN(e)eN, VneN, (n=N =[S, — S|l < €).

Dong, cela signifie que la suite (||S,, — S|l ), converge vers 0.

Remarque 14. 1. Si an et Zgn convergent uniformément sur A et si A € K est fixé, alors Z()\f,ﬁ
n=0 n=0 n=0
gy) converge uniformément sur A.

2. Si B est une partie de A, on dit que an converge uniformément sur B si et seulement si Zf"IB

n>0 n=>0
converge uniformément sur B.

3. Si E f, converge uniformément sur B et si C C B, alors E fu converge uniformément sur C.
n>0 n>0

Proposition 52.

Si E fn converge uniformément sur A, alors la suite (f,), converge uniformément vers 0
n>0
sur A.

Preuve. . Si E f, converge uniformément, alors la suite (S,,),, des sommes partielles converge uni-
n>0
formément vers S, c’est a dire

lim IS, = S|le = 0.
n—+co

Comme
fn =S5,-Su-1,
alors ) '
0< lim ”fn”oo = lim ”Sn - Sn—l”oo
n—+o00 n—+oo
= 111}_‘1 ”Sn -§5+S5- Snflnoo
n—>+oo
< lim [|S, =S|l + lim |IS;-1 = Slleo = 0.
n—+oo n—-+oo
Ce qui donne le résultat. [ |

Proposition 53.

E fn converge uniformément sur A si et seulement si
n>0

i) La série E f, converge simplement sur A.
n>0

ii) La suite (R,), des restes converge uniformément vers 0 sur A.
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3.2.4 Convergence normale
Définition 54.

On dit que la série de fonctions E fn converge normalement sur A, si la série numérique
n>0
a termes positifs E ||f;]loo converge.

n>0

Remarque 15. 1. Si an et Zgn convergent normalement sur A et si A € K est fixé, alors Z()\fn +
10 nz0 120
&) converge normalement sur A.

2. Si B est une partie de A, on dit que an converge normalement sur B si et seulement si Zf"IB

n>0 n>0
converge normalement sur B.

3. Si an converge normalement sur B et si C C B, alors an converge normalement sur C.
n>0 n>0

3.2.5 Convergence absolue uniforme
Définition 55.

On dit que la série de fonctions an converge absolument uniformément sur J si la suite
n>0

de fonctions (T},),, converge uniformément sur J. Donc si l'on note T la limite uniforme,

cela signifie que la suite (||T,, — T||o,) converge vers 0.

3.3 Criteres de convergence uniforme d’une série de fonctions

Pour montrer que la convergence normale implique toutes les autres, donnons tout d’abord le critére
de Cauchy de convergence uniforme pour les séries, qui est I’application a la suite des sommes par-
tielles du critere de Cauchy de convergence uniforme :

Théoréme 56.

(Critere de Cauchy uniforme) La série de fonctions Z f, converge uniformément sur A si

n>0
et seulement si

q
Ve>0,AN(e)eN, Vp,geN, VxeA(q2p=N=]| ) fl<e).

n=p+1

q
Preuve. . Remarquons que S, - S, = Z fi- Ainsi, 11 suffit d’appliquer le Critére de Cauchy de
i=p+1
convergence uniforme d’une suite de fonctions. [ |
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Comme on a
q q q
1Y A< ) 1< ) Il
n=p+1 n=p+1 n=p+1

il résulte immédiatement du critere de Cauchy uniforme que, si la série converge normalement, elle
donc uniformément et absolument uniforme sur A.Plus exactement, on a

Théoréme 57.

On a les résultats importants suivants :
1. Convergence normale = Convergence uniforme = Convergence simple.

2. Convergence normale = Convergence absolue uniforme = Convergence absolue =
Convergence simple.

Remarque 16. Les notions de convergence uniforme et absolue sont deux notions paralléles qui ne s’ impliquent
pas l'une et Uautre.

Théoréme 58.

(Critére de Weierstrass)

Une série de fonctions E fu converge normalement sur A, s’il existe (u,), une série

n>0
numérique a termes positifs convergente, telle que

Vx €A |fu(x) <u,.

Preuve. On a en effet
lfulloo < 1,

et la série de terme général ||f,||., converge. Donc la série de terme général f, converge normalement
donc uniformément sur A. [ |

Le critére de Weierstrass est un critére de convergence absolue. Pour les séries qui ne convergent
pas absolument, on a le critére d’Abel :

Théoréme 59.

Critére d’Abel) Soit Zun une série de fonctions définies sur A telle que u,(x) = a,(x)b,(x),
n>0
x €A (neN), avec

n

1. la somme partielle Zak(x) est bornée par un nombre M indépendant de n et de x,
k=0

2. la suite (b,,),, décroit uniformément vers 0.

Alors la série > u, converge uniformément sur A.
n>0

Preuve. . la preuve est basée sur le critéere d’Abel pour les séries numériques. [ |
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3.4 Proprietés de la convergence uniforme d’une série de fonc-
tions

Nous donnons sans démonstration quelques propriétés qui se déduisent immédiatement de celles de
la convergence uniforme des suites de fonctions par application a la suite des sommes partielles.

Théoréme 60.

(Continuité) Si la série de terme général E fn converge uniformément sur A, sa somme S

n>0
est une fonction continue sur A.

Théoréme 61.

(Intégration) Soit Z fn une série de fonctions qui converge uniformément sur [a;b] telle
n>0

que pour tout n € N, f,, est continue sur [a;b],

alors

b
i) la série Z(I fu(x) dx) est convergente,

n>0 <4

b +oo

ii) L (;ﬁl(x))dxziﬁbﬂl(x)dx.

Théoréme 62.

(Dérivation) Soit Z f, une série de fonctions. Si
n>0

i) pour tout n €N, f,, dérivables,

ii) il existe xy € A pour lequel an(xo) converge,

n>0

iii) E f,, converge uniformément sur A,
n=0

alors

i) E fn converge uniformément sur A,
n>0

+0o0
ii) an est dérivables,
n=0

i) (;fn)’= ;fn’-



4.1 Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons vu les propriétés générales des séries de fonctions. Dans ce chapitre,
nous allons étudier une famille particuliere de séries de fonctions, les séries entiéres, qui possedent
des propriétés particulieres.

Dans tout ce chapitre, K désigne 1'un des corps R ou C.

Définition 63.

e On appelle série entiére complexe toute série an de fonctions définies de C dans
n>0
C par f,(z) = a,z", ou (a,), est une suite de K.
e On appelle série entiéere réelle toute série an de fonctions définies de R dans K par

n>n
fn(t) = a,t", ou (a,), est une suite de K.

Remarque 17. * Dans la suite de ce chapitre, on considére surtout des séries entiéres complexes. Les
propriétés des séries entiéres réelles s’en déduisent.

* En pratique, la suite (a,), est souvent une suite réelle.

* Les scalaires (a,), sont appelés les coefficients de la série > a,z".
n>0

* Le scalaire a,, est le (n+ 1)-iéme coefficient de la série ou encore le coefficient d'ordre n. Le scalaire ag
est le terme constant de la série.

Exemple 7. 1.) Zz" 2.) an” 3.) Zn!z” 4.) Z% 5.) Zz—z 6.) ZZ—’:

n>0 n>0 n>0 nx>1 n>1 n>0

4.1.1 Rayon de convergence : propriétés et définition

Proposition 64.

Si une série entiére (de terme général a,z") converge pour un complexe z, (zg # 0), alors
elle converge absolument pour tout complexe z vérifiant |z| < |zg]|.

Preuve. La convergence de la série numérique de terme général a,z; implique que lim a,zj = 0.
n—+oo

On peut déduire donc que la suite (a,2;), est bornée. C-a-d, il existe une constante M > 0 telle que,
pour tout entier #, |a,zj| < M.

o .y z" z" , z
Ainsi, pour tout complexe z (fixé) tel que |z| < |zo|, on a |a,z"| = |a,z{| x| 5;| < M|—;|. Puisque |[—| < 1

zZ z zZ

0 0 0

s . s s Z . R 4 . s g
, la série de terme général M|—|" converge et il en est donc de méme de la série de terme général
20

la,z"|. [ ]

20
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Lemme 1. Soit E a,z" une série entiére, s’il existe un complexe non nul zy tel que la suite (a,z(), soit
n>0
bornée alors la série entiére E |a,z"| converge pour tout complexe z vérifiant |z| < |z0|.

n>0

Lemme 2. Soit > a,z" une série entiére. Soit A un réel vérifiant 0 < A < 1. S’il existe un complexe non
n>0
nul zg tel que la suite (a,z(), soit bornée alors la série entiére E |a,z"| est normalement convergente sur

n>0
le disque fermé de centre 0 et de rayon A|zy|, c’est-a-dire pour tous les complexes z vérifiant |z| < A|zg|.

Théoréme 65.

Soit (a,), une suite de K.

* L'ensemble I = {r € R /la suite (a,r"), est bornée} est un intervalle de R, contenant
0.

* La borne supérieure R € R, U{+o0} de cet ensemble est appelée rayon de convergence
de la série entiére E a,z".
n>0

Preuve. Il est clair que 0 € I et, pour tout r € I, le segment [0;7] C I. Il en résulte que I est un inter-
valle de R,.

Exemple 1. * Le rayon de convergence de Zz“ est R=1.

n>0

* Le rayon de convergence de Zn!z” est R=0.

n>0

n
z
* Le rayon de convergence de } — est R = +co.
n!
n=0

Théoréme 66.

Le rayon de convergence R de la série entiére E a,z" est caractérisé par
n=0

* |z] < R = la série Zanz” converge absolument ;
n>0

* |z| > R = la série Zanz” diverge.

n>0

Remarque 18. * On ne change pas le rayon de convergence d'une série entiére > a,z" en modifiant
n>0
un nombre fini de coefficients a,,.

* Par définition, les séries > a,z", > (-1)"a,z" et > |a,|z" ont le méme rayon de convergence.

n>0 n>0 n>0

* Pour tout A = 0, les séries E a,z" et > Aa,z" ont méme rayon de convergence.
n>0 n>0
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 Soient Ry et R, les rayons de convergence respectifs de deux séries Zanz” et anz”. S’il existe

n>0 n>0
N e N tel que pour tout n > N on a |a,| < |b,|, alors on a R, < Ry (Exercice).

* Soient > a,z" et E b,z" deux séries entiéres. On suppose qu’il existe A > 0 et p > 0, tels que, a
n>0 n>0
partir d'un certain rang, Aa,| < |b,| < pla,|, alors les séries ont le méme rayon de convergence. De

méme si |a,| ~ |b,| (au voisinage de +co).

Proposition 67.

Soient > a,z" une suite entiére et R € R, U {+oo} son rayon de convergence.
n>0

* Si R=0, alors la série ne converge que pour z = 0.

* Si R = 400, alors la série converge absolument et simplement sur C. De plus, cette
convergence est normale (donc uniforme) sur tout ensemble borné de C.

* Si R est un nombre réel strictement positif, alors la série converge absolument sur
le disque ouvert B(0,R) = {z € C/|z| < R} et la série diverge sur {z € C/|z| > R}. De
plus, cette convergence est normale (donc uniforme) sur tout ensemble fermé borné
(compact) de B(0,R). En particulier pour le disque fermé {z € C/|z| < p} quelque soit
le réel positif p <R.

Preuve. On a

* si R=0, pour tout complexe non nul z, la suite (a,|z|"), ne tend pas vers 0 donc (a,z"), ne tend
pas vers 0. La série Zanz” diverge.

n>0

* Si R = +o0, alors, pour tout complexe non nul z, par exemple, la suite (a,(2z)"), est bornée.

Puisque |z| < |2z], d’aprés le lemme d’Abel, la série E a,z" converge absolument.
n>0

* Il suffit d’appliquer le Théoréme 2.

Définition 68.

Soit R un réel strictement positif, B(0,R) = {z € C/|z| < R} est appelé disque ouvert de
convergence de Zunz”. Lorsque R = +o0, on pose B(0,R) =C.

n>0

Remarque 19. * Dans le cas d’une série entiére réelle Zant” de rayon de convergence R. L'intervalle

n>0
ouvert de convergence de la série est | — R,R[ si R€ R} ou R si R = +oco.

., . . L. N , t"
* En général, on ne peut rien dire si |z| = R. Par exemple, les séries entiéres réelles E ", E — et
n
n>0 n>0

t" . p N . .

E — ont toutes les trois un rayon de convergence égal d 1. Dans R, |t| = 1 implique t = -1 ou t = 1.
n

n=0

1 -1)" 1 -1)"
Les séries Zl”, Z(—l)" et Z— sont divergentes et les séries Zu, Z_Z et Z( 2)
n n n n

n>0 n>0 n>0 n>0 n>0 n>0
convengente&

sont
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* Une série entiere E a,z" n'est pas nécessairement uniformément convergente (et, a fortiori, pas

n>0
normalement convergente) sur tout son disque ouvert de convergence. Par exemple, la série entiere
E a,z" est uniformément convergente sur tout intervalle de la forme [—a,a] o1t 0 < a < 1 mais elle
n>0
n’est pas uniformément convergente sur | —1;1[.

Proposition 69.

Soit E a,z" une série entiére, et soit R son rayon de convergence.
n>0

1 1
Si lim |a,|" =€ € R, U{+c0}, alorson a R = 7 avec la convention: R=+cosif{=0etR=0
n—+00
si € = +oo.

1 1 , e . . R
Preuve. On a |a,z"|" = |a,|" x|z|. Pour montrer le résultat de la proposition, il suffit d’utiliser la régle
de Cauchy sur les séries numériques a termes positifs.

. . 1 . 1 . 1 -
* Si¢eR:,onalimsupla,z"|" =€x|z|. Silz| < -, on a limsup|a,z"|" <1 et la série E a,z" con-
n—+oo ¢ n—+oo ~

. 1 . 1 - : )
verge absolument. Si |z| > J-ona limsupla,z"|" > 1 et la série > a,z" diverge. Par conséquent,
n—-+oo
n>0

1
R=-.
l
1
* Si £ =0, pour tout complexe z, limsup|a,z"|" = 0 < 1, alors la série Zunz” converge absolu-
n—+oo
n=0

ment.

. . 1 , . .
* Si ¢ = 400, pour tout complexe non nul z, limsup|a,z"|" = +c0 > 1, alors la série } a,z" di-
n—+oco
n>0
verge.

Proposition 70.

Soit > a,z" une série entiére, et soit R son rayon de convergence. On suppose qu’a partir
n=0

d’un certain rang les coefficients a,, sont non nuls.

An+1

1
Si lirP | | =¢eR,U{+o0}, alorsonaR = 7 avec la convention: R=+o0si{=0etR=0
n—+oo n

sif = +oo.

Ap12™* a , c . .
Preuve. On a | n+l —| =] A | X |z|. Pour montrer le résultat de la proposition, il suffit d’utiliser la
a,z a

n n
regle de D’Alembert sur les séries numériques a termes positifs.

) ) a Zn+l
*Si¢eR},ona lim |L

n+1
|an+lz
n—+oo n

. 1 . L
|=€x]|z|. Si|z]<~,ona lim | <1 et la série } a,z"
¢ n—+oo  q,z"
n>0
. 1 A2 . .

converge absolument. Si |z| > —, on a lim | ———| > 1 et la série E a,z" diverge. Par

4 n—+oo  q,z" 5

n>

1
conséquent, R = 7
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1
————1=0<1, alors la série E a,z" converge

n+
. . ay+12
* Si £ =0, pour tout complexe z, on a lim |-=
n—+oo 4,z =
nz

absolument.

n+1
a z 7 .
L| = 400 > 1, alors la série E a,z"

n>0

* Si € = +oo, pour tout complexe non nul z, lim |
n—+oo  q,z"

diverge.

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

n>0
n?+1 ,
O Z
)5
n>0
2
. § e M
n>0
. E c2ngn,
n>0
1
. E ("Vn+1-+/n)z".
n>0

4.2 Fonction somme d’une série entiere : Continuite et opérations

Soit E a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0.
n=0

Théoréeme 72.

Une série entiére converge normalement, donc uniformément, sur tout disque fermé
strictement inclus dans le disque ouvert de convergence.

Preuve. Soient R le rayon de convergence et 0 <r < R ; les inégalités
VneN,VzeC, |z|<r=|a,z"| =a,| x|2"| < a, | x " = a,

montrent que la série entiére converge normalement sur le disque fermé de centre 0 et de rayon r,

puisque «,, est le terme général d’une série numérique convergente (r < R). |
Remarque 20. e Dans le cas réel, la série entiéere a,x" converge normalement sur tout segment de
n
n>0

Uintervalle ouvert de convergence | — R; R[.

* Engénéral, il n’y a ni convergence normale, ni convergence uniforme sur le disque ouvert ou Uintervalle
ouvert de convergence.

Exemple : la série géométrique Zz”.

n>0
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Soit E a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0.

n>0

Théoréme 73.

La somme d’une série entiére est une fonction continue sur le disque ouvert de conver-
gence.

Pour tout n € N, z > a,z" est continue sur K, la série entiére converge uniformément sur tout
disque fermé (strictement) inclus dans le disque ouvert de convergence, sa somme est donc continue
sur tous les disques fermés du disque ouvert de convergence, donc continue sur ce disque ouvert de

convergence. [ ]
+00
Remarque 21. e Danslecasréel, S : x — a,x" est continue sur l'intervalle ouvert de convergence
n=0
]-R;R].

* Sila série E a,R" est convergente, la série E a,z" converge normalement sur le disque fermé de

n=0 n>0
centre 0 et de rayon R. La somme S est donc définie et continue sur le disque fermé {z/|z| < R}.

Théoréme 74.

Si > a,z" et E b,z" sont deux séries entieres de rayon de convergence respectifs R; et R;,

n>0 n>0
alors :

1. pour tout A € K, le rayon de convergence de Z/\anz” est Ry et:

n>0
+00 +00
VzeK, |zl <Ry = E Aa,z" = A Zanz”
n=0 n=0

2. le rayon de convergence R, de la série entiére Z’(a,1 +b,)z" vérifie R, = min(R;R,)
n=0
si Ry # Ry et R, > Ry = R, sinon, et :

400 +00 400
VzeK, |z < min(R;;R,) = Z(a,, +b,)z" = Zunzn + anz”
= =0 n=0

n=0 n

n
3. le rayon de convergence R, de la série entiere produit chz" ouc, = Z“kbn—k
n>0 k=0
vérifie R, > min(R;Ry), et :

+00 n
VzeK, |zl <min(Ry;Ry) = Z(
n=0 k=0

+0o +00
“kb"—k)zn = (Z“pzp)( quzq)
p=0 q=0

Preuve.
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1. Si A €K%, la suite (|a,|r"), est majorée si et seulement si, la suite (|[Aa,|r"), 'est. Ainsi le rayon
vaut R;.

2. Si|z] <min(Ry;R,), les séries Z|an|r” et Zlbnh’” sont convergentes. la série Z‘(a,1 +b,)z" est

n=0 n>0 n=0
+00 +00 +00

(absolument) convergente, Z(an +b,)z" = Zu,,z” + anz” et R; > min(R;R;).
n=0 n=0 n=0

Si les rayons R; et R, sont distincts, par exemple R; < R;, prenons r €|R; R, [ ; les inégalités
la, +b,|r" >la,|r" —|b,|r" pour tout n € N, montrent que la suite (|a, + b,|r"), n’est pas majorée,
et donc R, < r. Ainsi |Ry;Ry[C [Ry;+00[ et Rg < Ry = min(Ry;R,). D’ou le résultat.

3. Si |z| < min(R;;R,), les séries Zlanlz” et Zlbnlz” sont absolument convergentes. La série

n>0 n>0
produit (de Cauchy) l'est aussi et l'on a :

+00 +00 n +00 n +00 +00
S e S (Y b= 3 (3 )= (V) L 0)
n=0 n=0 k=0 n=0 k=0 p=0 q=0
u
Remarque 22. * Lorsque les rayons de convergence Ry et R, de deux séries sont égaux, on ne peut pas

prévoir le rayon de convergence de la somme des séries.

Par exemple, le rayon de convergence des séries Zz" et Z—z” est 1. Pourtant leur somme est nulle

n=0 n=0
donc de rayon de convergence +oco.

* Si Ry = Ry et si a,b, = 0 pour tout n (on dit alors que les séries entiéres sont disjointes), alors
Rs; = Ry = R,. Raisonnons par U'absurde, si R; > Ry = R,, prenons r €|Ry; Ry, dans ces conditions, la
suite (|a,|r"), n'est pas majorée, tandis que (|a, +b,|r"), Uest. Or, |ay|r™ < (la,|+|b,)r" = la, +b,|r",
ce qui est contradictoire.

Ainsi, si les séries entiéres E ay,z°" et E Ay 2 ont le méme rayon de convergence R, la série

n>0 n>0
entiére > a,z" admet R pour rayon de convergence.
n>0
Théoreme 75.
+00
Soit S(z) = > a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors S admet un
n=0

développement limité a tout ordre en 0.

+00 n
S(z) = Zanz” = Zukzk +0(z") au voisinage de z = 0
n=0 k=0

Preuve. Pour tout |z| < R, on peut écrire :

n +00 n
S(z) = Zakzk +z" Z a2 = Zakzk +z"¢(z2)
k=0 k=n+1 k=0
+00o +00
Or, &(z) = Z akzk_” = Zak+nzk est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0.
k=n+1 k=1
La fonction e définit une fonction continue sur le disque ouvert de convergence et lim £(z) = €(0) = 0.

z—0

D’ou, le résultat demandé. [ ]



46 CHAPTER 4. SERIES ENTIERES

Remarque 23. La réciproque est fausse en général. 1l ne suffit pas d’avoir un développement limité a tout
ordre pour conclure que S est développable en série entiére. C’est ce que nous allons voir dans les sections
qui suivent.

Définition 76.

On appelle série dérivée de la série entiere > a,z", la série E na,z

n>0 n>1

n-1

Proposition 77.

Une série entiére et sa série dérivée ont le méme rayon de convergence.

Preuve. Soient R et R’ les rayons de la série et de sa dérivée. Si r > R, la suite (|a,|r"), n’est pas
bornée, donc la suite ((n+ 1)a,,;7"), non plus et donc r > R’. Il en résulte que R’ < R.
D’autre part, si r < R, choisissons p €]r;R[. La suite (|a,|p"), est bornée et [(n + 1)a,|r" = |a,|p" (n +

1)(1)’1 tend vers 0 donc r < R’. Il en résulte R< R’. [
P

Corollaire 78.

Soit E a,z" une série entiére et soit p un entier non nul.

n>0
fa e (n+p)! i g
La série entiere Z(n +p)n+p-1)-(n+1)a,z, = ZT”"*”Z" est appelée série
>0 1n>0 ’
dérivée p-iéme de la série Zanz” et a le méme rayon de convergence que celle-ci
n>0

Remarque 24. Une série entiere et ses séries dérivées successives, méme si elles ont le méme rayon de con-
vergence, peuvent avoir des comportements différents aux points du bord du disque ouvert de convergence.

Corollaire 79.

Soit Zant" une série entiére réelle, de rayon de convergence R > 0 et de somme S. Alors
n>0
S est dérivable sur | — R;R[ ou sur R si R = +o0 et, sur cet ensemble,

+00 +00

S'(t) = Z(n+ 1)a,, t" = Znant”_l.

n=0 n=1

Corollaire 80.

Soit Zant" une série entiere réelle, de rayon de convergence R > 0 et de somme S.
n>0
L'application S est de classe C* sur | — R;R[ ou sur R si R = +oo et, sur cet ensemble,

+00 +00 +00

Vp>0, S(p)(t) = Z(”+P)(”+P—1)"'(”+ 1)an+ptn = Z%anﬁ—plm = Z(

n!
— — — (n—p)!
n=0 n=0 n=p

t"P,
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Remarque 25. Les corollaires précédents signifient que la somme d’une série entiére est infiniment dériv-
able sur son intervalle de convergence. De plus, on peut dériver, terme d terme et autant de fois que veut, la
somme d’une série entiére, sur son intervalle ouvert de convergence. En effet, dans le cas des séries entieres,
les conditions (en particulier la convergence uniforme de la dérivée) du théoréme de dérivation des séries de
fonctions sont vérifiées.

Corollaire 81.

* Soit E a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme S. Pour
n=0

S0

tout entier n, le coefficient a,, est égal a

e Soient > a,z" et Soit > b,z" deux séries entieres de rayons de convergence respec-

n=>0 n>0
tifs R; > 0 et R, > 0 et de sommes respectives S; et S,.

On suppose qu’il existe un réel strictement positif p < min(R;,R;) tel que, Vz €
B(0,p), S1(z) = Sy(z). Alors ces deux séries sont identiques, c’est-a-dire Vn € N,
a,=b,.

Ici les séries entiéres considérées possédent une variable réelle.

Théoréme 82.

2.5 as a A
1. Les séries entieres E a,t" et E —”1thrl ont le méme rayon de convergence R.
n+
n>0 n>0

2. pour tout segment [a; 8] de |-R;R[,ona:

+00

+00
a
J Zant"dt= anl(ﬁn“ )
@ n=0 n=0

3. pour tout x€]-R;R[,on a:

e n An  _n+l
Za,,t dt:Z 1x
0 y=0 n+

n>0

Preuve.

a a . , s
—"— ~ —=%, ce qui montre 1’égalité des rayons.
(n+1) =n
2. la série E a,t" converge normalement, donc uniformément, sur tout segment de l’intervalle

n>0
ouvert de convergence | — R; R[, le théoréme d’intégration terme a terme des séries fait le reste.

3. Un cas particulier de 2.
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1. Trouver le domaine de convergence et vérifier s’il y a convergence a ses extrémités

pour les séries entiéeres suivantes :

(x+3)"
@) 1;(“1)2"'

(b) Z (n_f): Z3n+1.

n>0
(c) E a"z*™! avec a € C une constante.
n>0

2. Rayon de convergence R et somme S de la série entiére :
4n
x
(@) Z dn+1°
n=0
xn
b :
(b) Z 3n+2
n>0

(c) Z nzn_ ] x".

n>0

Remarque 26. * La somme d’une série entiére est une fonction de classe C* sur le disque ouvert de
convergence. Réciproquement, peut-on considérer qu’une fonction de classe C* est la somme d’une

série entiére ?

Définition 84.

Une fonction f d’une variable complexe est dite développable en série entiére s’il

existe une série entiére E a,z" de rayon R strictement positif, tel que :

n>0

Viz| <R, f(z) = Zunz”
n>0
Une fonction f d’une variable réelle est dite développable en série entiére s’il existe

une série entiére Zanx” de rayon R strictement positif, tel que :

n>0

Vx €]-R;R[, f(x) = Zanx”

n>0

On peut aussi définir un développement en série entiére au voisinage de z;, en posant

f@)=) anz-z)"

n>0
(n)(zo)

* Ce développement, quand il existe, est unique puisque 4,, '
n!
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Exemple 2. * La fonction x — €e* est développable en série entiére en 0 :

+00 xn
VxeR, e = —

n!
n=0
Plus généralement :

+o00 n
_ X=X
Vxg €R, Yx €R, ¢* = ¥ 0" %0 = %0 E #
n!
n=0

) 1 ; iy -
* La fonction x +— ] est développable en série entiére en 0 :
-Xx

1 +00

Vxel-1;1], T-5° Zx"

n=0

. 1 . L .
* La fonction x — est développable en série entiere en 0 :
1+x?

Vxe]-151], —— = Y (1)

1+x2

Théoréeme 85.

(Propriétés : Condition nécessaire )

1. Une condition nécessaire pour que f soit développable en série entiere est que f soit
de classe C* sur un voisinage de l'origine. Et dans ce cas, il existe un réel R > 0 tel

que, sur |- R,R|,

n

+00
- £(0)
2. Lasérie E ]
n=0

Preuve. Il suffit d’appliquer directement les corollaires[79} [80] et [81]

x" est appelé série de MacLaurin (ou série de Taylor) de f en x = 0.

49

Remarque 27. * Méme si f est de classe C*° a lorigine, et méme si la série de MacLaurin de f a
un rayon de convergence strictement positif, on ne peut pas affirmer que f est développable en série

entiere en 0.

_1 )
. Exemple:f:Hf(x):{ e x, sixz0;

0, sinon.
Théoréme 86.

Propriété : Condition nécessaire et suffisante
Soit f est une fonction de classe C* sur un voisinage de l'origine.
f est développable en série entiere si et seulement si

X (0 p\1
dr>0, Vx €] —r,r[,f %f(”“)(t)dt =
0 .

1
ot R,,(x) :J (1—t)"F* D (tx) dt et lim Ry (x) = 0.
0 n—+o0o0



50 CHAPTER 4. SERIES ENTIERES

Preuve. Ce n’est que 'application de la formule de Taylor avec reste intégral en effectuant le change-
ment de variable t = xu (pour x # 0). En effet on a

N = FO0) , (T8 e dr=x
-3 gt - | ar

n!

1
avec R, (x) = f (1—t)"f* D (tx) dt.

0
La fonction f est développable en série entiere si et seulement si la série de MacLaurin de f converge
vers f sur un intervalle | —;7[, i.e. si et seulement si lim R,(x)=0. ]
n—+oo

Théoréeme 87.

Propriété : Condition suffisante Soit f est une fonction de classe C® sur un voisinage de
l'origine, alors

(Ar>0,IM >0, Vk e N, Vx €]-r,7[,|f®(x)| < M) = f est développable en série entiére sur
1=r;7[.

Preuve. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient

n k) X (1 4\1 n+1
FR0) & (FE=0" ) _x
flx)- ; ar = | S = — R
1
avec R, (x) = J (1—1)"f*D(tx)dt.
0
pour tout x €] —7;7],
Xl |x|n+1 1 (n41)
n n+
Rl s | o ear
|x|n+1 1
< j (1-t)"Mdt
n! Jo
|x|n+l M
Tl n+l
|x|n+1

Ona lim ——— =0. D’ou le résultat. [ |

n—+oo (n+1)!

Corollaire 88.

+00
Soient f et g deux fonctions développables en série entiére en 0 de développement Zanz"
>0
+00 "
et anz”, alors
n>0

1. Pour tous scalaires « et 8, la fonction a f + fg est développable en série entiére en 0.
+00

Le développement est alors Z(aan +Bb,)z".
n>0

2. La fonction f g est développable en série entiére en 0. Le développement est alors le
+00

+00
produit de Cauchy des séries Zanz" et anz”.

n>0 n>0
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Corollaire 89.

+00
Soient f et g deux fonctions développables en série entiere en 0 de développement Zunz”

n>0

+00
et anz". Si f(0) =0, alors alors gof est développable en série entiére en 0. Le développe-

n>0
+00 +00
ment est alors obtenu en substituant la série E a,z" dans la série E b,z".
n>0 n>0

Proposition 90.

1
Si f est développable en série entiére en 0, et si f(0) = 0, alors 7 est développable en série

entiére en 0.

Proposition 91.

Soit f une fonction développable en série entiere en 0, alors

* Les dérivées successives de f sont développables en série entiére en 0. Le développe-
ment de fP) s'obtient en dérivant terme a terme p fois celui de f.

¢ Toute primitive F de f est développable en série entiére en 0. Le développement de
F s’obtient en intégrant terme a terme celui de f. Le terme constant étant la valeur
de F en 0.

Remarque 28. * Meéthode directe : en utilisant la formule de Taylor ou Maclaurin.
* Par dérivation et intégration : sil'on sait développer une fonction primitive (resp. la fonction dérivée).

* Cas des fractions rationnelles : décomposition en éléments simples, puis sommation des séries entiéres

obtenues.
+0o
* Si f une fonction de R dans R développable en série entiére sur | —r;r[ par f(x) = Za,,x”, alors on
n>0

+00
peut définir une fonction f de C dans C sur B(0;r) en posant f = Zanz”.

n>0

4.3 Fonctions développables en série entiere : Développements
usuels

* Fonction Exponentielle :
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+oo 4

- VzeC, ezzz%, (R =+00)
n=0

* Fonctions trigonométriques directes :

+00 2n

- cosx = Z(—l)”(;n)', (R =+00)
n=0 )
oo K2+l

— sinx = Z(—l)”m, (R = +00)
n=0 ’
+00 in

— chx= ZOW (R = +00)

+00
x2n+l

shx = ZW, (R:+OO)

n=0

* Développement de (1 + x)*

n!
n=0
]' +Oo n,.n
- 5= ) CUL(R=1)
n=0
1 ~ +00 ) R ~ 1
T 1-x Zx (R=1)
n=0
* Logarithme népérien :
+00 xn
_ 112 —
— In(1+x)= ;( ' (R=1)
+00 xn
- 1n(1-x):—Z? (R=1)
n=1
* Fonctions trigonométriques réciproques :
Ix 2n+1
x
_ 1\ —
— arctanx = é( 1) il (R=1)

+00
. 1.3--.(2n+1) x?>1
—_ = + ) R:1
arestix =x ; 2a.on) anr1 R=D

CHAPTER 4. SERIES ENTIERES



SERIES DE FOURIER

5.1 Seéries trigonométriques

Définition 92.

e Formeréelle : Soient (a,),>¢ et (b,),>0 deux suites de nombres complexes. On appelle
série trigonométrique toute série de fonctions de R dans C,

ag + Z(an cosnx + b, sinnx)
n>1

e Forme complexe : Soit (c,),cz une suite de nombres complexe. On appelle série
trigonométrique toute série de fonctions de R dans C,

co+ Z(cnei”x +c_pe %)

n>1

Remarque 29. Soient n € N* et a,, et b,, deux nombres complexes. On a alors
* a,cosnx+b,sinnx =c,e'™ +c_,e”" =(c, +c_,)cosnx+i(c, —c_,)sinnx. Ainsi,

— dg = Cop,

- Vn>1, { a,=cp+c_,, b,=ic,—ic_,

_Vnzl,{cnzw _ Gntiby

2 0 O 2

 Ce qui permet de passer des ¢, aux a, et b,,.

5.1.1 Cas des séries trigonométriques qui convergent normalement sur R

Théoréeme 93.

On considere une série trigonométrique vérifiant les conditions équivalentes:

i) les deux séries Z|an| et Zlb”| sont convergentes.

ii) Les deux séries Zlcnl et Zlc_nl sont convergentes.

Alors la série trigonométrique converge normalement sur R, sa somme S est une fonction
continue périodique de période 27 et on a

1 27 int
e VneZc,=— S(t)e " dt
n Cy ZTCL (t)e
1 21
. Vnzl,an:—J S(t)cosntdt
T Jo

1 21
. Vnzl,bn:EJ S(t)sinntdt
0

=2
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Preuve. . La remarque 29 nous permet d’en déduire que
|Cn| < _(lanl + |bn|): |C—n| < §(|an| + |bn|)t |an| < |Cn| + |C—n| et |bn| < |Cn| + |C—n|'

Ainsi, I’équivalence des deux assertions i) et ii) sont montrées.

Comme, pour tout x € R, |c,,e!"™ + c_,e™""| <|c,| +|c_,| = a;, et 1a série de terme général «,, converge,
inx)

le critere de Weierstrass entraine que la série ¢y + ™ +c_e” converge normalement sur R
0 n n

nx1
ce qui assure que sa somme est continue. Cette somme est évidemment périodique de période 27

puisque toutes les fonctions x +— ¢, e’ + c_,e”""* le sont.
D’un coté, pout tout p € Z et pour tout x € R, coe_le+Z(cne’”x+c,ne
n>1

sur R, en particulier sur [0;27], car |(c,e’™ + c_,e”")e""P*| < |c, | + |c_,| = a,,. Ainsi,

~%)e!PY converge normalement

21 27
S(t)e_lptdt = f Coe—lpt + (C e”’lt +c_ e—lnt)e—zpt dt
J R

n>1
2 2 2
— COJ\ it gy o Z(CHJ‘ elm=pit C—nf e—l(n+P)t)dt
0 =1 0 0
= 2n(c060,p + Z(Cnén,p + c_né_,,,p)
n>1
= 21cy. |

5.2 Coefficients de Fourier

5.2.1 Fonctions complexes 27-périodiques et continues par morceaux : les es-
paces CM,, et DM,

Définition 94.

(Rappel)

* On rappelle qu’une fonction f définie sur [a;b] est dite continue par morceaux s'il ex-
iste une subdivision (ty = a,ty,t,--,t,_1,t, = b) telle que f soit continue sur chaque
intervalle ouvert |¢;;t;,1[ de cette subdivision et admettent des limites a gauche et a
droite (a gauche en b et a droite en a) en tous les points (;)o<;<-

» Toute fonction continue par morceaux sur [4;b] est intégrable sur [a;]].
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Définition 95.

* On note par CM,, I'ensemble des fonctions de R dans C 27t-périodiques et continues
par morceaux.

* DM,, désigne le sous-espace vectoriel de CM,,, des fonctions f de R dans C 2m-

fEN)+f(x7)
2

f(x*) et f(x7) désignent respectivement les limites a droite et a gauche de f au point
x.

périodiques et continues par morceaux et vérifiant Vx € R, f(x) = (ou

* Pour f et g de CM,;,, on pose
1 2n
(flg) = ZL f(tg(t)dt,
Ifll2 = {f £,

et e,

Théoréme 96.

L'application (f,g) — (f|g) est une forme hermitienne positive sur CM,, dont la restric-
tion sur DM, est définie positive. La famille (e,),cz est une famille orthonormée de
CMy,.. Pour toute f € CM,, ona||f|l; <||flle (norme de la convergence uniforme).

Preuve. . Il est facile de vérifier que l'application (f,g) > (f|g) est une forme sesquilinéaire,
1 27
symétrique hermitienne. Si f € CMy,, on a (f|f)= %J If()]>dt > 0. D’autre part, si (f|f) =0
0

alors f est soit nulle en tout points de [0;27] ou elle est continue, soit sur [0;27] a I'exception
d’un nombre fini de points. Or f est considérée dans DM,,, alors en chacun de ces points on a
f(x*) = f(x7) = 0 (car il existe tout un intervalle ouvert a gauche de x sur lequel f est nul, et de
méme a droite) et donc f(x) = 0, par conséquent, f est la fonction nulle sur [0;27], donc sur R. [ |

Proposition 97.

(CMyy,+,-) est un C-espace vectoriel.

Preuve. . La preuve est immédiate. ]
Remarque 30. * Une fonction f : R — C est dans CMy,, si et seulement si :

fest 2m—périodique
f|[0;2n] est continue par morceaux.

* Les fonctions de CMy, sont bornées et on peut se restreindre a un intervalle de longueur 27t pour en
deéterminer les bornes (cas réel).

VfGCMzmIIflloo=Su£|f(t)|= sup  [f (1)l
te

te[a,a+2m]

* La donnée d’une fonction g continue par morceaux sur un segment [a;a+ 27| de longueur 27 définit
une fonction f 2m-périodique et continue par morceaux en posant

£() :{ g(t), sit€la;a+2m(;

g(t—=2nm), sitela+2nm;a+2nm+ 27
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» L'intégrale sur une période d'une fonction périodique est indépendante de la période choisie. On
prendra [0;27) ou [—7; 7] ou d’autres segments suivant le cas.

* L'utilisation d'un changement de variable permet de passer d’une fonction T-périodique a une fonc-

. T 21 )
tion 2m-périodique. Pour cela, on note w = T la pulsation et

T t
— si hest une fonction T-périodique, alors f : t — h(z—t) = h(—) est une fonction 2m-périodique
T w
2
— sifest une fonction 2m-périodique, alorsh: t — f(Tnt) = f(wt) est une fonction T-périodique

Exemple 8. Soit la fonction f : R — C m-périodique, définie par

f(x)=xsixe[-m;n|
f est bien un élément de CM,.

/

5.2.2 Coefficients de Fourier d’une fonction

Définition 98.

Soit f une fonction définie de R + C, 27-périodique et continue par morceaux. On définit
les coefficients de Fourier de f par

= 2n )
+ ¥nez fim=e,f) = (el =3 | Fnear

1 27
* VneN,a,(f)=— f(t)cosntdt
T Jo
1 21
* VneN, bn(f):g f(t)sinntdt
0

Le coefficient noté c,(f) ou A(n) est appelé coefficient exponentiel de Fourier d’ordre n de
f, les coefficients a,(f) et b, (f) sont les coefficients trigonométriques de f.

Remarque 31. Les fonctions intégrées étant 2m-périodiques, on a aussi pour tout a € R,

1 a+2m )
* VneZ c,(f) J f(t)e " dt,
a

T on

1 a+2m
. VneN,an(f):;f f(t)cosntdt,
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1 a+2m
« VneN', b,(f) = EJ f(t)sinntdt
a

* Enparticulier ¢, (f) = 1 7Tf(t)e*"”tdt, a,(f) = 1 7Tf(t)cosntdtet b,(f) = 1 7If(t)sinmfdt.
21 J_, T J_n T J n

TC
* colf) = %J f(t)dt est la valeur moyenne de f sur une période.
=T

* an(f) = Cn(f)+c—n(f) et bn(f) = i(Cn(f)—C—n(f)).

o Attention! ag(f) = 2co(f) et bo(f) = 0.

5.2.3 Propriétés des coefficients de Fourier

Proposition 99.

(Linéarité par rapport a la fonction)
Pour tout entier n, ¢,,, a, et b, sont des formes linéaires sur CM,,, i.e., par exemple :

VneZ,Y(f,g) € (CMar)? V(A u) € C2, cy(Af + ug) = Acy(f) + peu(g)

Ainsi, f — ]?est une application C-linéaire de CM,,, vers C%.

Preuve. . La linéarité de I'intégrale donne la solution. [ |

[Proposition 100.}

Soit f : R — C continue par morceaux et 27-périodiques.

1. Conjugaison : pour tout n € Z, cn(]_f) =c_,(f), an(]_f) =a,(f), bn(]_() =b,(f).
Si f est a valeurs réelles,on a a,(f)€R, b,(f) eRet c_,(f) =c,(f)-

2. Parité : Si f désigne la fonction t —> f(~t), on a

Cn(f) = Cfn(f): an(f) = an(f)r bn(f) = _bn(f)

Si f est paire (resp. impaire) on a ¢,(f) = c_,,(f) et b, (f) = 0 (resp. ¢, (f) = —c_,(f) et
an(f) = 0)'

3. translation : Soit a € R et 7,f désigne la fonction t — f(t+a),on a
cn(Taf) = €™ cy(f)

Preuve. . Exercice. [ |

Lemme 3. (Riemann-Lebesgue)
Pour toute fonction f € CMyy, c,(f) tend vers 0 quand |n| tend vers +oo, i.e.

lim ¢,(f)= lim a,(f)= lim b,(f)=0

n—=+o0 n—+0oo n—+00

Preuve. .
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 Cas d’une fonction de classe C' :

- %ﬂf(t)e“”dt =[f®)

Ainsi,

17, e 1,
2 | Pt = e

el Pl= e <

et
7
o IF

[r|F>+00 |7l|

1 T
avec lf I = 5= | f'(1ds
-7

¢ Cas des fonctions en escalier :
Soient ¢ une fonction en escalier, o = (@ )ke[o;p] une subdivision adaptée, Ay la valeur (con-
stante) de ¢ sur l'intervalle ouvert |ay — 1;4a[, alors

f t)e it dt = ZJ Ape it dt = Z/\k

—mak —1 nag_q

et

c |Z oAk _ pinag- ) Z' einak _ pminag_ 1< Z |A |
a 27'c|n| 27'c|n| 27'(|n| k

D’ou le résultat puisque
p
1
lim —— 2|A=0
[n|>+c0 27l|1”l| ; | kl

* Cas général :
Soient f € CM,, et € > 0, il existe une fonction en escalier @, sur [-7; 7] telle que ||f — @l < €.
Ainsi

|Cn(f)| = |Cn(f - (Pé) + Cn((Ps)l < |Cn(f - (Pé)| + |Cn((P£)| < Hf - (Pe”oo + |Cn((P£)| <e+ |Cn((Pt)|

Puisque | ‘lim lc,(@e)l = 0, il existe un rang N tel que |n| > N implique |c,(¢¢)| < € et donc
ni—

lc,.(f)| < 2¢, ce qui montre que lim ¢,(f)=0.
|n]>+o0
Les coefficients trigonométriques a,(f) et b, (f) sont des combinaisons linéaires des coefficients

exponentiels ¢, (f) et c_,(f), ils admettent donc 0 comme limite.

5.2.4 Coefficient de Fourier d’une dérivée

[Proposition 101.]

Si f est une fonction 27-périodique de classe C! sur R, alors

VYneZzZ c,(f')=inc,(f)

Preuve. . Il suffit d’utiliser une intégration par parties. [ |
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[Proposition 102.}

Si f est une fonction 27-périodique de classe C sur R, alors

VreZ, c,(f%) = (in)*c,(f)

Preuve. . Une récurrence sur k donne le résultat. [ |

[Proposition 103.}

Si f est une fonction 27-périodique de classe C¥~! et de classe C¥ par morceaux sur R, alors

VreZ, c,(fP) = (in)*c,(f)

Preuve. . Une récurrence sur k donne le résultat. [ |

Corollaire 1. Si f est une fonction 2m-périodique de classe C* (resp. de classe C*! et de classe C* par
morceaux) sur R, alors c,(f) est négligeable devant |n|™ quand |n| tend vers U'infini.

cn(f):o(—)(n—>+oo)

Preuve. . Considérons I'égalité c,(f) = (in) *c,(f¥)), puisque le lemme de Riemann-Lebesgue mon-
tre que | |lim cn(f(k)) =0, le résultat est démontré. ]
n|—+00

5.3 Série de Fourier

5.3.1 Somme partielle d’une série de Fourier

Définition 104.

Soit f une fonction définie de R —— C, 27m-périodique et continue par morceaux. On ap-
pelle série de Fourier de la fonction f la série trigonométrique

co(f)+ Z(c,,(f)ei”x +e_y(f)e” ™) = @ + Z(an(f)cosnx+ b,(f)sinnx)

n>1 n>1

Définition 105.

Pour n > 1, la somme partielle de la série de Fourier associée a f est

4olf)
2

Su(f)(x) =co(f)+ Z(Cp(f)eipx +cp(f)ePY) = + Z(ap(f)cospx+ by(f)sin px)
p=1

p=1

Remarque 32. Dans la suite du chapitre, nous allons étudier les conditions sur x qui donne la convergence
la série de Fourier. En cas de convergence, nous allons étudier sa somme, en particulier, cette somme est-elle
égale a f(x)?
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5.3.2 Inégalité de Bessel

Définition 106.

* Pour n>1, on note par T,, = vect{e_,,e_,.1, - ,€_1,€0,€1,"** ,€4_1,€,} l'espace vectoriel
des polynodmes trigonométriques de degré inférieur ou égal a n.

* On a également

n

T, ={P|P(x) = %0 + Z(ap cos px + by sin px)}
p=1

Lemme 4. Soit f une fonction définie de R — C, 27-périodique et continue par morceaux. Alors

IS,FIB= ) lep(F)P
p=—n

Preuve. . On a S,(f) € T, (polynome trigonométrique de degré n) et
(e_ps€_pi1r+*,€_1,€0,€1,+* ,€,_1,€,) est une base orthonormée de T, (voir théoréme[96).
Alors, (c_y, C_pa1r***€-1,€0, €15+ ** »C_1, C) SONt ses coordonnées dans cette base. Par suite la norme au

n
carré de S, (f) n'est que la somme des carrés des modules de ses coordonnées. C-a-d ”Sn(f)”% = Z |cp(f)|2.
p=—n
|

Lemme 5. Soit f une fonction définie de R — C, 2m-périodique et continue par morceaux. Alors S,(f)
est la projection orthogonale de f sur le sous-espace vectoriel T,,.

Preuve. . Puisque S,(f) € T,, il suffit de montrer que ¥p € [-n;n], {ey|f —S,(f)) =0, ou encore
Vp € [-mn], e,lf) =eplSy(f)). Mais (e,|S,(f)) est la coordonnée suivant e, de S,(f) (car la base
est orthonormee), ce qui donne donc ¢, (f) = {ep|f). Ainsi, on montre le résultat. ]

Théoréme 107.

(Inégalité de Bessel) Soit f une fonction définie de R — C, 27t-périodique et continue par

morceaux. Alors la série
lco(F )P+ ) (el HIP +le-n(FIP)

n>1

est convergente et on a

lco(FIP + ) _(len(HIP +len(HIP) < IfI3
n=1

Preuve. . Puisque S,(f) est la projection orthogonale de f sur T, ona f = S,(f) + (f — S,,(f)) avec
(Su(f) L (f —Su(f))). Le théoréme de Pythagore nous permet d’avoir ||f||§ = ||Sn(f)||% +If - Sn(f)||§
D’oul, d’apreés le lemmme [4)

lco(FIP+ ) (ep(FIP+lep(HIP) = IS,(NI3 < IIF I3
p=1

Donc la somme partielle de la série a termes positifs ICO(f)I2 + Z(Icp(f)lz + |c,p(f)|2) est majorée par
p>1
||f||§, donc elle convergente et sa somme est majorée par ||f||§. [ ]
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5.3.3 Les théoréemes de Dirichlet
Lemme 6. Pour tout entier n <1 et pour tout x € 2nZ,

n : X

Z eipx _ sm(2n+ 1)5
=

=, sinj

Preuve. .
n 2n

Z elPxX  — pminx Zeipx

p=—-n p:()
) ei(2n+1)x _
— pminx
eix _
ei(n+1)x _ e—inx

Théoréme 108.

(de Dirichlet).

Soit f une fonction définie de R —> C, 27-périodique et de classe C' par morceaux.

la série de Fourier de f converge sur R et

veeR LELTEN_ ()0 Y (1™ v el fle™)

2

n=1

Preuve. .

21
mx ﬂnt
Sa(f) 271 > j f(t) dt

1 27I
=5 | fo Z ") gt
p=-n
_ 1 2m ; sin(2n+1)"7_t
21 J, sin &t

En posant t = x + u, on obtient

S 1 2m—x sin(2n+1)%
n(f)x) = P . f(x+bf) sin &
1 (" sin(2n+1)%
= —J- flx+u)————=du
27 ) _n sin 5

61

Car la fonction intégrée est 2rt-périodique et donc son intégrale sur tout intervalle de longueur 27 est
la méme. Séparons l'intégrale en deux, I'une de —7t a 0, 'autre de 0 a 7. Dans la premiere effectuons
un changement de variable u = —2v et dans la seconde le changement de variable u = 2v. On obtient

S,(F)(x Jf 9 s1n(2n+1 Jf

sin
:ljo (f(x+2v)+ f(x—2v))

Tt sinv

sin(2n+ 1)v
———dv



62 CHAPTER 5. SERIES DE FOURIER

Appliquons le résultat précédent a la fonction constante fy : x — 1, on a évidemment S,,(fy)(x) = 1
puisque co(fy) =1 et ¢, (fp) = 0 pour n = 0, on obtient

2 (%sin(2n+1
J’ sin(2n+ 1)v v
0

1=— -
1 sinv

On en déduit que

sin(2n+ 1)vdv

FON)+f(x7) 1 (7 flxet20)— f(x)+ f(x—20)— f(x7)
Sl -—75——=14 fo sinv

Considérons la fonction g 2n-périodique définie par

+ gty LEXRIICV 2 ) oy o)

* 8(0)=2(f"(x") - f'(x7)),
e ¢(v)=0pourv e]%;2rc[.

Comme la fonction fdéﬁnie par f(x) =f(x")et f(t) = f(t) pour t > x est dérivable a droite au point
x (car f est de classe C! par morceaux), on a

flx+2v) - f(x7) fx+2v) - f(x7)

- ~(v~0%
sinv v
entraine — —
2v) — + 27) —
llm f(x+ V) f(x ) — hm 2f<x+ 'U) f(x) — zfl(x+)
v—0+ sinv v—0+ 2v
De méme ) ~
fim FEZ20=F6T) o
>0+ sinv

Ceci montre que g est continue a droite au point 0. Ainsi, on peut en déduire que g est continue par

morceaux. Or
Cf)+f) 1

27
s~ LD - L gpsingan Dudy = baa)

D’apres le théoreme de Riemann-Lebesgue,

SO i 00

n—+00 2 n—-+o0o
D’ou le résultat du théoréme. [ |
Théoréme 109.
(de Dirichlet)

Soit f une fonction définie de R — C, 2m-périodique et de classe C! par morceaux et

continue. Alors la série
leo(F )+ ) _(lenlHl+len(F))

n>1

converge, la série de Fourier de f converge normalement sur R et on a

+00

VxeR, f(X) = CO(f) + Z(Cn(f)ei"x + C_n(f)eiinx)

n=1

C-a-d f est la somme de sa série de Fourier.
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Preuve. . Pour n 2 0,0n a

ci(f), 1 1
0<leu(NI =12V < He P+ )
X2y’ . "2
(car Yx,y eR,xp < 5 ) D’ou, d’aprés théoréeme de Bessel, la série Zlcn(f )|© converge. De

n>1

méme, la série > — converge (série de Riemann). En conclusion, la série E lc,,(f)| converge. De
n

n>1 nx1
la méme manieére, on peut montrer que la série > lc_,(f)| converge. D’ou la convergence de la série

n>1

Y llew(Fl+le-n(FD-

nx1
D’autre part, puisque Vx € R,

len(£)e™ + c_p(£)e™ ™| < len () +le_u(F)

qui est une série convergente indépendamment de x, la série de Fourier converge normalement.
Comme f est continue sur R, d’aprés le premier théoréme de Dirichlet on obtient le résultat du
théoréme. m

5.3.4 Le théoréeme de Parseval

Lemme 7. Soit f une fonction définie de R — C, 2m-périodique et continue par morceaux. Alors pour
tout & > 0, il existe une fonction g 2m-périodique définie de R —> C de classe C' par morceaux et continue
telle que ||f —gll, < e.

Preuve. . Admis. [ |

Théoréeme 110.

(Egalité de Parseval)
Soit f une fonction définie de R+ C, 2mt-périodique et continue par morceaux. Alors

2n
IFI5 =55 |, IFRds
=leo(F)P+ ) _(ealH)P+le-n(FIP)

n=1
) +00
= o 2y e PP + I )
n=1

Preuve. . On sait que
n

ol )P+ Y (ep(HIP +le_p (HIP) = 1S, (I3
p=1
D’autre part, on a ||f||§ = IISn(f)Ilg +If - Sn(f)llg, voir la preuve du théoreme (inégalité de Bessel).
Il suffit donc de démontrer que liIP Ilf =Su(f)ll2=0.
n—+oo

ler cas : supposons que f est de classe C! par morceaux et continue. On sait que la série de Fourier
converge normalement, donc uniformément vers f. On a donc lim |[f —S,(f)|l;0 = 0. Par ailleurs,
n—+00

onallf =Su(flllz <llf = Su(f)llseo, ce qui donne lim [If =S, (f)ll> = 0.

2éme cas: si f est seulement continue par morceaux, d’aprés le lemme [7] pour tout ¢ > 0, il existe
une fonction g 2m-périodique définie de R — C de classe C! par morceaux et continue telle que

IIf —gll, < % D’autre part, d’apres le ler cas, on a nlierllg—Sn(f)||2 =0 et donc, dny € N tel que
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Vn>ngonallg—S,(f)ll < % Or, comme S,(f) € T, et que S,,(f) est la projection orthogonale de f

dans T,,, on a
9l

If -
|f - g||z+||g Sn(9)ll2

é =&
<2 2_

1f = Su(Hll2

<
<

D’ou le résultat.
Pour 'autre égalité, il suffit d’appliquer un simple calcul (voir remarque[31) pour en déduire que

2 +00
ol +Zlcn Setea ) = O LN (2 + )
n=1

Corollaire 2. (Injectivité de la transformation de Fourier)
Soient f et g deux fonctions de DMy, telles que Vn e N, ¢, (f) = c,(g). Alors f = g.

Preuve. . OnaVneN, c,(f —g) =0, soit encore, d’aprés le théoréme de Parseval, ||[f —¢||, = 0. Comme
(f —g) € DMy, sur laquelle le produit scalaire est définie positif (voir théoréme[96)ona f—¢g=0.m

Remarque 33. Sion suppose seulement que f et g sont continues par morceaux, on obtient seulement que
f et g coincident sauf en un nombre fini de points (sur un intervalle de longueur 27c).



DEVOIRS SURVEILLES

6.1 Sujet

Exercice 1 : Soit a un réel strictement positif. On définit une suite de fonctions (f,),>; sur [0,1]

par:
nx"(1-x)% si 0<x<1

f”(x):{ 0 si x=0.

1. Montrer que la suite (f,),>1 converge simplement sur [0, 1] et trouver sa limite f.
2. Déterminer les valeurs de a pour que la suite (f,,),,>1 converge uniformément sur [0,1].

3. On supposeque 0 <a <1.Soit0<a<1.

(a) Montrer que : AN e Ntelque Vn >N, a < n-ta'

(b) Montrer que la suite (f,),>1 converge uniformément sur [0, a].

Exercice 2 :

+00
1. (a) Pour [x| <1 et n € N*, on pose v,(x) = x". Calculer la somme H(x) = Zvn(x).
n=0

(b) Soit 0 <a < 1. Montrer la série de fonctions Zvn(x) converge uniformément sur [—a, a].
n>0

(c) Prouver que la fonction H est de classe Clsur]-1,1[.
400
(d) Déduire la somme de la série de fonctions an" pour x €]-1,1].

n=1
2. Soit b un nombre réel strictement positif. Pour n € N%, on définit une suite de fonctions sur R,
par:

_ nxle ™ s 0<x
=1 " si x=0

(a) Calculer lim ln([un(x)]rlf), pour x > 0.

n—+oo

(b) En déduire que la série de fonctions Zun(x) converge simplement sur [0, +oo[. On note

n>1
+00

S(x) = Zun(x) la somme de cette série de fonctions.
n=1
+00
(c) Déduire de la question 1 la somme S(x) = Zun(x) pour x € [0, +00].

n=1

(d) Déterminer les valeurs de b pour que la série de fonctions Zun(x) converge normalement
n>1
sur [0, +oo].

(e) On suppose maintenant que b = 4.
i. Montrer que lirg S(x)=1.
x—0*

ii. En déduire que la série de fonctions > u,(x) ne converge pas uniformément sur

n>1
[0, +o0].

AR
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6.2 Correction

Exercice 1. 1)Si0<x <1, ona nx" — 0 lorsque n — +co.

Six =0, f,(x) = 0. Donc la suite de fonctions (f,),>1 converge simplement vers la fonction nulle
lorsque n — +c0.

2) On cherche le maximum de la fonction f, sur l'intervalle [0, 1]. Pour cela, on calcule :

fl(x) = nx 11 - %)Y (n - (n+a)x).

n . . 4 . .
En posant x,, = , on voit que f, est croissante sur [0,x,] et décroissante sur [x,,1]. La fonction
a

f, atteint donc son maximum en x,, et celui-ci vaut :

1 a®

(T+ %) na(1+ %)

M, = fn(xn) =n

24

On constate que f,(x,) est équivalent au voisinage de +oo & .D'ou lim f,(x,)=0sia>1.La
n—-+00

a
a-1pa
suite de fonctions (f,), converge donc bien uniformément vers 0 sur [0, 1] si et seulement si & > 1.

3. a) Utiliser juste le fait que lim =1. Alors Ve > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N on

n—+oo N+

a| " —1| < e. Il suffit de prendre e =1 —-a> 0.
n+aoa n
b) On a sup f,(x) = f,(a) puisque >a. Or lim f,(a) =0, alors la suite de fonctions (f,),
x€[0,a] n+ao n—+oo

converge donc bien uniformément vers 0 sur [0, 4]
Exercice 2.

n n+l1
1. (a) Pour |x| < 1, on sait que Zvn(x) = % On fait tendre n — +co, on voit que H(x) =
n=0
1
1-x
(b) La fonction v,, atteint son maximum sur [—a,a] en a, i.e. sup |v,(x)] = a". Or la série

+00 +00 [ “’“]
Za” converge puisque 0 < a < 1. Donc la série Zvn(x) converge normalement et donc
n=0 n=0

uniformément sur [—a,a] pour tout 0 <a < 1.
(c) Les conditions de théoréme de dérivabilité (locale) pour les séries sont satisfaites i.e.

i. La série converge simplement sur |- 1, 1],
ii. la fonction x — v, (x) est de classe C!,

+00
iii. la série dérivée E nx""! converge uniformément sur [—a,a] pour tout 0 <a<1.

n=1

Alors la fonction H est de classe C! sur ]—1,1].

1
(d) D’apreés la question (a), on sait que H(x) = ——. Donc

1-x
+00
1 Y 1
/ _ n—-1 _
H(x)_anx _(l—x) S (1-x)2
n=

D’ousi |x| <1

1
2. (a) Pourx>0,ona: lim —ln([un(x)]%) = lim ln(n%x%e_xz) =x2.
n—+oo N n—+o0o
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(b) Pour x> 0 fixé, la série a termes positifs u,(x) vérifie

n
lim u
n—+co

(x) = e <.

S x=

On peut donc appliquer le critére de Cauchy : la série de fonctions de terme général u,,(x)
converge. Ceci étant vrai pour tout x > 0, on en déduit que la série de fonctions de terme
général u,(x) converge simplement sur ]0,+oo[. En x = 0, la série de fonctions est nulle
donc convergente de somme nulle. D’ou la série converge simplement sur [0, +oo].

¢) En déduire la somme S(x). D’apres le question 1 ¢ joue le role de X),on a
p q )

y e

S(x) = X (1—ex*)2
S(0)=0 si x=0.

si x>0

(d) Etudions le maximum de u,, sur ]0,+oo] :

12 a2 _ Cx?
ul (x) = nxl e — 2n2xb e = pxbl (b - 2mx?)e

[ b . .
Donc u,(x) = 0 pour x = x,, = 5 U admet un maximum au point x,, et u,(x,) =
-3

b
/ _b . Jo .. N ;- -
Tl( —2 ) e 2,qu est equlvalent au voisinage de +oc0 a 7 La série numerique de terme
n

nz2
,% 1
" € . . ) s s .. .
général —-converge si et seulement si b — 5> 1 c’est-a-dire b > 4, ce qui implique le
nz2

résultat.

x2

(e) Pour b =4,i. Onremarque que (1 —e~ )2 ~ xt quand x — 0. Donc S(x) tend vers 1 quand

x—0.
ii. Ona liIBES(x) =1 = 5(0). Par suite S n’est pas continue. La convergence ne peut pas
X—

donc étre uniforme, sinon la fonction S serait continue.

6.3 Sujet

Exercice 1 : Soit f : R — R définie pour (x,v) # (0,0) par f(x,v) = ﬁ}/}]z et (0,0)=0.

Montrer que f admet des dérivées partielles en (0, 0) mais n’est pas continue en (0, 0).
Exercice 2 : Soit f la fonction 27-périodique et paire définie sur [0, 7] par: f(x) = sin(x).
1. Tracer le graphe de la fonction f sur l'intervalle [-27, 27].
2. Calculer les coefficients de Fourier de f.

3. Montrer que la série de Fourier associée a f est convergente, et calculer sa somme SF(x) sur
[-7t, 7).

(=P

4p2-1°

+00
4. Déduire la valeur de la somme Z
p=1

+00

5. Donner la valeur de la somme Z
p=1

v
(4p2-1)%

Exercice 3 : On considére une série entiére de terme général a,x", de rayon de convergence R > 0,
+0o

et de somme S(x) = Za,,x”. On suppose que S est une solution de 1’équation différentielle
n=0

(1+x%)p”(x) - 2p(x) = 0.
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1. Montrer que pour chaque n € N
(n+2)ay o =—(n-2)a,
On suppose que S(0) =0 et S'(0) =

2. (a) Déterminer la valeur de ay, puis de a;, pour tout p € N".

(-1

b) Dét i 1 1 d t t tout p € N*, =—_—
(b) Déterminer la valeur de a; et montrer que pour tout p A2p+1 2r+1)(2p=1)

3. Montrer que la série Zunx” converge normalement sur I'intervalle [-1,+1]. Que peut-on dire

n=0
du rayon de convergence R de cette série.

4. Pour x € [—1,0[U]0, 1], on pose g(x) =

(a) Montrer que g est continue sur [-1,+1].

Ix p+1

(b) Vérifier que g(x) = Z
p=1

x*P~! et que g(x) = arctan(x) pour x € [-1,1].

5. Déduire de la question précédente que pour tout x € [-1,1], S’(x) = xarctan(x) + 1, puis que

2
1
S(x) = g+ i arctan(x).
+00
—1)p+l
6. En déduire la valeur de la somme Z ( 2) .
= 4p- -1

6.4 Correction

Exercice 1 : On calcule les limites suivantes :

lim w lim 0_ 0
h—0, 0 h h—0,h=0 h
lim fOM-FO0_ 0y
h—0, h=0 h h—0,h20 h
L . of I . . . NP
Donc f admet des dérivées partielles 5 et B_y existent et égales respectivement a 0. Si maintenant

f est continue alors
lim f(x, =£(0,0)=0.
(x,9)=(0,0

. 1 - . .
Mais comme f(x,x) = 3* 0, alors on trouve une contradiction. Donc f n’est pas continue au point

(0,0). Finalement f peut posséder des dérivées partielles en un point sans étre continue en ce point.
Exercice 2:
1. Clest pas difficile a tracer.

2. On calcule les coefficients de Fourier de f :
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On a f est une fonction paire donc b,, = 0, pour tout € N. On a aussisin =1,

a, = %J‘Zf(x)cos(nx)dx
%J; sin(x)cos(nx)dx

%Jj(sin((n +1)x) +sin((1 - n)x)dx
Ir-(-n™t+1 —(-1)"+1
_[ n+rl  1-n ]
0 si n=2p+1

4

m(4p? 1)

Tt

si n=2p,

avec p € N. 1l est facile de voir que a; = 0.

N L - , . a
3. On a f est de classe C! par morceaux, donc d’aprés le théoréme de Dirichlet la série 70 +

fx+0)+f(x-0)

= f(x), puisque f est continue, d’ou on a pour

E a, cos(nx) converge vers

tout x € [-7, 7]

16
4. Pour x = > on trouve que

5. On a f est 27t-périodique continue par morceaux, d’apres I’égalité de Parseval i.e.

L (" 2 “(2) 'S 2
;J‘ |f(x)| dXZE-‘rZQW

n n=1

on obtient

Exercice 3 :

1. On écrit : .
o0 +00
(1 +x2)Zn(n— 1)a,x"2 = 2Zanx"
n=0 n=0

ou encore, en posant k = n— 2 dans la premiére somme :

+00 too Ix
Z(k +1)(k + 2)ag,xF + Zn(n -1a,x" =2 Zanx”
k=0 n=1 n=0

En rassemblant les termes de méme degré, on obtient :
(n+1)(n+2)a, =2-nn-1))a,n=—-(n+1)(n-2)a,,

c’est-a-dire
(n+2)ap2 =—(n-2)a,.

2. (a) En prenant n = 2, on trouve a4 = 0 donc par récurrence on trouve a,, = 0 pour tout p > 2.
Les conditions S(0) = 0 et S’(0) = 1 impliquent ay = 0 et a; = 1 donc aussi a, = 0.
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(b) La valeur de a;,,; pour p € N se calcule par récurrence a partir de a; :

pourn=1,a3 =~

> 1
= 3, = ——
pour n as “3x5 .
Supposons que jusqu’a 'ordre 2p + 1, pour p > 2 on ait :

(=17
dyp 1= =———,
71T (2p-1)(2p-3)
alors on obtient : .
_ (=D
P T 2pe2p-1)
La formule est vérifiée a l'ordre 2p + 1 et donc la récurrence est bien vérifiée. De plus on a

~ Ix (_1)p+1x2p+1
S9=) etz 1y

3. La série entiére de terme général a,x" est majorée sur [—-1,+1] par la série numérique de terme
1

(2p-1)(2p+1)
a,x" converge donc normalement sur l'intervalle [-1,+1]. Son rayon de convergence est R > 1
puisque la série converge pour x € [-1,+1]

général , p € N qui est une série convergente. La série entiére de terme général

4. (a) On pour tout x € [-1,+1] et non nul, on a g est de classe C!, car S’ est de classe C!. De
pluson a
lim g(x) = $”(0) = 0 = g(0).

x—0
Donc g est continue sur x € [-1,+1].

(b) En dérivant terme a terme la somme de la série entiére, on peut développer la fonction
pour x € [-1,+1], x =0

(_1 )p+1x2p
P=0"2p—1

X
i (_1)p+1x2p—1
P 2p-1
+00

5. Onag(x)= T)

S’(x) = xarctan(x)+1, si x=#0,

et $’(0) = 1. Alors S’(x) = xarctan(x) + 1 pour tout x € [-1,1]. Par conséquent il existe une
constante c telle que

X
g(x)= J. uarctan(u)du +x+c,.
0

Comme S(0) = 0, alors ¢ = 0. Finalement, par une intégration par parties, on obtient

2
+1
g(x)= ; + 2 arctan(x).
T . - 1 =
6. D’apres la question précédente on a S(1) = >t T Donc
o ()Pt 1 LT
4p2-1 2 47
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6.5 Sujet

Exercice 1 : Soit @ € R*. On considére la série de terme général

(="
Up= ———L ) 22
na +(_1)n+1

1. Montrer que la série E u, est absolument convergente si a > 1.
n>2

2. En utilisant un développement limité, déterminer les valeurs de a pour que la série Zun

n>2
converge.

Exercice 2 : On définit une suite de fonctions sur R par : u,(x) = ¥ —1, neN.

1. Montrer que la série de fonction Zun(x) diverge si x < 0.

n>1
2. Donner un équivalent de e’ a l'ordre 1 au voisinage de 0. En déduire que la série de fonction

Zun(x) converge si x > 0.

n>1

3. Soit a > 0. Montrer que la la série de fonction Zun(x) converge normalement sur [a, +oco[.

n>1

+00
4. En déduire que la fonction somme x — S(x) = Zun(x) est continue sur |0, +oo|.

n=1

Exercice 3 : Donner le rayon de convergence de la série entiére suivante et exprimer sa somme
au moyen des fonctions usuelles :
Zshz(n)x”
@2n)

n>0

Exercice 4 : Soit f la fonction 27-périodique et impaire définie sur [0, 7] par: f(x) = sin’(x).
1. Tracer le graphe de la fonction f sur l'intervalle [-27, 27].

2. Calculer les coefficients de Fourier de f.

3. Montrer que la série de Fourier associée a f est convergente, et calculer sa somme SF(x) sur

[-7, 7).
+00 _ P
4. Déduire la valeur de la somme Z (=1) .
L (2p-1)(2p+1)(2p+3)

6.6 Correction

Exercice 1 :
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1. On a

Donc la série > |u,| converge si > — qui est une série de Riemann qui converge sia > 1. La
n
n>2 n>2
série E u, converge absolument si a > 1.
n>2

2. on a par un développement limité au voisinage de 0

La série de terme général v, converge si a > 0 par le critere des séries alternées et la série

de terme général w, est une série de Riemann qui converge si 2a > 1. donc pour a > 5 la

série converge et si 0 < a < —, la série est la somme de deux séries une convergente et l'autre

divergente donc c’est une série divergente. Pour a < 0 le terme général de la série ne tend pas
vers 0 et donc la série est aussi divergente.

Exercice 2 :

—nx1n(2) . _ . —
1. Suppsons que x < 0,on a i, (x) =¢°  —1.0r lim 27 = lim ¢"*? = 40, donc
n—+oo n—+oo
lim u,(x) = 0.
n—+oo

Par suite la série de terme général u,(x) diverge si x < 0. Maintenant si x =0, u,(0) =e—-1,
ce qui implique que lim u,(0) # 0 et par conséquent la série de terme général u,(0) diverge
n—+oo

aussi.

. Six>0,ona

1, (x) o 27nx,

Or la série de terme général 27" est une série géométrique de raison e”* convergente puisque
—-X
e <1

. Soit a > 0, on calcule la dérivéee de u,(x), on a

u! (x) = —nln(2)e ™2y, (x) < 0.

D’ou sup |u,(x)| = uy(a). Donc la série de terme général sup |u,(x)| converge puisque la
x€[a,+oo[ x€[a,+oo|

série de terme général u,(a) est convergente d’apres la question 1. Par conséquent la série

converge normalement sur [a, +oo[ pour tout a > 0.
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4. On applique le théoréme de continuité (locale) pour les séries. On a les fonctions x — u,,(x)
sont continues sur [a,+oo[ et la série Zun(x) converge normalement donc uniformément sur

n
[a,+00], alors par le théoréme de continuité (locale) pour les séries la fonction x — S(x) est
continue sur [4, +oo[ pour tout 4 > 0 donc continue sur ]0, +oo|.

Exercice 3 :

1. Ona

et — M
sh(n) =
(n ="
~ (en _ efn)Z e2n .
Donca, = 2(2n)] ol aazn) Par conséquent
lim Gntl =0,
n—+eol a,

et le rayon de convergence de la série est donc R = +co.

2. On a pour tout x €R

+00 +00
Shz(”) n
Z”"(x) = Z 2n)
n=0 n=0
T e2n + -2n

1

1 Ll I 1,
= 420(2;1)!’“ * 42(2;4)!9‘ 2L (20"

(o)
n= n=0
n

I (@2x)" Iv(e2x)" 1w 1,
- ZZ 2n) 4Ly EZ(zn)!x
n=0 n=0 n=0

D’ou si x > 0, on obtient

D tlo) = geh(eN®) — 3 hle” V) - Seh(VR).
n=0
Six <0, on trouve
- 1 1 o 1
Zun(x) =1 cos(ey—x)— 1 cos(e 1v-x) - 5 cos(Vx).

Exercice 4 :

1. Calculons les coefficients de Fourier de f. Puisque la fonction f est impaire on déduit que
a, = 0 pour tout n € N. Soit n €N, on a

b, = %Jﬁf(x)sin(nx)dx
2 TC

sin?(x)sin(nx)dx
©Jo
2 1- 2
= ;J; (%)sin(nx)dx
=< 0 si n=2p —8 si n=2p+1,

n(2p+1)(2p+3)(2p-1)

D’ou la série de Fourier associée est

-8
SF(x) =
) Zn(Zp T D)(2p+3)(2p-1)

p=0

sin((2p + 1)x)
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2. On a f est de classe C! par morceaux, donc d’aprés le théoréme de Dirichlet la série SF(x)

flx+0)+flx=0) = f(x), puisque f est continue. et ona on a pour tout x € [-7, 7t

converge vers >
400
Z -8 sin((2p + 1)x) = sin?(x)
pzon(2p+1)(2p+3)(2p—1) ’

T
3. Pour x = X on trouve que

+00
1 -7

[;nup +1)(2p+3)(2p-1) 8
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