4.*; .

" i S FP-SAFI
UNIVERSITE CADI AYYAD TD d’Analyse 6 Département Maths—Info.
Faculté PolyDisciplinaire de Safi Calcul des résidus Filietre SMA(S4) (A.U : 18-19)

Exercice 1. 1. Calculer Iintégrale I = /Edz, ou I' est le chemin joignant le point (1,1) au
r
point (2,4) le long de la parabole d’équation y = x2.

2. Calculer 'intégrale I = /(z2 + 3z)dz, ou I est définie par I' = {z € C : |z|] = 2} du point

r
(2,0) au point (0, 2).
22
3. Solent a et b deux nombres réels strictement positifs et I' I'ellipse d’équation — + i 1.
a
27

d dt
Calculer / % En déduire la valeur de / —5 -

z a? cos?(t) + b2 sin”(t)

r 0

Exercice 2. Soit les fonction g définie par :

1
9(2) = -1(z—2)

Déterminer le développement de g en série de Laurent en 0 dans les trois cas suivant :

1. 0< 2| < 1,
2. 1<z <2,
3. |z > 2.
+o0
Exercice 3. 1. (a) A laide d’une intégration par parties, démontrer que I = / cos(x?)dx
0

est convergente.

ol

(b) Montrer que : Vx € [0, 5], sin(z) >

2. Soit f la fonction complexe définie par f(z) = e=%". On considére ~T le contour formé par

le segment OR, I'arc Cr+ de cercle de centre O et de rayon R et le segment BO :

Y
B
Cr+
%
0o R x
1—e 7

(a) Montrer que ‘ / f(z)dz‘ < u.

4R

R
(b) Exprimer l'intégrale de f sur le segment BO, / f(2)dz, en fonction de /COS(.’L‘Q)dx ot
BO 0

R
de /sin(xQ)dx.
0
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+oo

(¢) Calculer les intégrales de Fresnel: [ et J = / sin(z?)dz.
0
“+oo

—x

Exercice 4. 1. (a) Montrer que l'intégrale I = / ¢

Jz

dx est convergente. en utilisant un
0
changement de variable, calculer I.
2z
(b) Montrer que : Vx € [0, 5], sin(z) > —.
T
e*Z
NE
Soit 0 < r < R. On considere v le contour formé par le segment [rR], 'arc Cr+ de cercle
de centre O et de rayon R, le segment [Rr] et Uarc C,.— de cercle de centre O et de rayon r:

2. Soit la fonction complexe f(z) = , 0l \/z = |z|%emréq(z), avec 0 <arg(z) < 2m.

Yy
R
r
O T
(1l —e 8)
a) Montrer que 2)dz| < ————=
(a) ave | [ rieas] < L
Chrt
(b) Calculer lim f(z)dz.
r—0
C _

r

—+o0

+oo
(c) Calculer les intégrales : I = / Slil/(;)dx et J = / CO\S/(;)dx.

0 0
+00
(d) ATlaide d’un changement de variable, déduire la valeur de l'intégrale: K = / sin(x?)dz.
0
z? -1

Exercice 5. Soit la fonction f définie par : f(z) = m%m.

+oo
1. Etablir la convergence de U'intégrale I = / f(x)dx.
0

On Considere la fonction complexe définie par
22 -1
(22 +1)2°

1 1
avec z3 = |z|3e” 3

=

9(2) = 2
2. En utilisant un développement en série de Taylor, calculer le résidu de g au point zy = 1.

Soient R et r deux réels tels que 0 < 7 < 1 < R. On considere 4+ le contour formé par le
segment [—R, —r], le demi-cercle supérieur C,— de centre 0 et de rayon r, le segment [r, R]
et le demi-cercle supérieur Cr+ de centre 0 et de rayon R.
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2
1
3. Montrer que ’ / g(z)dz| < WR%(}I;%UT En déduire Rlirfm g(z)dz.
4. Trouver lim / g(2)dz.
r—0
c_
5. Calculer 1.
+oo
Exercice 6. Soit I = / de.
z(z2+1)
—0o0

1. Montrer que I est une intégrale convergente.

1z
z(22+1)
segment [—R, —r], le demi-cercle supérieur C,- de centre 0 et de rayon r, le segment [r, R]
et le demi-cercle supérieur Cr+ de centre 0 et de rayon R > 0.

Soit f la fonction complexe définie par . On considére v le contour formé par le

2. Etudier les singularités de f et donner les résidus correspondants puis calculer / f(z)dz
,Y+
suivant les valeurs de R.

2 I ns
3. (a) Montrer que Vx € [0, 7], sin(z) > et que /e*Rsm(Q)dﬂ < %
T
0
™

(b) Pour R > 1, montrer que | / f(z)dz| < 7

(R2—1)
4. Donner lim / f(z)dz.
r—0
C -
5. En déduire la valeur de I.
Az
Exercice 7. Soit la fonction f: R — R définie par : f(z) = %, 0< A<
eI
“+o0
1. Montrer que I = / f(x)dx est convergente.
- e)\z
Dans la suite, on Considere la fonction complexe définie par f(z) = T et y=7UyU
eZ
~v3 U~y le contour fermé suivant :
Im
73 a7
Y4 V2
-R M R Re
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2. Quels sont les poles de f. En utilisant un déveleppement de e* au voisinage de im, donner

le résidu de f au point zy = im.
AR
/f(z)dz < 271'6R — En déduire Rlirilm/f(z)dz.

2 Y2

3. Montrer que

4. Montrer que lim f(z)dz = 0.
R—+00
Y4

T
sin(Ar)’

5. Déduire que I =

In(z)
VE(l+ a2

Exercice 8. Soit la fonction f :]0, +o00o[— R définie par : f(z) =

+o00o
1. Etablir la convergence de I = / f(z)dx.
0

1
On Considere la fonction complexe f(z) = \/2(111(—5)22)2’ ou
In(z) =Inlz|+i0 et z= |z|%emréq(2), avec 0<arg(z)=0<2m.

Soient R et r deux réels tels que 0 < 7 < 1 < R. On considere 4+ le contour formé par le
segment [—R, —r], le demi-cercle supérieur C,.— de centre 0 et de rayon r, le segment [r, R]
et le demi-cercle supérieur Cr+ de centre 0 et de rayon R.

2. En utilisant un développement en série de Taylor, étudier la singularité de f au point zp = ¢
et donner le résidu correspondant puis calculer [ f(z)dz.

~+

3. Montrer que

/ f(z)dz‘ < W\/ﬁw En déduire Rlirfw f(z)dz.
Crrt Crrt

4. Trouver une majoration de / f(2)dz. En déduire lir% f(z)dz.
r—
c -

+oo
d
5. Calculer les valeurs de I et J = / m
0

Exercice 9. Par la méthode des résidus calculer I'intégrale

B r sin(76)
I_/2+sin(9)d9

—T



