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Exercice 1 Soient X une variable aléatoire réelle définie sur un espace de probabilité
(Q,F,P), F sa fonction de répartition et U est une variable aléatoire de loi uniforme sur
[0,1].

1. Si F est continue et strictement croissante, quelle est la loi de la variable aléatoire
FYU)?
2. Dans le cas général on définit F~!, I'inverse généralisé de F par :
Flu)=inf{z e R: F(z) >u}, 0<u<l.
Quelle est la loi de la variable aléatoire F~1(U)?

Exercice 2 : Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi de
Poisson de parametre 1.
n

1. On pose S, = ZX k. Déterminer la loi de S, puis donner la limite presque siire et en

k=1
probabilité de la la suite (%)neN* :
Sp—n . . s
2. On pose Y,, = . Montrer que (Y},)nen+ converge en loi vers une variable aléatoire
n

Y dont on donnera la loi.

3. Soit f : R — R une fonction continue bornée. Montrer que

+oo
. [Ny R N 1 _22
i S I = g [ S

Exercice 3 : Soit (X,),en+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme
loi exponentielle de parametre 1.

1. Montrer que la suite (%)nGN* converge en probabilité vers 0.

2. Montrer que la suite (%)%N* converge dans L' vers 0.

n
3. Montrer que la suite ( Xk )nen+ converge presque sirement vers une limite que 1’on

k=1

S|

déterminera.
4. Soit 'événement A,, = {w : Xp(w) < 2In(n)}.

(a) On note par A I’ensemble tel que : w € A équivalent a w appartient a tous les Ay
sauf peut-étre un nombre fini”. Ecrire A avec des symboles () et |J.

(b) Montrer que P(A) = 1.

Exercice 4 Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N et (X,,),>1 une suite de variables
aléatoires réelles indépendantes intégrables de méme loi. On suppose que la suite (X,)n>1
est indépendante de la variable V. On pose

0 si N =0,

Zz={ X
i=1
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1. Montrer que Z est une variable aléatoire.
2. Calculer E(Z) en fonction de E(N) et E(X}).

3. On suppose que les variables X; sont de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1]
(P{X; =1} =p) et N suit la loi de Poisson de parametre A > 0.

Déterminer la loi de Z.

Exercice 5 : Soit (X,,),en+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme
loi ;1 et N une variable aléatoire & valeurs dans N* indépendante de la suite (Xp,)n,en+<. Soit
f R — R, une fonction mesurable. Montrer que

N
5(310x00) =5 [ t@uto)

R

Exercice 6 : Soient (X,,),>1, une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement

n
distribuées suivant la loi de Bernoulli de parametre % On pose S, = ZX k- Soit r > 0.
k=1

1. Donner la limite presque siire, en probabilité et en loi de la suite (S—;)neN*.

2. Soit f:[0,1] — R une fonction continue. Déduire que
—~ (1N, k 1
. k(1L Ry L
S5 s

3. Montrer que pour tout réel A > 0,

P2 e ooz o] < (a(3) )’

4. Montrer que pour tout réel A > 0,

5. En déduire, en utilisant I'inégalité ch(z) < ez, que
1
IP’H& - f‘ > r} < 2e~2n*
n 2
Exercice 7 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement

distribuées suivant la loi normale N(0, 1).

1. Soit @ € R. Donner la loi de Y = aX; et calculer sa fonction caractéristique ¢y .

n
2. On note, pour tout n € N*, S, = ZXk'
k=1
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Quelle est la loi de S,.

Calculer 'espérance de Y,, = e

(a
(b
(c

(d) En déduire la limite presque sire, lorsque n tend vers +oo, de Y,.

Sn—%

, . . . A~ n
Déterminer la limite presque stre, lorsque n tend vers +o00, de —.
n

)
)
)
)

Exercice 8

1. Soit (pn)n une suite de réels dans ]0, 1] telle que liril np, = A > 0. Soit (X,), une
n—-—+0oo
suite de v.a. telles que pour tout n, X,, est une v.a. de loi binomiale B(n,p,) et X une
v.a. de loi de poisson de parametre A\. Montrer que (X,,), converge en loi vers X.

2. Soit (X,,) une suite de v.a. réelles indépendantes de méme loi A/(0,1). Déterminer la

n
limite en loi de la suite Y,, = % Z VEX),.
k=1

Exercice 9 Soit (X,,)nen+ une suite de v.a.r. indépendantes de méme loi telle que E(X7)? <
n
S,
+00. On pose S, = E Xy, M, =—" et g, =[y/n], ol [z] désigne la partie entiere de z.
n
k=1

1. On suppose que pour tout n € N*, X,, > 0.

a. Montrer que (Z,)nen+ = (M,2)nen+ converge presque surement vers E(X7).

b. Prouver que pour tout n € N*, on a

2 12
@%SMS@LL%“
n n

c. En déduire que (M,,),en+ converge presque surement vers E(X7).

2. Montrer que (M,,),en+ converge presque strement vers E(X7).

Exercice 10 Soit (X,,),en+ une suite de v.a.r. indépendantes de loi de Poisson P(1).

1. On pose S, = Z Xj. Calculer la loi de S,.
k=1

2. Montrer que la suite (—= (S, —n))n>1 converge en loi vers Y dont on donnera la loi.

1
vn
3. Calculer P(\}E(Sn —n)) <0).

e -
4. En déduire ngl—&r-loo Z e .



