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Exercice 1 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1). Montrer
que X +Y et X —Y sont indépendantes.

Exercice 2 Soient U une variable aléatoire de loi uniforme sur [—1,1] et X la variable
1+U
1-U"

1. Déterminer la densité de la variable aléatoire X.

aléatoire définie par X =

2. Calculer la fonction de répartition de X.
3. Déterminer la loi de la variable aléatoire Z = [X] ou [z] désigne la partie entiere de x.

Exercice 3 Soit (X,Y) une variable aléatoire & valeurs dans R? de loi de densité

(2,) = F(,y) = 5 exp(—J + 2] — |z ~ ).

Calculer la densité de la loi de (X +2Y, X —Y') puis les densités des lois de X et Y.

Exercice 4 Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R de loi de densité

1
. =—.
v J(@) (1 + 22?)
Montrer % est de méme loi que X.

Exercice 5 Soit X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle ()
de parametre A > 0.

1. Calculer la loi de la variable aléatoire Y = max X;.
1<i<n

2. Calculer la loi de la variable aléatoire Z = min Xj.
1<i<n

Exercice 6 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un espace de probabilité
(Q, F,P).

1. On suppose que X = Y p.s. Montrer que X et Y ont la méme loi. Montrer que la
réciproque est fausse.

2. On suppose que X et Y ont la méme loi. Soit f : R — R une fonction borélienne.
Montrer que les variables aléatoires f(X) et f(Y) ont la méme loi.
Exercice 7

1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n,p) de parametres n € N*
et p € [0, 1]. Calculer la fonction caractéristique ¢x de X.

2. Soit (Xp)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi de
Bernoulli de parametre p €]0,1[. On pose Sp = Ty = 0 et, pour tout n > 1,

n
Sn= Xi, Tn=n-— Sy
k=1
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(a) Pour n > 1, préciser la loi des variables aléatoires S, et T),.

(b) Pour n > 1, calculer P(S,, = 0,7, =0). S,, et T}, sont-elles indépendantes?

3. Soit N une variable aléatoire indépendante des variables aléatoires (X,,),>1 suivant la
loi de Poisson de parameétre A > 0. On pose

Vo €0, Uw) = Sy (@) V(W) = Tyg(®) = N) - U(w).
(a) Justifier I’égalité, pour tout k € N,

P(U=k) =Y P(S,=kN=n)

n>k

)

) Déterminer la loi de 1 — X3 puis, préciser la loi de V.

d) Montrer que, pour (k,1) € N2, P(U =k, V =1) =P(N =k + )P(Syy; = k).
)

En déduire que les variables aléatoires U et V' sont indépendantes.

Exercice 8 Soit (X,,),en+ une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de
k

A
Poisson P(A), A > 0. On rappelle que, P[X = k] = e*)‘ﬁ, pour tout k& € N.

1. Calculer la fonction caractéristique px, de Xj.
2. En déduire la loi de la somme S = X1 + X9 + ... + X,,.

Exercice 9 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées suivant la loi normale N(0,1) et N une variable aléatoire & valeurs dans N*
indépendante des variables aléatoires (X, ),>1. On note, pour n > 1,

1 & 1 X
Vo= —=%'X,, V=—"oS X,
VR s

1. Calculer, pour tout n > 1, la fonction caractéristique de Y,, et préciser sa loi.
2. Déterminer la fonction caractéristique de Y ainsi que sa loi.

+o00o
Exercice 10 On consideére la fonction Gamma définie sur RY par : I'(z) = / e 't 1at.

0
On appelle loi y(a, 8) de parametres a et 5 (a > 0 et 8 > 0) la loi sur R de densité

IBG,
I'(a)
1. Soit X une variable aléatoire de loi y(a, 5). Calculer E(X) et Var(X).

e_ﬁac:xa_llk+ ().

fap(x) =

2. Soit (X;,)nen+ une suite de v.a. indépendantes et de méme loi exponentielle £(5), 8 > 0.
Montrer par récurrence que la loi de la somme X + Xo + ... + X, est la loi y(n, ).
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3. Soit X et Y deux v.a. réelles indépendantes de loi y(a, 5) et (b, 5) respectivement.

1
a. On pose B(a,b) = /x )"~ Ydz. Montrer que I'(a)T'(b) = T'(a + b)B(a, b).

0
u

b. En déduire que : Vu > 0, /ﬂza_l(u — )" lde =
0
c. Déterminer la loi de X + Y.

e T@I()
I'(a+b)

4. Soit X et Y deux v.a. réelles indépendantes de loi v(a, 3).

est bien définie.

a. Déterminer la loi de X et vérifier que la v.a. X1v

X
b. Montrer que X +Y et X1y sont des v.a. indépendantes.

5. Soit (Y, )nen+ une suite de v.a. réelles indépendantes et de méme loi normale N(0,1).

a. Montrer que Y suit la loi gamma ~( %, %)

b. Montrer que Y2 + Y + ... + Y,2 suit une loi v(%, 3).
La loi v(%, 2) est également appelée loi Khi-deux a n degrés de liberté et notée

X3 (n).



