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RESUMO

Este trabalho trds uma introdugdo simples e pratica sobre os diversos métodos de
perturbacdo. Apesar de simples, ¢ um conteudo importantissimo para se iniciar um estudo
mais aprofundado no que diz respeito a esses métodos.

Comegamos com uma ligeira introdugdo que descreve os métodos iterativos e da
expansdo, posteriormente ¢ explicado como trabalhar os métodos de perturbacdo em casos
singulares e mudanca de escala nos métodos mencionados acima. O assunto a seguir trata os
casos de poténcias ndo inteiras e como se descobrir a seqiiéncia de expansdo, os métodos
mencionados até aqui sdo adaptados também para o uso em Fungdes logaritmicas, e

problemas de autovalores.






INTRODUGAO

A busca de solucdes precisamente aproximadas de equag¢des forma um ramo da
matemadtica aplicada bastante distinta da matematica pura, da fisica e da engenharia. A
expressdo ‘“‘precisamente aproximada” ndao ¢ uma contradicdo. Apenas significa que a
aproximacao possui um erro conhecido e controlavel. Controlavel no sentido de que esse erro
pode ser reduzido por algum procedimento conhecido.

Existem basicamente duas maneiras de se obter solugdes precisamente aproximadas de
uma equacdo: Métodos numéricos e Métodos analiticos. Essa monografia dedica-se ao
segundo.

A aproximagdo analitica ¢ obtida quando algum parametro do problema é pequeno, dai
vem o nome “M¢étodos de Perturbagdo”. Métodos de perturbacdo e método numéricos, nao
competem entre si, ao contrario, completam-se.

Além de obter bons valores numéricos para a solucdo da equacao esse nao € o Unico
objetivo de um método de perturbagdo. Espera-se normalmente que a analise revele alguma
propriedade ou ponto de vista interessante sobre o fenomeno fisico que esta sendo modelado.

Determinar uma aproximagdo por métodos de perturbagdo, entretanto ndo ¢ uma tarefa
simples e direta. Durante um trabalho de pesquisa ¢ util que o pesquisador esteja aberto a
sugestdes vindas de interpretagdes fisicas. Nao existe um método de perturbagdo unico que
resolve todos os problemas, ou mesmo uma classe de problemas. Por isso € necessario que se
saiba explorar a hipotese de pequenez do parametro através de diversos métodos.

Essa monografia trata se especificamente dos varios métodos de perturbacdo existentes
para tratar do problema de determinar raizes aproximadas de equagdes algébricas nao-
lineares, e das dificuldades que possam surgir no emprego desses métodos.

O capitulo 1 descreve os dois métodos basicos, que sdo: O Método da expansdo e o
Método Iterativo. O capitulo 2 trata-se de raizes que tendem ao infinito. O capitulo 3 ¢ 4
mostra como adaptar os métodos para o caso de expansdes em poténcias nio inteiras e
logaritmos respectivamente. O capitulo 5 trata-se da verificacdo da convergéncia da solugdo
aproximada. O capitulo 6 aplica um método de perturbagdo a um problema de autovalor em
sistemas nao lineares.



cApriTuLo 1 - ITERACAO E ExPANSAO

Partiremos de uma equagdo na varidvel x contendo o pardmetro [/
X+ 0O0x-1=0

essa equacao possui solugoes:

-0t,0%+4 2 -
B T e P Tk
2 2 V4 4 2 4

paral//pequeno, podemos expandir esta solucdo na série de poténcias:

{ 1 1 1

+1-=0+-0%-—0*+0(0°)
I 128
Lo 1
0-1-20+-0%-—0%+0[0¢)
i 2 8 128

Esta expansao ¢ convergente quando |[] < 2.

Mais importante que a convergéncia ¢ o fato de que as séries truncadas sdo uma boa
aproximacao quando /¢ pequeno. O exemplo abaixo mostra que os primeiros termos da série
ficam a 3% da solu¢ao exata.

<005 05 1,2 16
x o= o1- toe e o Lgey o
2 8 128

O tltimo valor de (1,6) ndo esta muito longe do limite da convergéncia.
De outro modo, se fixarmos o valor de [/ =0, 1, os primeiros termos sao:
x~1,0
0,95
0,95125
0,95124921
0,95124922... (solugdo exata).

Com freqiiéncia o esforco computacional envolvido nesses pequenos somatorios ¢
muito menor que o esfor¢o computacional para a obtengdo da solugdo exata.

Nesse exemplo iniciamos com a solu¢do exata e depois expandimos essa solugdo
numa série de poténcias. Contudo, na maioria dos problemas ndo ¢ possivel obter-se a solugdo
exata. Estamos interessados, portanto, em desenvolver métodos que determinam a expressao
aproximada diretamente.

Existem dois métodos basicos para a determinagdo das aproximagdes: O método
iterativo e o método da expansao.



Iremos agora estudar os dois métodos apontando vantagens e desvantagens de cada
um.

O MeTopo ITeEraTIVO

O primeiro passo do método iterativo € a reorganizagdo da equacdo original
transformando-o em uma func¢ao de iteracao. Essa funcdo sera a base do processo.

Este primeiro passo envolve uma certa quantidade de inspiragdo que
consequentemente ¢ apontado como o maior defeito do método.

Uma reorganizagdo conveniente da equacdo anterior €: x= t+/1- [0 x

Qualquer solugdo para a equagao original € solugdo desta equagdo reorganizada e vice-
versa.

Vamos adotar o processo iterativo nos preocupando apenas com a raiz positiva.

X, =41 0x, Para iniciar o

processo iterativo ¢ necessario primeiramente um ponto inicial que ¢ o valor da raiz quando [/

= 0, Xo = 1.
Fazendo a primeira iteragdo temos: x, = +/1- [, a expansdo em série de Taylor em
torno de x, = 1 é:
X, = l-lD -lDZ-iD3+
2 8 16

Observando a solugdo exata, vemos que [F e os termos mais altos estdo errados.
Consequentemente truncaremos a série dada por x;, depois do 2° termo:

xIZI-%Dh..

Prosseguindo, para uma proxima iteracdo temos:
xo= f1-0 - 2of
0 2 0

que podem ser expandidos dessa vez restando apenas os termos até [7.

1 1 1
x,=1-=0(0-=0)-=0%(1+.)*+ ..
) > ( 2) 2 ( )
- 1-toslpes
2 8

Notamos agora que o termo de [ estd agora correto depois de 2 Iteragdes.

Iterando novamente:

%:Jkua-%u+%nz



L1 1, 1,1 1
=1-—00-—=-0+=-0%-=-0%0-=0+.)"-—=—0°A-.)+..
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x3:l-5|] +§D2+ 0D3+...

Podemos observar que para se obter os termos de ordem mais alta pelo método
Iterativo se requer um pouco mais de esefor¢co. O método tem também a caracteristica
indesejavel que nas primeiras iteracdes aparecem valores errados para os termos de ordem
mais alta. Pode-se apenas verificar se um termo esta correto fazendo-se mais uma Iteracdo, o
que € convincente mais ndo ¢ uma prova rigorosa.

O MEeTopo pa ExpansiAo

O primeiro passo para o método da expansdo ¢ fixar [J = ( e encontrar raizes nio
perturbadas x = £ 1, entdo faz-se uma expansao de uma dessas raizes. Por exemplo: x =+ 1, a

partir dai se supde que a solug@o pode ser expressa pela expansao:
x@)= 1+ 0 x,+ 0% x,+ 07 x, +
onde x,, x, etc.sdo coeficientes a serem determinados.

Esta expangao ¢ substituida dentro da equagao original:
1020+ 02 (x]+ 2x,)+ 07 (2x,x, + 2x,) ...
t0+02 x4 07 x, ¢+
-1
=0

Aqui se ignora a dificuldade Poténcias de se fazer a substitui¢ao e as limitagcoes de
multiplicar as séries termo a termo. Os coeficientes das poténcias de [/ dos dois lados da
equacdo sdo agora comparadas de onde se obtém [7: I - I = (. Este nivel é satisfeito
automaticamente por que comec¢amos a expansao a partida calor correto x = /.

Para [7: 2x,+ 1= 0 que levaa:x, = - —

1
Para [F: x},#2x,+ x,= 0 quelevaa:x, = —
O valor de x; determinado no passo anterior foi usado
Para [F: 2x; x> + 2x;5 + x>, = 0 isto é: x; = 0.
Novamente foram usados os valores de x; € x; determinados nos casos anteriores.

O método da expansao ¢ muito mais facil que o método iterativo quando se trabalha
com ordens mais altas. Para usar o método da expansdo, contudo € necessario supor que a



solucao pode ser expandida em poténcia de [/, e as substitui¢des e manipulacdes algébricas
sao permitidas.

CarituLo 2 - PerTURBAGOES SINGULARES E MubpANGgA DE EscaLa

Estudaremos nesta se¢do a equacao quadratica:
[K+x-1=0

Se [/ = 0, teremos uma raiz x = I, quando [/ Z 0 teremos duas raizes. Este ¢ exemplo
de um problema de perturbacao singular, em que a solu¢cdo com [/ = 0 ¢ diferente da solugdo
com [/ - 0.

Problemas interessantes sdo freqlientemente singulares. Quando ndo sdo singulares
dizemos que sao regulares.

Para analisarmos o comportamento da 2.* raiz, nds pegamos as solu¢des exatas para a

equacdo quadratica e expandimos para [J/pequeno (que converge para [| < 2 ).

As duas raizes sdo:

1-0+20%-50%+...

X = { -Dl-1+u -20%+50°% +..

desta forma a segunda raiz singular tende parax = -~ ® dentro do limite /7= 0.

Solugoées singulares no Método Iterativo

Para desenvolver a funcao de iteragdo que leva a solugdo singular raciocinou-se da seguinte
forma:

Vamos conservar a 2. solu¢do que governa a equagdo quadratica. E necessario que o
termo [k’.seja mantido como termo principal ao invés de uma pequena corre¢do

No entanto x serd necessariamente grande. Entdo se induzirmos a ordem de —/ termo
na equac¢ao e negligenciando-o quando comparado com o term x, isto €é:

[i? + x~0 que possue solugdo x~ - 7

Portanto eles sdao induzidos reajanjando a equagao quadratica:
1

1
X=-—+—
0 0Ox

€ 0 processo interativo:



comegando pelo ponto X, = - R

Iterando encontramos:
x,=-0 |
e iterando novamente:
0! - —1

1+ 0
-0 -1+ 0+

Xy, = -

precisamos obter posteriormente o termo /7.

Solugoes Singulares no Método da Expansao

O método da expancao pode ser também aplicado para raizes singulares,fazendo a
série de poténcias iniciar no termo [J™'. A maneira de se determinar o primeiro termo dessa
série, serd vista a seguir.

Substituindo:

x(@)=07"x + x4 0 x, + ...

Temos:

070 X2+ 200, x4 0 (2, x, + X))+ ...

07 x4 x4 0x + .

-1

=0

Comparando os coeficientes de [/, temos:
Em0"': x3+x,=0 istoé x,=-1oud.
Ignoraremos a raiz x_;=0, pois ¢ uma raiz regular.
Em0°%: 2x x,+ x,-1=0, istoéx,=-1
Em0': 2x x,+x;+x=0 istoéx =1

Onde em cada etapa os valores x, previamente determinados foram usados.

MubancA pe EscALA No METobo pa Expansio



Em vez de comegarmos a expansido com o termo incomum /7, uma idéia muito util
para problemas ¢ a mudanga de escala das variaveis antes de fazermos a expansao.

Entdo fazendo a seguinte mudanca de escala

xX=—

0
Na equagdo originalmente singular em x produz a seguinte equagdo em
X?- X-0= 0,0 qual éregular.

Entdo o problema de encontrar um ponto inicial correto para a expansdo pode ser visto como
um problema de fazer convenientemente uma mudanca de escala que regulariza como um
problema regular.

Existe um procedimento simples para encontrar toda as mudangas de escala tuteis. O
primeiro passo é uma mudanca de escala geral com fator de escala 0 ().

x=0X
Com X de ordem estritamente unitario com//— 0. Infelizmente a notacdo X = O(I) ndo
descreve bem essa faz limitagao sobre X, por causa de O(1),; X pode desaparecer quando [/—

0, entdo somos forcados a adotar a notagao X = ord (1), para dizer que X ¢ da ordem de /
unidade quando [/— 0.

Fazendo a mudanca de escala na equacao quadratica, temos:
06°X*+0X-1=0

Agora analisaremos o equilibrio dominante desta equag¢do para 0 de diferentes
magnitudes. Comegaremos procurando uma mudanga de escala com 0§ muito pequeno
progredindo para J muito grande.

e 0<<l, se 0 ¢é muito pequeno, o lado esquerdo desta equacio ¢

06°X*+0 X-1= pequeno+ pequeno- 1.

Esta ndo se pode valer o zero no lado esquerdo, desse modo 0 pequeno ¢ uma
mudanca de escala inaceitavel.

A medida que ¢ ¢ aumentado, o termo X que primeiro quebra o dominio do termo / e
isto ocorre quando d = [; portanto a extensdo da mudanga de escalad inaceitavel é § <</
como declarado acima.

e § =1,0lado esquerdo da equagio é agora: 0 0 X+ § X - 1= Pequeno+ X - 1.

Entdo se pode balancear o zero do lado direito, o que nos dé a raiz regular X = -7 +
pequeno.

e 1<<{§ << se d éum pouco maior que 1, entdo o termo x domina o lado esquerdo da
equacao

(062X% +0 X-1)/0 = peq.+X +peq.

Isso s6 pode igualar a zero sobre § se X = 0 + peq. o que viola a restri¢do de que X €
estritamente de ordem 1. Essa mudanca de escala portanto nao ¢ aceitavel.

« 0 =0 Olado esquerdo da equacdo dividido por 4§ * é:



(00 2X* +0 X -1)/00 % =X* +X +peq.

Isso pode ser igual a zero dividido por 0§ * se X =-1+ peq., o que leva a raiz regular, ou X =
0 + peq. o que ¢ aceitavel.

e ' << finalmente quando ¢ muito grande, o lado esquerdo dividido por [1§ > é:

(00°X* +0 X—1)/06 > =X* + peq. + peq. Isso s6 pode igualar a zero se X=1,0 que
¢ uma mudanca de escala inaceitavel.

Exercicio 1.2

Encontre as mudancas de escala ¢ as raizesde 02 x* + x*+ 2x+ 0= 0.

Agora encontre 2 termos de aproximagao das raizes.

CAPITULO 3 - POTENCIAS NAO INTEIRAS

Nesta secao estudaremos a equagdo quadratica:
(1-0)x*-2x+1=0

Comecaremos agora com o método da expansdo. Fixando [/ = (0 encontramos a
solugdo ndo perturbada x = /. Da maneira usual, fazendo a expansdo em poténcia de [/temos:

x@)= 140 x+0% x,+ ...
Substituindo na equagdo original tem-se:

1#0 2x,+ 07 (2x, + x7)+ ...

-0-0%2x,+...
-2-02x-0%2x,+...
+1

=0

e comparando os coeficientes de mesma ordem de U teremos

[r:.1-2+1=0,

que ¢ automaticamente satisfeita pois iniciamos a perturbacao corretamente em torno
dex = 1.

Para [7: 2x;- 1 - 2x;= 0
Esta equacgdo ndo ¢ satisfeita para nenhum valor de x;, exceto parax; = @ .

Para encontrarmos a causa da dificuldade, observaremos a solu¢do exata da equacao
que é:




Pegando a raiz positiva e expandindo para [/pequeno, temos que ela

sera expandida em poténcias de DE.Logo podemos fazer a expansdo na

poténcia ndo inteira % que leva a:

1 3
x(D):l+|]2xl+Dxl+D2xé+...
2 2

Substituindo esta expansdo na equagao original temos:

1 3
1#022x,+0 Qx, + x7)+ 02 (2x, + 2x, %)+ ...
2 2 2 2
3
-0-022x,+...
2
1 3

-2-022x,-02x-022x,+...
2 2

=0

Comparando os coeficientes de D% temos: [/ :1-2+1=0queé

1

automaticamente satisfeito para: 0 %:2x, - 2x, = 0
2 2

e o X X, o« .
Esta ¢ satisfeita para qualquer valor de % . Note que % nao ¢ determinado em % , mas
=tlex, |

1 2
. + - - = ~ .
0°:2x, X, 1-2x=0 ¢ nao determinado nesse
2

) X
prosseguindo temos em onde !

2
nivel.

Continuando neste caminho:

N | W

parall® :2x; + 2x, x, - 2x, - 2x;, = 0

3
2 2 2 2
-1 ’ X4 X3 4~ .
onde x, = 1, para as duas raizes de " . Enquanto "3 ¢ ndo determinado.
2 2

ntl

. ~ X , . . , n r
O atrazo na determinagdo de "7 no nivel maior [ 2 a0 invés de 2 mostra que ¢
2

requerido um pequeno trabalho extra. Existe também o perigo uma de que no nivel seguinte
ndo seja possivel satisfazer a equacdo e a solug@o geral ndo ser valida, como acontece no nivel

[Jda expansdo em poténcias de [/errada.
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Como DescoBrIR A SEQUENCIA DA ExPANSAO

No exemplo anterior o método da expansao foi corrigido a partir da observagao da
solucdo exata. Resta ainda o problema de como determinar uma de expansdo quando a
solucdo exata ndo ¢ conhecida.para resolver esse problema, a expancdo serd expressa da
seguinte forma:

xU)=140,0)x, +0,0)x, + ...

Onde os 0 ; sdo fungdes desconhecidas de U e se exige
1>>9,0)>>0,0)> ex;.x,....= ord(1) quando - 0
Substituindo na equagao original temos:
1420, x,+07x7+20,x,+20,0,x,x,+05 x>+ ...
-0-200,x-0087x7-200,x,+ ...
-2-20,x,-20,x,% ...
t1
=0

A ordem de grandeza relativa de alguns dos termos ¢ clara, isto ¢,
20, x,>>8 x] e 20,x,>>28,x, pois 1>>0, e d,>> 0§, respectivamente. Entretanto

. . , . 2 2 .
existe uma consideravel incerteza entre os termos 0, x; e 20, x,. Retirando os termos que se
cancelam, chega-se a:

G2xl+20,0,x,x,+0; x5+ ...
-0-200,x-00x"-20,x,+..20
Usando 1>>0,>> 0, podemos observar que o termo mais importante de cada uma
das duas linhas é: § / x/- 0 .
Portanto existem trés possibilidades de balanceamento:
oud’ x'=0sed] >0
oud x'-0=0sed =0

ou-0=0sed; <<l

Claramente a ultima opg¢do ¢ inaceitdvel, assim como a primeira, uma vez que nos
requerermos x; = ord (1).

Dai concluimos que:

1
0,=0% e x;=¢1
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Removendo esses dois termos lalanceados, os termos mais importantes passam a ser:
20,0 ,x,x, e 200, x,.Repetindo novamente o raciocinio:

1
Ou2024,x,x, = 0sed,>>0

1 3
oU2024,x,x, - 20%x = sed, =0

3
OU-202x =0sed, <<l
A Unica op¢do aceitavel é 0, = 0 e x, = 1 (para ambas as raizes x;).

Pelo que foi visto acima a determinagdo da seqiiéncia de expansdo envolve alguns
detalhes intermedidrios desajeitados, na pratica pode-se fazer duas etapas para a determinacao
de 0, e 0, respectivamente, da seguinte forma:.

1
Primeiramente substitui-se x= 1+ 0J,x, e se chega a § =p2- Depois, substitui-se
1

1
x= 1402 X +0,x, ©5€ chega a 0, =0 . Partindo do problema em estagios: um considera-se

em cada estagio o menor termo com ordem de grandeza indeterminada.

MEeTopo ITErATIVO

A superioridade do método iterativo pode ser notada nos casos onde a poténcia da
expansao ¢ desconhecida. Um arranjamento conveniente da equagao original €:

(x-1)*=0x°

A qual nos leva ao processo iterativo

N | =

= 1t0?% x

ntl n

X

Comegando com X, = 1 araiz positiva é:

1 1
x, =102 e x,=1+02+[0 ©sse método ¢ mais rapido, e mais direto.

CAPITULO 4 EXPANSOES LOGARITMICAS

Vamos encontrar a solugdo em [l -~ 0 (para valores positivos) na equacao
x07*=0

Uma das raizes ¢ proxima de x = [/, o qual ¢ facilmente obtido. A outra raiz torna-se
grande a medida que [l -~ 0 e teremos um pouco mais de dificuldade em encontra-la.
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Concentraremos nosso esforco na raiz maior. Como a expansdo dessa raiz ¢
desconhecida, empregaremos o método iterativo.

1, :
Observemos primeiro que para [J pequeno ([ < 1 ¢ suficiente) a raiz deve estar entre
X = ln(Dl) (paraoqualxe " =1 ln(Dl) >0)ex=2 ln(Dl) (paraoqual xe * =0° 2ln(Dl) <O).
Nessa faixa de valores de x, o fator x apenas duplica enquanto que o fator ¢™ diminui
em uma ordem de grandeza de [/ para o qual [” Logo podemos ver o fator x como que

variando lentamente e concentrar na variagdo rapida do fator e¢™. isso sugere a seguinte
reorganizagao da equagado original:

e'x:D_
X

Levando ao esquema iterativo:

X, = ln(%)+ Inx,

. ) ) 1
Além disso, para as observagdes acima ¢ claro que a raiz deve estar perto de In (D_)

quando /¢ pequeno.
1
Logo comegaremos a iteragdo partindo de x, = In (D—).
Entao:
1 1
x,=In(=)+Inln(=)= L, + L,
0 I
onde temos introduzida a notagdo taquigratica:
1 1
L =In(=) e L,=Inln(—)
0 0
iterando novamente:

0 L 0
x, = L+ IngL, (14 _2)D
0 LT

2
:LI+L2+i— Ly ¥
L 2L

€ novamente:
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0 L L 2L
X3 L+ InOL (1+ 2+ 2= )=
: L L} 20
L L L’
=Lt Lyt (- 2 -2
b (Ll 2L 2Lf)
l L2 L2 2 1 Lz 3
- (=t —=+ ) (=4 )
2(1:1 3 ) 3(L] )
’ -lL§+L2 lL32—§+ L
= L+ L+ =%+ 2 5 3 32 L
L L L

A expansdo necessaria para ser usada no Método da Expansdo ¢ claramente mais
dificil de adivinhar.

Além disso, o método iterativo produz mais de um termo a cada iteragdo.

I, . . . .
A presenga do In In (D_) significa que sdo necessarios valores de /7 muito pequenos

para alcancar uma boa precisdao numérica nas expressoes aproximadas. Em situa¢des normais,
espera-se uma precisdo razoavel para [/ < (0,5 ou, na pior das hipoteses, para [/ < 0,1.

1
Entretanto, para In In (D_) > 3 necessita-se de [7< 10 .

O quadro mostra a porcentagem de erros em varios U com os primeiros cinco termos
da aproximacao da raiz grande ou equacdo transcendental.

1

a L, +L, +L,/L, —ELg/Lf + L, /L
10 36 12 2 4 0,03
10 24 3 0,02 0,04 0,04
107 19 1 0,04 0,1 0,001

O quadro mostra que uma exatidao aceitavel ¢ alcancada apenas com muitos termos
por aproximagdo, ou valores de [/ extremamente pequenos. O quadro também mostra uma

. 1 . .
outra caracteristica comum da expansdo, envolvendo Inln (D—). Que ¢é imprudente partir

(- EL; /L,)/ L’ em dois termos, pois o erro ¢ piorado na primeira parte antes que ele seja

diminuido com a adi¢do da segunda parte pelo menos para valores de [/ nado
astronomicamente pequenos.
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CAPITULO 5 PONDERAGAO SOBRE CONVERGENCIA DAS
EXPANSOES

O método da expansdo nos dé pouca oportunidade de provar que uma aproximagao
converge.

Em problemas diretos a forma do n-ésimo termo ¢ conhecido, e pode-se verificar se a
expansao ¢ consistente. Em alguns problemas muito particulares podes-se exprimir a forma
geral do n-ésimo termo e achar um limite superior para esse termo e, portanto, provar a
convergéncia da expansdo. Entretanto, no caso geral nao € possivel obter-se a forma geral do
n-ésimo termo, portanto ndo ¢ possivel provar a convergéncia.

O método iterativo nos dd uma simples prova de convergéncia. Suponha que x = x.
seja raiz da equacdo X = f(x) onde f ¢ usado no processo iterativo X,.; = f(x,). Uma das
iteracdes levarda x= x.+0 paraf(x.+0)=x+0 f'(x.)+00) se 0 for pequeno. Uma
iteracdo diminuird o erro se | f'(x.) < 1.

Logo, pelo teorema da contragdo, o processo iterativo converge para a raiz x se
| f'(x.)|< 1 e se aiteragdo é iniciada perto da raiz.

Das secgdes anteriores, sdo sistemas iterativos que convergem:

Em §1.1 f=+1-Ux comux,~1 assimf'(x*)~—%D

Em§1.2 f-= comux, ~-1 assim f'(x.)~-1[

1 1

s

0 Ox
1

1
Em g13 £=1402x comx, ~1 assim f'(x.)~0>

Em§14 f-= ln(Dl)+ In(x) comux, ~ ln(Dl) assim f"'(x,) ~1/ ln(Dl)

O sinal negativo de f nos dois primeiros casos significa que o erro troca de sinal, e que
duas iteragdes sucessivas cercam a solu¢do. Também, a partir da ordem de grandeza de f
pode-se determinar quantos termos estardao corretos depois de um certo niumero de iteracoes.

CAPITULO 6 METODOS DE PERTURBAGAO EM PROBLEMAS DE
AUTOVALORES

perturbacdes de primeira ordem

Nesta sec¢do, consideremos o problema do autovalor A associado com o auto vetor x.
Ax + [IB (x) = Ax
Para que seja de uma equagao algébrica, 4 deve ser uma matriz.

Como [/B(x) é uma pequena perturbacao, nao € necessario que B(x) seja linear.
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Buscamos auto solugdes perturbadas para auto solugdes imperturbadas com autovalor
a ¢ um auto vetor associado e:

Ae = ae

Se a Matriz 4 ndo ¢ simétrica a sua, transposta e tera um auto vetor diferente e’
associado ao autovalor.

e'A= ae'

Inicialmente restringiremos nossa atencao para o caso onde a ¢ uma raiz simples com apenas
um autovetor independente e. entdo, e' ¢ ortogonal a todos os outros auto vetores de 4.

Apresentamos a expansao em poténcias de [J comegando por uma autosolugcdo nao
perturbada.

x()=et 0 x,+0°x,+..
A0)=a+r DA +0%0,+..
Substituindo na equagao e comparando os coeficientes de [/ temos:
Para [7°: Ae = ae automaticamente satisfeita.
Para [7: Ax; + B(e) = ax;+Ae
E 1til rearranjar a equagio para:
(A-a)x; = Ase - B(e)

O lado esquerdo desta equacdo pode ndo ter componentes na dire¢do de e, pois para
todo x

e [(A-a)x;] =[eA-a)]x;=(a-a)e.x;=0

Usando a propriedade do auto vetor €’ logo ndo pode existir solugdo da equacdo para
x; amenos que o lado direito também nao tenha componentes na direcdo e, isto é:
e.[Ae-B(e)]=0
Logo encontraremos a primeira perturbagdo do autovalor:
) - e’ f? (e)
e .e

Note que esta expressao mostra que se B(e) ¢ ndo linear os autovalores nao sao
independentes da magnitude do autovetor.

Vamos retornar a equagao para X; e substitur a expangao para A, para dar

t

(- a)x, = - Be)+ 2 e - pe),
e .e

onde a notacdo B(e), foi introduzida para a parte de B(e) perpendicular a e. Agora que o lado

direito ndo tem componentes na diregdo de e ¢ possivel inverter (4 - a) para obter uma

solugdo para x,, todavia esta solucdo nao ¢ unica por que € possivel adicionar um multiplo de

valor arbitrario e em x;, sem alterar (4 - a)x;. Logo, com k; sendo um escalar arbitrario

X; = - (A - a)‘l B(e)1+k1e
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Quanto a inversa (4 - a)”’ existe no espaco ortogonal a e. Se a descomposi¢do completa de 4 é
conhecido x; pode ser representado por um somatorio sobre todos os autovalores de e?.

e e B(e)
X = Z i(a-a?) (e ")

e’ + ke
Isso completa a perturbacao de primeira ordem.

6.2 PerTURBAGOES DE SEGUNDA ORDEM

A perturbagao de segunda ordem ¢ governada por:
AX2+B] = ax; + A/X] + /‘ge

Agora [JB; é a mudanca de ordem U de B(e) para B(e+/x,;) . Se B é linear, entdo B, =
Bx,. Se B ¢ ndo linear, entdo B, = x; B’(e) onde B’ ¢ a primeira derivada de B. Rejeitando a
equagdo para X temos:

(A-a)X2:A26+A1X1-B1

Assim como no problema para x;, devemos requerer que o lado direito ndo tenha

componente na dire¢do de e. Isso leva para a segunda perturbagdo do autovalor
1= e' (B, -1x)
? e'.e

assim, com um escalar arbitrario k,, a segunda perturbacio do autovetor é

X, = —(A - a)'] (B]- A]X])] + kze

Vimos nas expressdes para A, e X;que seria conveniente para retirar a nao unicidade de
x; requerendo que ele ndo tivesse componetes na dire¢do do autovetor ndo perturbado isto ¢ e’
. X; = 0. Em alguns problemas todavia ¢ preciso uma normaliza¢do mais conveniente.

Se a decomposi¢do completa de 4 ¢ conhecida, e também se B ¢ linear, o resultado de
A; pode ter tem a forma familiar.

) (e'.Be) (e .Be)
2 Z i(a- a‘f))(e(”’.e“))(e’.e)

O caso pe Raizes MuLTiPLAS

Suponha que o autovalor a de A estad associado a mais de um auto vetor nao-
degenarado independente e;. e; ... e,. Consideraremos a perturbacdo em torno de um autovetor
genérico no auto-espago.
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n
xzz, a.e+0x +..
i=1 Lt

A=atDh + ..
substituindo na equag¢io e comparando os coeficientes de mesma poténcia [ produz em [7.
(4- a)x, = /‘12 e 00T B(Z o 0e)

No caso de raizes multiplas, o lado esquerdo nao pode Ter nenhuma componente do
auto espago, logo podemos requerer que o lado direito ndo tenha componentes em nenhuma
das dire¢des independentes e;. Isso produz:

ef.B(z 0.e) /(e .el)

Alal

Alan e;B(Z i aiei) / (e;'en)

Estas equagdes formam um novo problema de autovalor no auto espago de A para
encontrar o novo autovalor A; e autovetor 0. Se B e linear existira n autovalores e, exceto em
casos degenerados, n auto vetores independentes. Se B ¢ ndo-linear, ¢ possivel que nao
existam autovalores.

Em tais casos o auto-problema original ndo serd auto-solucdes perturbadas no auto-
espaco do problema nao perturbado.

O caso pe Raizes muLTIPLAS DEGENERADAS

Raizes multiplas degeneradas podem levar a uma expansdo em poténcias ndo inteiras
de [J. Considere a auto-solu¢do degeneradas da forma normal de Jordan.

Ae, = ae,
Ae, = ae, t c,e,

Ae

n

aen * cnen-l

entdo se a perturbacdo [/B(e) tem um componente na direcdo e,, como [/B,, expancao
/4 ~ M 1 . r
terd poténcias de [n>isto &

1 2
- n " (n-1)/n
x(e)= e+ 0" x,e,t 0" xje;+ ...+ 0 x,e, t...
1

M)z atOm A+ ...
Com solucao

- -2 - n1
X, = A e,y xy=A[/cyey, oo X, = A ey
1

eld, = (c,e5...c,B)"
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se os componentes de //B(e) desaparecem nas direcoes de e€x:;,€.5 ...,€, entdo a expansao tera

. 1
poténicas de 0k-
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