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Resumo

Este trabalho faz um estudo sobre equagoes diferencas, enfatizando as equacoes
diferengas lineares homogeéneas com coeficientes constantes, especialmente as de segunda
ordem.

Em seguida, como aplicacao estudamos um modelo que ilustra a propagacao anual
de certos tipos de plantas. Neste caso, a equacao diferenca linear homogénea de segunda

ordem com coeficientes constantes
p(n+2) —aoyp(n + 1) — fo*y(1 — a)p(n) =0,

onde p(n) denota o numero de plantas em qualquer geracao n desejada e o, (3, v e @
sao constantes nao-negativas, modela o problema considerado. A propagacao anual de
plantas é assegurada por meio de condigoes estabelecidas sobre as constantes «, (3, v e

o, a partir do estudo das raizes da equacao caracteristica associada a equagao diferenca.



Abstract

This paper studies about difference equations, emphasizing the linear homoge-
neous difference equations with constant coefficients, specially the second order ones.

As an application we studied a model that describes the annual propagation of
certain types of plants. In this case, the linear homogeneous second order difference

equation with constant coefficients

p(n+2) — aoyp(n + 1) — Bo*y(1 — a)p(n) =0,

where p(n) denotes the number of plants in any generation n desired and «, (3, v and
o are non negative constants, models the considered problem. The annual propagation
of plants is assured by established conditions over the constants «, 3, v and ¢ from the

study of equation characteristic roots associated to the difference equation.
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Introducao

Nas equagoes diferenciais ordinarias a variavel independente é continua. Quando
a variavel independente, ao invés de continua, for discreta, isto é, as grandezas forem
medidas em instantes isolados, formando uma seqiiéncia, entao fazem com que as equacoes
diferenciais nao tenham mais sentido, sendo substituidas pelas equagoes diferencas.

Cada valor da variavel independente é um ponto, e a diferenga entre um valor
e o imediatamente anterior é chamado de periodo. Aqui consideramos periodos de uma
unidade. A variavel independente por ser inteira representa geralmente um tempo dis-
creto como por exemplo, um ano ou um mes.

Estas equacoes tém sua importancia em sistemas nos quais o comportamento
futuro depende do passado e nao existem derivadas envolvidas tais como, problemas
de economia, biologia, combinatoria, probabilidade e eletromagnetismo computacional.
As equagoes diferencas ajudam a prever o crescimento populacional, com a utilizacao de
certos parametros tais como, nascimento e natalidade, podendo assim estimar a populagao
futura resolvendo um modelo de equacgoes diferencas. Assim, modelos propostos, tais
como: a propagacao anual de plantas, a transmissao de informacao, o crescimento de
populagoes de coelhos e a dinamica de populagoes de baleias, que podem ser encontrados
em Boyce e DiPrima(2000); Elaydi (1996); Goldberg (1986) e Levy e Lessman (1992) sao
traduzidos matematicamente por equagoes diferencas que se enquadram em um dos tipos
propostos neste estudo.

O capitulo 1 inicia-se com alguns conceitos basicos que serao uteis ao desen-

volvimento dos capitulos seguintes. Define-se equacao diferenga, discute-se o problema



de valor inicial e descreve as equacgoes diferencas lineares homogéneas com coeficientes
constantes.

No capitulo 2, sao estudadas as equacoes diferencas lineares de segunda ordem
com coeficientes constantes. A solugao geral é obtida a partir de um conjunto fundamental
de solucoes.

Partindo dos resultados dos capitulos anteriores, no capitulo 3 determina-se um
conjunto fundamental de solugoes por meio do estudo das raizes da equacao caracteristica

associada e como aplicagao estuda-se um modelo para a propagacao anual de plantas.



Capitulo 1
Conceitos basicos

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos sobre equacgoes diferencas
e algumas propriedades das solucoes das equacgoes diferencas lineares com coeficientes

constantes.

1.1 Definicao de Equacao Diferenca
Definicao 1.1.1. Uma equac¢dao diferenca é uma relagao da forma
F(n,y(n),y(n+1),....y(n+k—1),y(n+k)) =0, (1.1)

onde F' é uma fungao real de k + 2 variaveis assumindo valores reais.
Uma fungao x : S C Z; — R é dita uma solugdo de (1.1) sobre S se os valores

de x reduzem a equacao diferenca a uma identidade sobre S, isto é,
F(n,z(n),z(n+1),...,2(n+k—1),z(n+k) =0, VYneS.

Se uma fungao é uma solucao de uma equacao diferenca, dizemos que ela satisfaz

a equacao diferenca.

Definicao 1.1.2. Uma equacao diferenca linear sobre um conjunto de valores S =

{0,1,2,...} é linear se pode ser escrita na forma:

fom)y(n+ k) + filn)y(n + k= 1) + ...+ fima(n)y(n + 1) + fr(n)y(n) = r(n), (1.2)

3
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onde fo(n), fi(n), ..., fr(n) e r(n) sdo fungodes reais de n definidas em S.
A equagao (1.2) é de ordem k se fy e fr s@o ndo-nulas em S.

Se r(n) é identicamente zero sobre S, entao a equagao

folmy(n+ k) + filn)y(n+k = 1)+ ...+ fima(n)y(n + 1) + fr(n)y(n) =0,  (1.3)

é chamada equacao diferenca linear homogénea. Caso contrario, é dita nao-homogénea.
Se em (1.2) as fungoes fo(n), ..., fr(n) forem constantes sobre S, dizemos que a

equagao (1.2) é linear com coeficientes constantes. Escrevemos entao,

foy(n+k)+ fiyn+k =1+ + fioy(n+ 1) + fiy(n) = r(n). (1.4)

Quando o coeficiente de y(n + k) for diferente de 1, por conveniéncia pode-se
dividir a equacao por esse coeficiente. Em geral, se a equagao linear é de ordem k e fy é

diferente de zero, entao pode-se dividi-la por fy e renomear seus coeficientes, ou seja,

I R S S S
fo’ fo’ for Jo " o
Assim, obtém-se:
yin+k)+ayn+k—1)+...+a1y(n+ 1)+ apy(n) = g(n). (1.5)

Com essa notagao, pode-se escrever de forma geral as equacgoes diferengas lineares

com coeficientes constantes de ordem 1, 2 e 3 da seguinte maneira:
y(n+1) + a1y(n) = g(n);

y(n+2) + ary(n + 1) + agy(n) = g(n);

y(n+3) +ay(n+2) + awy(n+1) + asy(n) = g(n).

1.2 O Problema de Valor Inicial

Considere a equacao (linear, homogénea, de primeira ordem, com coeficientes

constantes)

y(n+1) = ay(n), (L6)
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a # 0 uma constante. Fixado arbitrariamente um nimero y(0) (o qual chamaremos de

valor inicial) temos:

y(1) = ay(0), y(2) =ay(1) =a’y(0), y(3)=ay(2) =da’y(0),...,y(n) =a"y(0).

Dizemos entao que y(n) = a"y(0) é solucao para a equagao (1.6), com valor inicial y(0).
Considere a equagao

yn+1)=y(n)+b, (1.7)

onde b é uma constante nao nula. Temos

y(1) =y(0) +0b, y(2)=y(0)+2b, y(3)=y(0)+3b, ..., wy(n)=y(0)+nd,

ou seja, y(n) = y(0) + nb é solucdo para a equagao (1.7), com valor inicial y(0).

Agora, considerando a equacao
y(n+1) = ay(n) + b,

onde a e b sdo constantes nao nulas, e um valor inicial y(0), obtemos:

y(n) = a”y(o) + (1 -+ a+&2 + ...+ Cln_l)b

Portanto, a solugao da equagao y(n + 1) = ay(n) + b serd

1—a”
— a"y(0
y(n) = a"y(0) + 7—

y(n) =y(0) +nb, se a=1

b, se a#1

Observando, por outro lado, as seqiiéncias

cujo termo geral é y(n) = a"y(0), e

(y(0), y(0)+b, y(0)+2b, ...,y(0)+ndb, ...),
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cujo termo geral é y(n) = y(0) 4+ nb, identificamos uma progressao geométrica de razao a
e uma progressao aritmética de razao b, respectivamente.
Estes exemplos mostram o que chamamos de problema de valor inicial.

Em geral, considere a equacao

y(n+k) +pi(n)y(n+k—=1)+ ... +pey(n + 1) + pr(n)y(n) = g(n), (1.8)

em que pi(n), ..., pr(n) e g(n) sdo fungoes reais definidas para todo n em um conjunto
S tal que n > ng é um inteiro positivo.

Escrevemos a equagao (1.8) na seguinte forma

y(ntk) = =pr(n)y(ntk—=1)=pa(n)y(nt+k=2)—...=pr1y(n+1)—pr(n)y(n)+g(n) (1.9)

Ao fazer n = 0 em (1.9) obtemos y(k) em termos de y(k — 1), y(k—2), ...,

y(0), ou seja,
y(k) = —p1(0)y(k — 1) = p2(0)y(k —2) — ... — pr(0)y(0) + g(0).

E ao fazer n = 1 na equagao (1.9), teremos,

y(k+1) = =pr(Vy(k) —p2(y(k = 1) — ... = pre(D)y(1) + g(1).

Assim, é possivel avaliar todos os valores de y(n) para n > k.

Vejamos a seguinte ilustracao:

Exemplo 1.2.1. Considere a equacao y(n+3) — nLHy(n +2)+ny(n+1)—3y(n) = n,

onde n > 0 ¢ inteiro. Sabendo-se que y(1) = 0, y(2) = —1 e y(3) = 1, encontrar os

valores de y(4), y(5), y(6) e y(7).

A equacao dada pode ser escrita como

y(n+3) = yn+2) —ny(n+1)+3y(n)+n

n+1

Para n = 1, obtemos y(4) = 3y(3) —y(2) +3y(1) +1 =2
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Para n = 2, obtemos y(5) = 2y(4) — 2y(3) + 3y(2) + 2 = —?4

Bl wIN

Para n = 3, obtemos y(6) = 3y(5) — 3y(4) + 3y(3) + 3 = 2

(SN

Para n = 4, obtemos y(7) = £y(6) — 4y(5) + 3y(4) + 4 =2

Concluimos com o seguinte resultado:

Teorema 1.2.1. O problema de valor inicial
yn+k)+pi(n)yin+k—1)+ ... +pr_1(n)y(n+ 1) + pp(n)y(n) = g(n),  (1.10)

y(no) = ao,y(no +1) = ay,...,y(no+k —1) = ar (1.11)
onde a;s sao numeros reais, tem uma unica solu¢ao Y.

Demonstracao.

Para provar a existéncia, consideremos as condicoes dadas para os k valores iniciais
de y(no), y(no +1), y(no+2), ..., ylno+k—1)

Provaremos por indugao sobre k que o valor de y(n) é determinado.

Os valores iniciais determinam o valor de y(ng + k) unicamente. De fato, para

cada n = ng, temos:

y(notk) = g(no)=pi(n0)y(not+k—1)=pa(n)y(nt+k—=2)—...—pr-1(no)y(no+1)—pi(n0)y(no),

isto é, cada y(ng + k) é determinado.
Suponhamos por hipdtese de indugao, que y(n) é determinada para todos os n
valores acima e incluindo y(ng + j), onde j > k.
Basta mostrar que o valor seguinte y(ng + j + 1) é também determinado.
Observe que ng + 7 + 1 > ng + k, pois ng, j e k sao inteiros positivos.

Escrevemos entao a equagao diferenca com n =n; =ng+ 7+ 1 — k e obtemos:

y(no+j+1) = g(ni)—pi(n1)y(no+j)—. .. —pr-1(n1)y(no+j—k+2)—pr(n1)y(no+j—k+1)

Pela hipotese, os valores de y que aparecem do lado direito da igualdade sao conhe-
cidos. Ou seja, y(n) é determinada, a partir dos k valores anteriormente determinados.

Isto prova a existéncia.
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Para a unicidade da solu¢ao y(n), suponhamos que exista outra solugao y* do

problema de valor inicial (1.10) e (1.11), isto é,
y'(n+k)+pin)y (nt+k—1)+...+pea(n)y’(n+1) + pr(n)y*(n) = g(n)
y(ng) =ag, y"(no+1)=ay, ..., y(no+k—1)=ap
Usando a equagao (1.9) temos
y (no+k)=—py(n+k—1)—py'(n+k—2)—...—p(n)y(n) + g(n)

Considerando n > ng + k, teremos

y'(n+k) = —pi(no)y”(no +k —1) = pa(no)y*(no + k = 2) — ... = pe(no)y"(no) + g(no)
= —pi(no)ar—1 — pa(no)ar—2 — ... — pr(no)ao + g(no)
= —pi(no)y(no +k —1) = pa(no)y(no + k = 2) — ... — pr(no)y(no) + g(no)
= y(no+ k)
Conclufmos que y*(n) = y(n), ¥ n > no. O

1.3 Equacoes diferencas lineares homogéneas com coe-

ficientes constantes

Consideremos a equacao completa (linear, de ordem k, com coeficientes cons-
tantes)

yin+k)+ayin+k—1)+ ...+ ap1y(n+ 1) + ary(n) = g(n) (1.12)
e a equacao homogénea associada a (1.12)
y(n+k) +ayn+k—1)+...+apy(n+1) +apy(n) =0 (1.13)
em que aq, ..., Gx_1 € a sSao constantes.

Teorema 1.3.1. Se y;(n) e ya(n) sdo duas solugdes da equacao diferenca linear ho-
mogénea (1.13), entdo c1y1(n)+cayz(n) € também uma solugao para quaisquer constantes

C1 € Co.
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Demonstracao. Deve-se mostrar que se y; e y, satisfazem a equagao (1.13) logo
c1y1(n) + cayz(n) também é uma solugao.

Substituindo ¢1y1(n) 4+ cay2(n) no lado esquerdo de (1.13), logo:
c1y1(n+k)+coya(n+k)+ay [cryr (n+k—1)+coya(n+k—1)]+as[c1y: (n+k—2)+coya (n+k—2)]+

.t aafan(n+ 1) + cye(n + 1] + axlaiy(n) + coya(n)] =
alyiin+k)+ayp(n+k—1)+ay(n+k—=2)+ ...+ ap_1pn(n+ 1) + aryr (n)]+
clya(n+ k) + arya(n +k — 1) +agye(n+ k —2) + ... + ar_1y2(n + 1) + agya(n)] =0

Conclui-se que, a soma acima é zero, pois por hipdtese temos que y;(n) e yo(n)
sao solugdes de (1.13). Portanto, cy;(n) 4 caye(n) é também uma solug¢ao para quaisquer
constantes c; e cy.

O

O corolério a seguir assegura que pode-se adicionar mais de duas solucoes e ainda
ter uma solu¢ao da equacao (1.13). Isto é, se yi(n),y2(n),...,yx(n) sdo solugdes da

equagao (1.13), entao a combinagao linear finita

c1yi(n) + cay2(n) + czys(n) + ... + cryi(n)
é também solugao de (1.13).

Corolario 1.3.2. Qualquer combinacao linear finita de solugoes da equacao diferenca

linear homogénea (1.13) é também uma solugdo desta equagdio diferenca.

Demonstracao.
Y(n) = cyi(n) + caya(n) + ... + cryx(n)
é uma solucdo da equagao homogénea (1.13).
Sabe-se que y;1(n), y2(n), ..., yx(n) também sao solugoes de (1.13).

Observe inicialmente que se y;(n), i = 1,2,..., k, é solucao de (1.13) entao

vin+k)+ayn+k—1)+...+apyi(n+1)+ayi(n) =0, Yi=1,2,...,k
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Observe ainda que para k = 2, Y(n) = ciymn) + cayz(n) é solugao de (1.13) de
acordo com o teorema 1.3.1.

Por indugao sobre ¢, suponhamos que

Y(n)=cyi(n)+ ...+ cpyp(n) = Z ciyi(n)

seja solugao de (1.13) e mostremos que

k+1

Y(n) = Z ciyi(n)

também serd uma solugao de (1.13), sabendo-se que os y;(n), i = 1,2,...,k+ 1 também

sao solugoes de (1.13). No que segue, admitimos ag = 1.

Temos:
k k+1 k+1 k
=0 i=1 i=1 j=0
E k k
= chiajyi(n+k_j>+ch+lajyk+l(n+k_j)
i=1 j=0 §=0

A primeira parcela da soma acima é zero, por hipétese de inducao. Mais ainda,

como Yg11(n) também é solugao de (1.13), segue que

k k
Z Crr1@iYrr(n +k —j) = cea Z Ynsk—j = 0
5=0 §=0
Assim,
k k+1
Zzajciyi(n+ k—j)=0
j=0 i=1
Portanto,
k41
Y(n) =) cgi(n)
i=1
é solucao da equagao de (1.13). O
Teorema 1.3.3. Se Y € uma solugdo da equagcio homogénea (1.13) e y* é uma

solugdo da equagao completa (1.12), entao Y + y* € uma solugdo da equagao completa

(1.12).
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Demonstracao. Por hipotese, Y é uma solucao da equagao homogénea, logo:
Y(n+k)+aY(n+k—1)+...+a1Y(n+1)+aY(n)=0
e y* é uma solucao da equacgao completa, isto é,
yv'(n+k)+ay (n+k—1)+...+a 1y (n+1)+ary*(n) = g(n).
Vamos verificar que Y + y* é solugao de (1.12)

Y+y)n+k)+a(Y+y ) n+k-1)+.. . +a1(Y+y)(n+1)+
+ ar(Y +y")(n)
= Yn+k)+yn+k)+aYn+k—-1)4+ayn+k—1)+...+a_1Y(n+1)+
+ ap 1y (n+1)+arY(n) + ary * (n)
= Y(n+k)+aY(n+k—-1)+.. . +aY(n+1)+a,Y(n)+y" (n+k)+
+ oy (n+k—1)+...+a_1y"(n+ 1)+ ay*(n)
= 0+g(n)
= g(n)
Portanto, Y + y* é uma solu¢do da equagao completa (1.12). Il
Este teorema procura encontrar uma maneira de resolver a equacao diferenca
completa (1.12).
Para ilustrar, vamos resolver para a equacao linear de primeira ordem com coefi-
cientes constantes,
yn+1)+ay(n) =g(n), n=0,1,2,...

Primeiro consideramos a equa¢ao homogénea correspondente:
y(n+1) + ayy(n) = 0.

Teorema 1.3.4. Considere a equagao diferenca linear de primeira ordem com coefi-

cientes constantes

y(n+1) +ay(n) = g(n).
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(a) A fungaoY dada por Y (n) = c¢(—a1)™, com ¢ uma constante arbitrdria, é chamada

de solucao geral da equacao homogénea correspondente
y(n +1) + ary(n) = 0.

(b) Sey* € qualquer solucao particular da equagao completa, entao Y +y* é uma solugao
geral da equacao completa, ou seja, se y € alguma solucao da equagao diferenca

completa, ha um valor da constante ¢ para cada
Y(n) = c(=a1)" +y"(n).

Demonstragao. (a) Temos:

y(n+1) + ayy(n) = 0.

Por hipétese Y(n) = ¢(—a1)™ é solucao da equagao homogénea acima, logo:

y(n+1)+awyn) = c(—a)" + arc(—ay)"
= c(—a))"(—a)' + are(—ar)"
= —ac(—a)" + are(—aq)"

= 0.
Portanto, Y (n) é solu¢ao da equagao homogénea.

(b) Seja y uma solugao qualquer da equagao completa. Pelo teorema (1.3.3), a fungao Y+
y* é uma solucao da equacao completa para cada valor da constante c. Nos devemos
mostrar que existe um valor de ¢ para cada Y + y* e y é a mesma solucao. Mas
duas solugoes da equacao diferenga linear de primeira ordem que tem o mesmo valor
quando n = 0, sao idénticas, devido ao teorema (1.2.1) . Assim, nossa demonstragao

sera completa se ¢ puder ser determinado. Temos
y(0) = c(=ar)’ +4*(0),  mas(—ar)’ =1

y(0) = c+y*(0).
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Logo,
c=y(0) —y*(0),

¢é o valor da constante ¢ que procuravamos.



Capitulo 2

Equacoes diferencas lineares de

segunda ordem

Neste capitulo enfatizamos as equacoes diferencas lineares de segunda ordem com
coeficientes constantes estudando condigoes para que duas solugoes formem um conjunto

fundamental de solugoes, determinando assim a solugao geral.

2.1 Conjunto Fundamental de Solucoes

Consideremos o problema de encontrar a solugao geral de equagoes diferenga

lineares de segunda ordem com coeficientes constantes:
y(n+2) + ary(n +1) + azy(n) = g(n). (2.1)
A equagao homogénea correspondente é
y(n+2)+ ay(n+1) + ay(n) = 0. (2.2)

Inicialmente, vamos ilustrar com um exemplo.

Considere a equacao linear com coeficientes constantes
y(n+2) —5y(n+ 1) + 6y(n) =4, (2.3)
cuja equacgao homogénea correspondente é
y(n+2) —5y(n+1) + 6y(n) = 0. (2.4)

14
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Nosso objetivo é
1. Encontrar a solucao geral da equac¢ao homogénea (2.4);
2. Encontrar uma solugao particular da equagao completa (2.3),

e entao provar que a soma destas solugoes é a solucao geral da equacao completa.

A equagao diferenga homogénea (2.4) tem duas solugoes y; e yo dadas por:
yi(n) =2" e ys(n) =3" (2.5)
De fato:

yi(n+2) —5yi(n+1) +6y(n) = 2" —5.2" 1 6.27
= 2".22-5.2".21 4 6.2"
= 2"[4 — 10 + 6]

= 0.

Y2(n +2) — bya(n + 1) + 6yz(n) = 3" —5.3""1 46.3"
= 3".32_-5.3".3"+6-3"
= 3"[9 — 15 + 6]

= 0.

Pelo teorema 1.3.1, se y; e y» sao duas solucoes da equacao diferenca linear ho-
mogénea entao ciyi(n) + coy2(n) é também uma solu¢do para quaisquer constantes c; e
Co, isto é,

Y(n) =c12" + 3", (2.6)

¢ também uma solucao da equagao homogénea para quaisquer valores das constantes c;

€ Co.
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Mostraremos que Y é a solugao geral da equagao homogénea (2.4). Isto significa
que se y é qualquer solugao de (2.4), nesse caso os valores de ¢ e ¢y podem ser encontrados
de forma que Y e y sao idénticos.

A unicidade do teorema 1.2.1 mostra que duas solugoes da equacgao linear de
ordem 2 sao idénticas se elas coincidem seus valores para dois valores consecutivos de n,
digamos n =0en = 1.

Portanto, é suficiente mostrar que ¢; e ¢; podem ser determinados tal que:

para quaisquer nimeros y(0) e y(1).
De (2.6),
Y(0) =120 43" =1+
Y (1) = 12" + 23" = 2¢1 + 3¢,
entao c¢; e ¢y devem satisfazer as duas equacoes, ou seja, devemos resolver o sistema
y(0) =1+ ¢
y(1) = 2¢1 + 3¢

Multiplicando-se a primeira equacao por 2 e segunda equacao por —1 obtemos
co = y(1) — 2y(0), isto é,
261 + 2¢, = 2y(0) ¢ = 3y(0) —y(1)
_—
—2¢; — 3¢y = —y(1) ¢z = y(1) — 2y(0)
O que completa nossa demonstragao, ja que mostramos que ¢; e ¢; podem ser
determinados tal que Y(0) = y(0) e Y(1) = y(1) para quaisquer nimeros y(0) e y(1).
Resumindo, a solucao Y pode ser determinada com uma escolha apropriada para
¢1 e cg de acordo com os valores y(0) e y(1) de uma solu¢ao qualquer. Isso faz com que
Y e y sejam idénticas, assim mostrando que Y é a solucao geral da equacao diferenca

homogeénea.
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Ao retornarmos a equac¢do nao-homogénea (2.3), vamos procurar solugoes da

forma y*(n) = A. Entao,
y'(n+2)—5y"(n+1)+6y*(n) =4
A—-5A+6A=4
A=2.

Assim, y*(n) = 2 é uma solugao particular procurada. Como para as equagoes de

primeira ordem, é possivel mostrar que a soma y =Y + y* tal que
y(n) =Y (n)+y*(n) =c12" + 3" + 2

é a solucao geral da equacao completa (2.3).

De fato,

y(n) = Y(n)+y'(n)
= Yn+2)+y"(n+2)=5Y(n+1)+y"(n+1)]+6[Y(n)+y (n)
= 12" 43" 12 — 5(c12"T 4 3" 4 2) 4+ 6(c12" + 3™ + 2)

= 4

Observe que duas quaisquer solugoes y; e yo nao podem ser consideradas. Se
considerarmos y;(n) = 2" e yo(n) = 52" ambas sdo certamente solugoes da equagao
homogénea (2.4). Entao,

Y(n) =c12" + 52"
¢ uma nova soluc¢ao, mas nao ¢é a solugao geral. Com efeito, seria necesséario que Y (0) =
y(0) e Y(1) = y(1) levasse as equagdes

c1 + 502 =Yy (O)
2c1 + 10c0 = y(1)
Este conjunto com duas equagoes lineares simultaneas para as incognitas ¢y e ¢

nao tem solucao para todos pares de valores iniciais y(0) e y(1). De fato, se y(1) = 2y(2),
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entao a segunda equagao é idéntica a primeira dividida por 2. Temos, entao uma equacao
com duas incognitas e existem infinitos pares de valores ¢; e ¢y que satisfazem tal equagao.
E, se y(1) # 2y(0) entdo as duas equagdes no sistema acima sao incompativeis e nao tem
solucao.

Este exemplo ilustra que, para estabelecer a teoria geral da equacao (2.1), devemos

fazer as seguintes consideragoes:

1. Em que condigoes devemos dizer que, dadas duas solugoes particulares y; e yo da

equagao homogénea (2.2),

Y(n) = ciyi(n) + caya(n),

com ¢ e ¢y constantes arbitrarias, é solugao geral de y(n+2)+a1y(n+1)+asy(n) =

0?

2. Se y*(n) é uma solucao particular da equagao completa (2.1) e Y'(n) é solugao geral

da equacao homogénea (2.2), entao Y (n) + y*(n) é a solucao geral de (2.1)7
3. Existem métodos sistemédticos para obter as solugbes particulares y;(n) e yo(n)?

Para responder a primeira pergunta, ¢ necessario conhecer um resultado da
algebra referente a sistemas de equacgoes lineares simultaneas. Dizemos que o sistema
com duas equagoes com duas incognitas x e y

ar +by =e
cr+dy=f
onde a, b, ¢, d, e e [ sdo constantes, tem solugao (zg,yo) se ambas equagoes sao

verdadeiras quando x = xg e y = yy. Temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1. O sistema de equagoes simultaneas

ar +by=e
cx+dy=f

tem uma unica solucdo se, e somente se, ad — bc # 0.
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O numero ad — be é freqiientemente escrito como um determinante na forma:

a
= ad — bc
c d

Este ntimero é conhecido por ser o determinante formado pelos coeficientes = e y

no sistema acima. Verifica-se que o determinante do sistema

y(0) =1+ e
y(l) = 201 + 362

para que se tenha uma unica solucao, é:

—13-12=1+#0.
2 3

Enquanto que
c1 + 502 = y(O)
2c1 + 10c2 = y(1)

nao tem solugao unica, pois

1
2 10

=1.10-5.2=0.

Teorema 2.1.2. Sejam y; e yo duas solugdes da equagao diferengca homogénea (2.2) e
seja
Y = C1Y1 (n) + ngg(n)

onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrdrias. Se

= y1(0)y2(1) — y2(0)y1(1) # 0,

entdo Y € a solugdo geral de (2.2).

Demonstracao. Pelo teorema 1.3.1, Y é uma solugao de (2.2). Basta mostrar que se
y é outra solugao de (2.2), ¢; e ¢3 podem ser determinados tal que Y e y sejam idénticas.

Pela unicidade do teorema 1.2.1, é suficiente mostrar que Y e y sao iguais para n = 0
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en = 1. Isto é, devemos determinar ¢; e ¢y tal que Y (0) = y(0) e Y(1) = y(1) para
qualquer escolha de y(0) e y(1).
Mas,
Y(0) = c191(0) + c2y2(0)
Y (1) = aiyi(1) + caya(1).
Assim, c¢; e ¢y devem satisfazer as equagoes
y1(0)er + 12(0)c2 = y(0)
(e +y2(1)er = y(1).
O sistema acima tem duas equacoes com incégnitas ¢; e . Temos por hipdtese
que o determinante da matriz formada pelos coeficientes de ¢; e ¢ é diferente de zero.

Pelo teorema 2.1.1, existem tnicos valores de ¢; e ¢y para cada escolha de y(0) e y(1) e

portanto
Y(n) = ciyi(n) + caya(n).

]

O determinante que aparece em (2.1.3) é chamado Casoratiano das solugoes y;
e yo. Ele é o andlogo discreto ao determinante Wronskiano em equagoes diferenciais
lineares. Em geral, o Casoratiano, indicado por C), é dado por:

y1(n) y2(n)
yi(n+1) ya(n+1)

C, =

para equacoes lineares de segunda ordem.

Definigao 2.1.3. Duas solugoes y; e yo da equagao (2.2) que satisfazem a condigao

= 1(0)y2(1) = 12(0)y2 (1) # 0

sao ditas um conjunto fundamental de solugoes de (2.2).
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Teorema 2.1.4. Se y* € uma solugao particular de (2.1) e y; e yo formam um conjunto

fundamental de solugoes de (2.2), entdo a solucao geral de (2.1) € dada por

k
y=cy+cy+y,
onde ¢; e ¢y sao constantes.

Demonstracao. Segue do teorema 1.3.3 que y é uma solucao de (2.1). Que é solucao
geral é provado no teorema 2.1.2. Basta fazer uma substituicao, neste caso, ¢; e ¢o devem

satisfazer as equacgoes
y1(0)er + y2(0)ca = y(0) — y*(0),
y1(1)er +ya(1)cr = y(1) — y*(1).
A hipétese que y; e yo formam um conjunto fundamental de solugoes assegura a

existéncia de ¢; e ¢y para qualquer escolha de y(0) e y(1). O
Exemplo 2.1.1. A equacao diferenga
y(n+2) = 3y(n+1) +2y(n) = -1, (2.7)
tem uma solugdo particular dada por y*(n) = n, como podemos verificar com uma
substituicao direta:
yin+2)—=3y(n+1)+2y(n) = n+2-3(n+1)+2n
= n+2-3n—-3+2n
= —1
Similarmente, podemos mostrar que a equacao homogeénea

y(n+2) —3y(n+1)+2y(n) =0 (2.8)

tem duas solugoes y; e yo dada por y;(n) =1 e ya(n) = 2"
E importante ressaltar que o objetivo aqui é mostrar que as solugoes sao validas

e nao utilizar métodos sistematicos para obter estas solugoes.
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Essas duas solugoes formam um conjunto fundamental desde que

= =2—-1=1%#0.
yl(l) y2(1) 1 2

Portanto, pelos teoremas 2.1.2 e 2.1.4, neste caso

Y(Tl) = + 022n (29)

é a solugao geral da equacao homogénea (2.8) e

yn) =c1+c2"+n (2.10)

¢ a solugao geral de (2.7).

Se quisermos uma solugao de (2.7) para que as condigbes iniciais y(0)
y(1) = 3 devemos determinar valores ¢; e co. De (2.10), colocando n = 0 e n

usando as condicoes iniciais dadas acima, obteremos:

y(0) =c1 + o c1+c=0
=
y(l) =c1 +2c2+ 1 c1 + 2¢y = 2.
Logo, co =2 e ¢; = —2, e assim a solugao dada por
yn)=—-2+2-2"4+n
ou
y(n) = —2+2"" +n

satisfaz tanto a equagao diferenca (2.7) como as condigoes iniciais dadas.

Similarmente, podemos mostrar que se as condigoes iniciais s@o y(0) = —3 e
y(1) = 5, teremos

y(0) =1 + ¢ c1+cp=-3
—
y<1)201+202+1 Cl+202:4.
Dai, ¢, = =10 e ¢y =7 e assim, obtemos a seguinte solucao

y(n) =—-10+7-2"+n.
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Em geral, para cada condicao inicial estabelecida determinamos quaisquer dois
valores para y (ndo necessariamente y(0) e y(1)) nos possibilitando determinar valores de

1 e co para cada solugao dada em (2.10), que satisfaca essas condigoes.

2.2 Estudo das raizes da equacao caracteristica

De acordo com o que vimos no teorema 2.1.2 ao encontrar duas solugoes que
formam um conjunto fundamental de solugoes, encontramos a solucao geral da equacao
homogénea

y(n+2)+ ay(n+1) + ay(n) = 0. (2.11)

Considerando A\ uma constante diferente de zero, entao vamos investigar a exis-

téncia de solugoes da equacao diferenca da forma
y(n) = A" (2.12)

Quando A = 0, tem-se y identicamente zero, uma solucao que nao pode formar um
conjunto fundamental.

Se substituirmos (2.12) em (2.11), entao
NP2 g A ap N = NP (A a A +ag) =0
Como \" # 0, obtemos
M+ i\ +ay = 0. (2.13)

Esta equacao é chamada equacdo caracteristica associada a equagao diferenca
(2.11). Se A é um numero que satisfaz a equagao caracteristica, entao (2.12) é a solugao
da equagao diferenga (2.11) e A é chamada raiz caracteristica de (2.13).

A equagao caracteristica é uma equagao algébrica quadratica, desde que ay # 0,
e portanto tem duas raizes diferentes de zero, digamos A\ e As.

Estas raizes correspondem as solugoes

yi(n) =X e yo(n) =M. (2.14)
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Temos trés casos a considerar:
1. As raizes A\ e Ay sdo reais e distintas;
2. As raizes A\ e Ay s@o reais e iguais;

3. As raizes \; e \y sdo complexas.

2.2.1 Caso 1: Raizes Reais e Distintas.

As solugoes yi1(n) = AP e yo(n) = Ay formam um conjunto fundamental de
solucoes quando o determinante Casoratiano for diferente de zero, como vimos no teorema

2.1.2. O casoratiano

0 0 1 1
n(0) 10) | e

yi(1) (1) A1 Ag
é diferente de zero, desde que A\ # \;. Portanto, pelo teorema 2.1.2, a solucao geral da

equagao diferenca homogénea (2.11) é dada por:
Y(n) =1 AT + A5, (2.15)

Exemplo 2.2.1. (a) A equacao diferenga y(n+2) —3y(n+1)+2y(n) = 0 tem equagao
caracteristica A2 — 3\ +2 = 0 com raizes reais e distintas A\; = 1 e Ay = 2. Portanto,

a solucao geral é dada por

Y(n)=c - 1"+ 2" =¢1 + o - 2",

(b) A equacao diferenca y(n + 2) + 3y(n1) + y(n) = 0 tem equagdo caracteristica

—3++5 —3-+5
VI N, = 2 VY

A2 +3X+1=0. As raizes desta equacao sao \; = 5 5

As raizes sao reais e distintas, entao a solucao geral é dada por:

Y(n)=cq (#) + ¢ (#)
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2.2.2 Caso 2: Raizes Reais e Iguais.

Sejam A; e \g as raizes de (2.14) com \; = Ag. Neste caso A} e A} nao formam um
conjunto fundamental de solugoes pois o Casoratiano é zero. Ao tomar y;(n) = A}, procu-
ramos outra funcao iy, para constituir, juntamente com y;, um conjunto fundamental de
solucoes.

Considere y3(n) = nA}, que também ¢ solugao da equagao (2.11). De fato, subs-

tituindo y» na equacao obtemos:

y(n+2) +ay(n+ 1) +ay(n) = (n+2)A"2 4 ay(n+ DA+ an}
= P2 2002 AT 4 g AT 4 agn A}

= nAT(A] + )\ +ag) + AT (2 + ay).

O termo que estd entre o primeiro paréntese é zero pois \; € raiz da equacao
caracteristica. Por outro lado, por serem raizes de pardbola a soma das raizes da equagao

caracteristica é dada por:

)\1+)\2:T:—CL1.
Mas, se A\ = Ao, a soma é 2\; = —ay. Portanto, o termo que estd entre o segundo
paréntese é zero, pois 2\ + a; = —a; + a; = 0.

Assim, y(n+2)+a1y(n+1)+asy(n) = 0, entdo yo(n) = nA} é solugdo da equagao
diferenca.

As duas solugoes y1(n) = A e y2(n) = nA} formam um conjunto fundamental de
solucoes pois o casoratiano é diferente de zero.

De fato,

u0 w0 _| 100y

yi(1) wa(1) AN

Concluimos que a solucao geral da equagao (2.11) neste caso sera

Y (n) = a1 AT + con A}
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ou
Y(n) = (c1 + can) AT

Exemplo 2.2.2. (a) A equagao diferenca y(n +2) —2y(n+ 1) 4+ y(n) = 0 tem equagio
caracterfstica A2 — 2\ + 1 = 0, com duas raizes iguais \; = A\ = 1. Portanto, a
solucao geral é dada por

Y(n) =c + con.

(b) A equacao diferenca 4y(n + 2) + 4y(n + 1) + y(n) = 0 tem equagdo caracteristica

AN +4) + 1 = 0 e suas raizes sao

Portanto, a solucao geral sera dada por
—1\"
Y(n) = (c1 + c2n) (7) :

2.2.3 Caso 3: Raizes Complexas

As raizes complexas da equagao de segundo grau com coeficientes reais sempre
acontecem em pares conjugados. Logo, se A\; e Ay sao raizes complexas conjugadas da
equacgao caracteristica, entao A\; # Ay, e assim as duas solugoes y1(n) = A} e ya(n) = Ay
formam um conjunto fundamental de solugoes.

A solugao geral é dada por
y(n) = c1 AT + c2 Ay,

Essa solucao pode ser um nimero complexo se A; e Ay forem nimeros complexos.
Se ¢ e ¢y sao complexos conjugados, Y (n) é sempre um numero real. Para provar

isso, se escreve o numero complexo na forma polar

A =7(cosf +isenf) e Ay =r(cosf —isend). (2.16)
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Assume que ¢y e ¢ sao complexos conjugados, assim
¢y =a(cosf+isenf) e ¢y =a(cosf —isenf3). (2.17)

Pela férmula de Moivre, A} = r"(cosnf +isennf) e Nj = r"(cosnf —isennf).
Portanto, utilizando as regras para multiplicacao de niimeros complexos, obtemos

a seguinte simplificacao para Y (n)

Y(n) = Al + A
= ar"[cos(nf + B) +isen(nf + B)] + ar"[cos(nf + B) — isen(nf + B)]

= 2ar" cos(nd + B).

Este ¢ um ntimero real, como queriamos mostrar.
Os numeros r e § sao determinados de (2.16) escrevendo as raizes da equagao

caracteristica na forma polar, isto é, considerando

r = Va2 + b?

CosﬁzL senﬁzL —T<f<m

Va? + % Va? + %
para encontrar r e 6.
As constantes a e B tomam o lugar das constantes ¢; e ¢o. Se denotarmos a

constante 2a por A, entao a solucao da equagao diferenca homogénea quando a equacao

caracteristica tem raizes complexas pode ser escrita na forma
Y (n) = Ar" cos(nf + B), (2.18)
onde A e B sao constantes arbitrarias.

Exemplo 2.2.3. (a) A equagao diferenca y(n+2)+y(n) = 0 tem equagao caracteristica
A2+1 = 0 com raizes \; =i e Ay = —i. Ao escrever \; na forma polar, encontramos

T T 0
r=1ef=—, assim \; =7 =cos — + isen —.
2 ' 2 2
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Logo, da equagao (2.18) tem-se que a solugao geral é dada por:

Y (n) = Acos (% + B) . (2.19)

Ao procurar uma solucao especifica de y(n + 2) + y(n) = 0 que satisfaga as
condigoes iniciais y(0) = 0 e y(1) = 1, encontramos em (2.19) que A e B devem
satisfazer as equacoes:

0 = Acos B,
1:Acos<g—|—B>.
A primeira delas é satisfeita para B = g Entao, a segunda torna 1 = A cosm,

que faz A = —1, desde que cos ™ = —1. Encontramos a solucao procurada colocando

os valores de A e B em (2.18), assim

nm 7T>

y(n) = — cos (7 + 5

Para um 60 qualquer tem-se

CoS (6’ + g) = —send.

nm
Portanto, y(n) = sen —- produz a solucao da equacao diferenca dada para que

y(0) =0 e y(1) = 1.
(b) A equagao diferenca
yn+2)—2y(n+1)+2y(n) =0 (2.20)
tem como equacao caracteristica A\ — 2\ + 2 = 0 cujas raizes sdo \; = 1 +1i e

Ay = 1 — 1. Na forma polar,

)\1:1+i:\/§(cos£+isen£>.

Portanto, a solucao geral de (2.20) é dada por:

Y(n) = AV?2" cos (% + B) :
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Os resultados apresentados nesta segao estao resumidos no seguinte teorema:

Teorema 2.2.1. Se

yn+2)+ay(n+1)+ ay(n) =0 (2.21)

onde ay € as sao constantes e as # 0, e se \y e Ay sao duas raizes da equacao caracteristica
AN+ a4 ay =0,

a solugao geral da equacao diferenca (2.21) € dada por

(a) Y(n) = c1 AT + 2y se Ay e Ay sao raizes reais e distintas;

(b) Y(n) = (c1 + can)A} se Ag € igual a A;;

(c) Y(n) = Ar"cos(nf + B) se \1 € Ay sdao complexos conjugados com formas polares

r(cosf + isen?).



Capitulo 3
Comportamento das solucoes

No capitulo anterior, estabelecemos a solugao geral da equacao diferenca linear
homogénea de segunda ordem com coeficientes constantes e determinamos um conjunto
fundamental de solugoes. Neste capitulo, estudaremos o comportamento das solugoes a
partir das raizes da equacao caracteristica associada. Como aplicacao estudaremos um

modelo para a propagacao anual de plantas.

3.1 Estudo do comportamento das solugoes
Seja
y(n+2) + ary(n+1) + asy(n) = 0 (3.1)

uma equagcao diferenca de segunda ordem.
Inicialmente vamos destacar alguns resultados sobre seqiiéncias de niimeros reais,

que podem ser encontrados em LIMA (1992, p. 80).

Observacao 3.1.1. 1. Diz-se que a seqiiéncia (z,) é limitada se, e somente se, existe
um ndmero real ¢ > 0 tal que |z,| < ¢ para todo n € N. Daf resulta que (z,) é

limitada se, e somente se, (| x, |) é limitada.
2. Quando uma seqiiéncia (x,) nao é limitada, diz-se que ela é ilimitada.

3. Uma seqiiéncia (z,) diz-se limitada superiormente quando existe um nuimero real

30
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b tal que z,, < b para todo n € N. Analogamente, diz-se que (z,) é limitada
inferiormente quando existe a € R tal que a < x,, para todo n € N.

4. Uma seqiiéncia (z,,) chama-se crescente quando z,, < x,.; para todo n € N. Se
rn < x,41 para todo n, a seqiiéncia diz-se nao-decrescente.
5. Analogamente, quando x, > x,.; para todo n € N, a seqiiéncia (z,) diz-se decres-
cente. Ela é chamada nao-crescente quando x, > x,., para todo n € N.
6. As sequiéncias crescentes, nao-decrescentes, decrescentes e nao-decrescentes sao
chamadas seqiiéncias mondtonas.
Seja a € R. Consideremos a seqiiéncia (a,a? a3, ...,a", ...) das poténcias de a,
com expoente n inteiro positivo.
7. Se a =0 ou a = 1, tem-se evidentemente um seqiiéncia constante.
8. Se 0 < a < 1, a seqiiéncia é decrescente, limitada. Como todos os membros sao
positivos, temos 0 < a < 1 para todo n.
9. O caso —1 < a < 0, a seqliéncia (a") ndo é mais mondétona (seus termos sao
alternadamente positivos e negativos) mas ainda ¢ limitada.
10. O caso a = —1 é trivial: a seqiiéncia (a") é (—1,+1,—1,+1,...).
11. Quando a > 1 obtém-se uma seqiiéncia crescente ilimitada.
12. Finalmente, quando a < —1, a seqiiéncia (a™) nao é mondtona (pois seus termos
sao alternadamente positivos e negativos) e é ilimitada superior e inferiormente.
A demonstracao de cada um desses casos pode ser encontrada em Lima (1992, p.
80).

Supondo que A; e \y sdo as raizes caracteristicas da equagao (3.1), entao tem-se

os seguintes resultados:
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Observacao 3.1.2. 1. Raizes reais e distintas.

Temos que y1(n) = A} e yo(n) = A} sdo duas solugdes linearmente independente

da equagao (3.1).

Se |A1| > |A2|, entdo chamamos y;(n) de solugdo dominante, e A\; é chamada
de raiz caracteristica dominante. Caso contrério, y(n) é solucdo dominante e Ay é

a raiz caracteristica dominante.

O comportamento da solugao geral y(n) = a1 A} + as Ay é determinado pelo
comportamento da solugao dominante. Pode-se assumir, sem perda de generalidade,
que [A;] > |A2|. Entao,

y(n) = a1 AT + a2y,

ou seja,
A n
y(n) = A} [al + ay ()\—2) ] :

1

2 A
Como |—| < 1, — | — 0 quando n — oo

A A

Assim,

lim y(n) = lim a;A}.

n—oo
De acordo com o valor de \; e considerando a observagao 3.1.1, tem-se seis

casos a considerar:

a) A1 > 1: aseqiiéncia (A}) é crescente ilimitada, assim a seqiiéncia (a3 A}) diverge

para oo.
b) Ay = 1 : a seqiiéncia evidentemente é constante.

c) 0 < A\; < 1: aseqiiéncia (a;A}) decresce para zero.

d) —1 < A\; <0 : aseqléncia (a;A}) converge para zero.

e) Ay = —1 : a seqliéncia (a;A}') oscila entre os valores de a; e —ay.

f) A1 < =1 : a seqiiéncia (a;A}') nao é mondtona, mas é ilimitada superior e

inferiormente.
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2. Raizes reais e iguais.

A solugao geral da equacdo (3.1) é dada por y(n) = (a1 + asn)A". Pela ob-
servagao 3.1.1 temos que se |A| > 1, entao a solugao y(n) diverge monotonicamente
se A > 1 ou oscila se Ay < —1; se |A\| < 1, ent@o a solugao converge para zero desde

que lim, . nA" = 0.
3. Raizes complexas.
Sejam \y = a+ i e X\ = a — i3, onde G # 0.

A solugdo da equacao (3.1) é dada por:

y(n) = ar” cos(nf — w)

onde r = \/m el =tan~! (g)

A solugao y(n) oscila desde que a funcao cosseno oscile. Assim, y(n) oscila
em trés casos diferentes dependendo da localizacao das raizes caracteristicas conju-
gadas.
a)r>1:Aed=X\

As raizes estao no lado de fora do circulo unitario. Portanto, y(n) é oscilante,
mas cresce em amplitude.

Dr=1:XAel=X\

As raizes estao no circulo unitario. Neste caso, y(n) é oscilante mas tem am-
plitude constante.
Or<l:Adel=A\

As raizes estao no interior do circulo unitario. A solugao y(n) oscila mas con-

verge para zero quando n — 0o.

Teorema 3.1.1. 1. Toda solugcdo da equagdo (3.1) oscila (em torno de zero) se, e

somente se, a equagao caracteristica nao tem raizes caracteristicas reais positivas.
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2. Toda solugdo da equagdo (3.1) converge para zero se, e somente se

mazx{|\],|Ae|} < 1.

3.2 Aplicacgao

3.2.1 Um Modelo Matematico para a Propagacao Anual de

Plantas

Vamos analisar um modelo matematico que descreve o ntimero de plantas em
qualquer geragao desejada. Sabe-se que algumas plantas produzem sementes que se
desenvolvem no final de uma esta¢ao do ano (em Agosto), depois elas morrem. Somente
uma fragao dessas sementes sobrevivem ao inverno e as que sobrevivem germinam no
inicio da estagao do ano (em Maio) o que d4a forgas para uma nova geragao de plantas.

Sejam
~v = numero de sementes produzidas por planta em Agosto.
a = fragao de sementes com um ano de idade que germinam em Maio.
[ = fragao de sementes com dois anos de idade que germinam em Maio.
o = fracao de sementes que sobrevivem a um dado inverno.

Seja p(n) o numero de plantas na geracao n, entao
p(n)=(plantas originadas de sementes com um ano de idade) + (plantas originadas

de sementes com dois anos de idade). Assim,

p(n) = asi(n) + Bsa(n), (3.2)

onde s1(n) é o nimero de sementes com um ano de idade em abril antes da germinagao
e s2(n) é o numero de sementes com dois anos de idade também em abril antes da

germinacao. As sementes que restaram depois da germinacao podem ser escritas como:
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sementes que restaram = (fra¢ao nao germinada) * (nimero original de sementes em

abril)
Isto produz as duas equagoes a seguir:
s1(n) = (1 —a)si(n) (3.3)
e
Sa2(n) = (1 = B)sa(n), (3.4)

onde 51(n) é o numero de sementes que restaram com um ano de idade em Maio depois
que algumas tenham germinado e S3(n) é o nimero de sementes que restaram com dois
anos de idade também em Maio depois que algumas tenham germinado. E necessério
que sementes novas sg(n) (0 anos de idade) sejam produzidas em Agosto na taxa de 7
por planta, isto é,

so(n) = yp(n). (3.5)

Apés o inverno, as sementes so(n) que sdo novas na geragao n terdo um ano de
idade, na préxima geracao n + 1 e uma fragao osg(n) delas que sobrevivera.

Portanto, s1(n + 1) = 0s¢(n) ou usando a equagao (3.5) temos:
si(n+1) = oyp(n). (3.6)

Do mesmo modo,

so(n+1) = 051(n),

que pela equacao (3.3) tem-se que:
so(n+1) =0(1l —a)si(n).

Pela equacao (3.6):
sa(n+1) =o(l —a)oyp(n — 1),

ou seja,

so(n+1) = o*y(1 — a)p(n — 1). (3.7)
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Substituindo as equagoes (3.6) e (3.7) em (3.2) teremos:
p(n+1) = asi(n+1) + Bsa(n + 1)

p(n+ 1) = aoyp(n) + fo*y(1 — a)p(n — 1)
p(n+2) = aocyp(n + 1) + Bo?y(1 — a)p(n).

Observe que esta equagao pode ser escrita como
p(n+2) — aoyp(n + 1) — foy(1 — a)p(n) = 0. (3.8)

A equagao (3.8) modela o problema considerado. E uma equacao diferenca linear
homogénea de segunda ordem com coeficientes constantes. A seguir vamos estudar as
raizes da equacao caracteristica para estabelecer condigoes sobre as constantes «, 3, v e
o que asseguram a propagacao de plantas.

Se p(n) = A™ é uma solucao da equagao dada, teremos
N2 agy A" — By (1 — a)\" =0

N'(A2 — aoy\ — Bo*y(1 —a)) = 0.

Assim,

N — aoy\ — Ba?y(1 —a) =0

¢ a equagao caracteristica associada a equagao (3.8).

Sabemos que

ayo £ \/a2y20? + 43y02(1 — a)
2

4
ayo + \/a27202 (1 + —g(l — a))
Yo
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Portanto, as raizes caracteristicas da equagao sao:

: ; :
M:ﬂzH¢H_%M®
gLe’

i - i
&:gﬁ1—¢uggu—@

Observe que A e Ay sao raizes reais desde que 1 — a > 0, isto é, a < 1. Além

disso, \; > 0 e Ay < 0. Para assegurar a propagacao (ja que p(n) cresce indefinidamente

quando n — o0) precisamos ter A\; > 1, caso contréario, pela observacao 3.1.2 todas as

solugoes da equagao (3.8) convergem para zero. Nao faremos o mesmo com Ay uma vez

que este é negativo e isto nos leva a uma indesejada oscilagao no tamanho da populagao

de plantas, pois neste caso, de acordo com a observacao 3.1.2 se a equacao caracteristica

nao tem raizes caracteristicas reais positivas entao a solu¢do da equacgao (3.8) oscila em

torno de zero.

Portanto, considerando

A > 1,
obtemos
ayo 43
— |1 14+ —(1— > 1
5 + \/ + 'ya?( a)]
ou ainda,
ayo 46(1 — «) ayo
— [+ —>>1—-—.
2 + yar? 2

Elevando os dois lados ao quadrado, tem-se que

2

G?JHﬂ%£@>>@—%g2

a?y20? 46(1 — ) a?y20?
14— >1-—
A (+ ~a? ) ayo + 1
2252 402~2028(1 — 2,2 2
oty o a*yros( a)>1_(wa+a”ya
4 dya? 4
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vo?B(1 —a) > 1 —ayo

ayo +vo?B(1 —a) > 1

v (ao + Bo*(l—a)) > 1

e assim,

1
ao + fo?(1l —a)

v > (3.9)

A condigao (3.9) estabelece uma relagao entre as constantes «, 3, o e 7 para
assegurar a propagacao de plantas.
Se B =0, que é quando nao ha sementes germinando com dois anos de idade em

Maio, entao a condigao (3.9) torna

1
v>— ou ~vyao>1 (3.10)
ao

A condicao (3.10) diz que a propagacao de plantas acontece se o produto do
niumero de sementes produzidas por planta em Agosto, a fracao de um ano de idade da
semente que germina em Maio, e a fragao de sementes que sobrevivem em dado inverno,
excede 1.

O efeito das condigoes (3.9) e (3.10) no comportamento das solugdes da equagao
(3.8) para assegurar a propagacao anual de plantas pode ser melhor visualizado grafica-
mente. A figura 3.1 ilustra o comportamento da solugao da equagao (3.8), considerando
p(0)=5ep(l)=10ea==,=0,y=10e0 =

1 3
As mesmas condigoes iniciais, com o = o1 b= 3 7= 10eoc = 1 (figura 3.2).
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Figura 3.1: A equagao (3.8) com o = o1 =0, vy=10e0 = 1
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Figura 3.2: A equagao (3.8) com o = 3 6= 3 7= 10eo= 1

O comportamento da solucao é analogo se considerarmos novas condigoes iniciais.

As figuras 3.3 e 3.4 ilustram este fato, admitindo-se p(0) =5 e p(1) = 10.



3.2 Aplicagao 40

1200 A

1000 A

800+

BO0

400+

200+

]
=
{8
w4
.
.

1 3
Figura 3.3: A equagao (3.8) com o = o1 =0, vy=10e0 = 1
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Figura 3.4: A equagao (3.8) com o = 3 f==,vy=10eo0 = 1

O mesmo comportamento de p(n) pode ser constatado nas figuras 3.5 e 3.6, onde
foram consideradas as seguintes condicoes iniciais: p(0) = 100 e p(1) = 200.

Por outro lado, se as condigoes (3.9) e (3.10) nao forem satisfeitas, observamos
que as solugoes da equacao (3.8) tendem a zero. Assim, a propagagao anual de plantas

nao é assegurada. A seguir ilustramos o comportamento das solugoes da equagao (3.8)
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Figura 3.5: A equagao (3.8) com o = o1 =0, vy=10e0 = 1

20000
15000 +
10000 +

S000

1 1 3
Figura 3.6: A equagao (3.8) com o = 3 6= 3 7= 10eo= 1

neste caso.
As figuras 3.7 e 3.8 foram obtidas considerando p(0) = 5 e p(1) = 10 como

condicoes iniciais.
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Figura 3.8: A equagao (3.8) com o = 2 f=1,v=10eo0 = 5

Para as figuras 3.9 e 3.10 foram consideradas p(0) = 5 e p(1) = 10 como condigoes

1niciais.
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Figura 3.9: A equagao (3.8) com o = o1 =0, vy=10e0 = 5

251
20
151

101

1 1
Figura 3.10: A equagao (3.8) com o = 2 f=1,v=10e0 = 6

Nas figuras 3.11 e 3.12 admitimos as seguintes condigoes iniciais: p(0) = 100 e

p(1) = 200.
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Figura 3.11: A equagao (3.8) com o = 2 =0,vy=10e0 = 6
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Figura 3.12: A equacao (3.8) com a = 3 f=1,v=10e0 = 5
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