Capitulo 4

RAIZESDE POLINOMIOS

No capitulo anterior, discutimos elementos em uma dada extensio K de F que
eram algébricos sobre F, isto ¢, elementos que satisfaziam polinémios em F[x]. Agora
inverteremos o problema; dado um polinomio p(x) em F[x], queremos encontrar um corpo K,
gue sgja uma extensao de F, no qual p(x) tem umaraiz.

Definicio 4.1: Sep(x) € F[x], entao um elemento a, que esteja em alguma extensio do
corpo F, é denominado umaraizde p(x) se p(a) = 0.

Exemplo4.1: Dadof(x) = x> -2, f(x) € Q[X], a= /2 € R é umaraiz def(x), pois
f(V2) = 0.

Teorema 4.1(Teoremado Resto): Sep(x) € F[x] eK ¢ uma extensio de F, entdo
p(X) = (x-b)q(x) + p(b), paratodo elemento b € K, onde q(x) € K[x] e
grla)] = grlp(¥)] - 1.

Demonstracao: Como F < K, F[X] esta contido em K[x], donde podemos considerar
gue p(x) esta em K[x]. Pelo algoritimo da divisio para polinémios em
K[x], p(X) = (x=b)q(x) +r, onde q(x) € K[x] er = 0ougr[r] < gri(x—b)] = 1.
Assim,r = Oougr[r] = 0. Em qualquer caso, r ¢ um elemento de K. Como
pP(X) = (x=b)qx) +r, p(b) = (b—b)q(b) +r = r. Portanto, p(x) = (x—b)q(x) + p(b).
Como p(x) = (Xx—b)q(x) +r temos:
or[p)] = grix—=0)] +grfa)] = grlp(¥)] = 1+grla(x¥)] = grlax)] = gr[p(x)] -

Corolario4.1.1: Sea e Ké umaraizdep(x) € F[x], ondeF c K, entao

(X—a) | p(x) em K[x].
Demonstracao: Do Teoremadoresto, em K[x], p(x) = xX—-aqXx) + p(a)
= (X—a)q(x) pois, p(a) = 0. Assim, (x—a) | p(x) em K[X]. m

Exemplo 4.2: Dadof(x) = x> — 2 em Q[x], vemos que (x — v/2) | f(X).

Definicao 4.2.: Oelemento a € K éumaraizde p(x) € F[x] de multiplicidade mse
(x—a)"p(x), enquanto que (Xx—a)™?* | p(x).

Neste momento ¢ importante estabel ecermos quantas raizes um polinémio possui
num dado corpo. Sendo assim, se « ¢ umaraiz de multiplicidade mde p(x) entdao em p(x)
existem mraizesiguaisaa.

Exemplo4.3: Sgap(x) = x3+3x?> - 4.
a = -2 ¢ umaraiz de multiplicidade 2, poisp(a) = 0e (x+ 2)? | p(x), mas
(x+2)% f p(x).

Proposi¢ao 4.1.:  Um polinomio de grau n sobre um corpo pode ter no maximo n raizes
em gualquer extensio deste corpo.
Demonstracao: Sera feita por indugao sobre n, o grau do polinomio p(x). Se p(x) ¢ de



grau 1, entao ele é daformaax + B, onde a, 8 estao num corpo F ea + 0. Todo atal que
p(a) = Oimplicaqueaa+ B = 0, donde concluimos que a = —f/a. 1sto ¢, p(X) possui uma
unicaraiz —fla. Logo, aconclusio da Proposi¢ao certamente vale neste caso.

Admitindo que o resultado seja verdadeiro em qualquer corpo e para todos os
polinémios de graus menores que n, suponhamos que p(X) sejade grau n sobre F. SegjaK uma
extensio qualquer de F. Se p(x) nao possui raizes em K, entao certamente a proposi¢ao esta
demonstrado, pois o numero de raizes em K, a saber zero, ¢ decididamente menor ou igua an.
Portanto, suponhamos que p(x) possua pelo menosumaraiz a € K e que a sgaumaraiz de
multiplicidade m. Como (x — a)™[p(x), segue quem < n. Ora, p(x) = (Xx—a)Mq(x), onde
q(x) € K[x] é degraun—m. Do fato que (x— a)™?! } p(x) obtemos (x—a) f q(x), donde,
pelo Corolario do Teorema do resto, a nao é raiz de q(x). Seb # a ¢ umaraiz em K de p(x),
entao 0 = p(b) = (b—a)™q(b); mas, como b — a + 0 e como estamos num corpo, concluimos
gue q(b) = 0. Isto ¢, qualquer raiz de p(x), em K, diferente de a é necessariamente umaraiz
de g(x). Como q(x) ¢ degraun—m < n, pela nossa hipotese de indugao, g(x) tem no maximo
n— mraizes em K, 0 que, junto com a outraraiz a contada m vezes, nos diz que p(x) tem no
maximom+ (Nn—m) = nraizesemK. g

Exemplo4.4: Sgap(x) = x* -1 € Q[x]. R é umaextensio deQ e, em R p(x), tem
duas raizes, a saber +1. Mas, em C, outra extensio de Q, p(x) tem 4 raizes que sao, +1, +i.

Proposi¢ao 4.2.: SgamE = F[x]/V, V = (p(X)), umaextensio de F de grau
n = gr{p(x)] e p(x) um polinomio irredutivel sobre F, entao os elementos

1+V, x+V, X+V)2=x2+V,..., X+V)"1 =x"1 4V

forma uma base de E sobre F.
Demonstracao: Temos que E = F[X]/ (p(x)) = {fxX) + V | f(X) € F[X]}
= {a9p) +rx) +V | q(x),rx) € FIx]} = {r)+V | r(x) € F[x], grir(x)]
= {ap + a1X+...+an1X"1+V | a € F}}.
Dessaforma, E ¢ um corpo formado por todos os elementos da forma
Ao+ aiX +...+an1x"1+V Td que a € F.
Segja e € E quaquer,
entio e = ap+ arX+...+an 1 X1 +V = (ap + V) + (ar1x+ V)
oot (@QrX™+V) = ag(1+V) +ar(X+V) +...+ ant (X"t + V). Logo, 1+ V,x+V,
X1 +V geram E.
Por outro lado, comoa+V = b+V < -b+a € V,entao:
ap(l+V)+a(x+V) +...+an (X1 +V) =V o ag+aiX+..tanX"t+V=V=0+
© ag+ aiX+...+an1X" € V, ousga, ap + a;X +...+an1xX™* é um multiplo de
p(x). Como o grau de p(x) = n, teremos que
o+ aiX+...+an X"t =0 ap = a; =...= a1 = 0. Sendo assim,
1+V,x+V,...,x" +VsioLl. Logo, 1+ V,x+V,...,x™! + V¢ umabase de E sobre F. 4

Teorema4.2.: Sep(x) ¢ um polinomio em F[x], degraun > 1, eé irredutivel sobre F,
entao existe umaextensio E deF, tal que [E : F] = n, naqua p(x) tem umaraiz.

Demonstraciao: SejaF[x] o anel dos polinomiosem x sobre F esgjaV = (p(x)) o ideal
de F[x] gerado por p(x). V ¢ um ideal maximal de F[x], donde E = F[x]/V é um corpo.

Primeiramente, queremos mostrar que E ¢ uma extensio de F, naverdade, nao é!

MassgaF aimagemdeF emE,isto¢, F = {a +V | a € F}. Afirmamos que F ¢ um corpo
isomorfo aF; de fato, se w é aaplicagdo de F[x] em F[x]/V = E definida por
w[f(x)] = f(x) +V, entdo arestri¢io de v aF induz um isomorfismo de F em F. Usando este
isomorfismo identificamos F e F; desta maneira podemos considerar E como uma extensio de
F.



Por conveniéncia de notagao indiquemos o elemento w(x) = X+ V, no corpo E,
por a. Dado f(x) € F[x], afirmamos que w(f(x)) = f(a), poiscomo y ¢ um homomorfismo,
sef(X) = Bo+ P1X+...+BkxXs, entdo
y[f)] = wlBo+ fax+...+pxX] = w(Bo) +w(B1y(X)

o 4BV (XY, ey (X) = w(X) w(X) ... w(X), i vezes. Como Bi € F temos
w(Bi) = Bi, poisy é um isomorfismo de F em F. Vemos que v (f(x)) = f(a). Em particular,
como p(x) € V, w(p(x)) = 0; contudo, y(p(x)) = p(a). Assim, o elemento a = w(X) em E
¢ umaraiz de p(x) e, pelaProposi¢cao 4.2, concluimosque [E : F] = n.g

Corolario4.2.1: Sef(x) € F[x], entdo existe uma extensio finita E de F na qual f(x) tem
umaraiz. Alémdisso, [E : F] < gr[f(xX)].

Demonstraciao: PelaProposi¢dao 4.2, temos que [E : F] = gr[p(x)], onde p(x) é
irredutivel sobre F. Basta considerar p(x) sendo um fator irredutivel de f(x) e aplicar o
Teorema anterior paraobter que [E : F] < gr[f(x)]. A igualdade ocorre se f(x) for
irredutivel. g

Definicio 4.3: Sef(x) € F[x], umaextensio finita E de F ¢ dita um corpo de raizes
sobre F para f(x) (ou corpo de decomposi¢ao de f(x)) se f(x) pode ser fatorado como um
produto de fatores lineares sobre E (isto ¢, em E[X]) mas nao sobre subcorpos proprios de E.

Teorema 4.3: Sgaf(x) € F[x] degraun > 1. Entao, existe umaextensio E de F, de
grau no maximo n!, naqual f(x) possui n raizes (e, portanto, um complemento completo de
raizes).

Demonstracao: Pelo Corolario 4.2.1, existe uma extensio Eo de F com [Ep : F] < nna
qual f(x) possui umaraiz a. Assim, em Eo[X], f(X) pode ser fatorado
como f(x) = (x— a)q(x), onde q(x) ¢ de grau n— 1. Continuando este processo, vemos que
existe uma extensao E de Eo, de grau no maximo (n—1)!, naqua g(x) possui n— 1 raizes.
Como todaraiz de f(x) é a ou umaraiz de q(x), obtemos em E todas as n raizes de f(x); e
ainda.

[E:F]=[E:Eo]*[Eo:F]<(h—-Dn=nl.g

Exemplo4.5: SegjaF um corpo esgap(x) = x> +ax+ B, a,pf € F, em F[X].

Vamos mostrar que se K é uma extensio qualquer de F, naqual p(x) tem uma
raiz a, entio o elemento b = —a — a também em K é umaraiz de p(x). Defato, seaéraiz de
p(x), entiop(a) = a®> +aa+ B = 0. Assim
pb) = (~a-a)?2+a(-a—a)+ B = a®+ 2aa+ a2 -a?

—aa+ f = a%+aa+ B =0, portanto, (—a — a) é raiz de p(x).
Seb = a, p(x) é necessariamente, igual a (x— a)?. I1sto ¢,
b=-a-a=>-ac=a+a>a=-2aa’+oa+f=0=>p=-a’-ca=a(-a—a)=ab
= B =a?% eassimp(X) = x?> — 2ax+ a2 = (x— a)?. Dessaforma as duas raizes de p(x)
estdo em K.

Seb + a, entdo as duas raizes de p(x) também estio em K, pois
a,b € K. Portanto, K ¢ uma extensio de F onde p(x) se decompde em fatores lineares e
[K:F]<2=2

O Teorema anterior afirma a existéncia de uma extensio finita E naqual o
polinémio dado f(x), de grau n sobre F, tem n raizes. Se
f(X) = anX" + an1X" 1 +... 480, an = 0, entdo f(x) = an(x" + a%:ml +...+2); eseasn
raizesem E sao a1,...,an, usando o Corolario 4.1.1, f(x) pode ser fatorado sobre E como
f(X) = an(X—a1)(X— az)...(X— an). Assim f(x) decompde-se completamente sobre E como



um produto de fatores lineares.

Exemplo4.6: SgaF = Q. F(w) é o corpo de raizesde f(x) = x* + x? + 1, formado pela
adjuncao darais o, onde = 230
Para mostrar isto devemos fatorar f(x) como um produto de fatores lineares. Para
isso, facaem f(x), x> =t, X = a+ bi, istoimplicaquef(t) = t> +t+ 1; logo:
t; = H*—f" ety = H’—f" sio raizes de f(t). De fato:

f(ty) = ( H*f') ) + (_1+2‘/§') +1= ‘1‘2‘/5' + _l+2‘/§' +1=0.

12 . . .
f(ty) = ( (71—2‘/§|) ) + (—172\/§|) 41— 71+2‘/§| + —172\/§| +1=0.

Assim, como (a+ bi)? = =31 temos que:

(a2 - b?) + 2abi = 23 . a=+4 a=-1

2_p2__1 3 A

a-b*=-3 b=- =7
Dessa forma, vemos que =31 1051 131 050 g6 og quatro raizes de f(x).

Portanto,
00 = 1= (1 5 (o 40 ) 1 2 (o 252),

Exemplo 4.7: SejaF o corpo dos naimeros racionais e sgjaf(x) = x3 — 2. No corpo dos
nameros complexos astrés raizes de f(x) sio ¥2, 0¥2 ew?y2, ondew = *1*Tﬁ' e ¥2 éraiz
cubicareal de 2. Nio podemos decompor x3 — 2 em F(§2), pois como um subcorpo do corpo
dos reais, €le nio pode conter o nimero complexo, w¥2. Pelo Teorema 4.3.[E : F] < 3! = 6,
onde E ¢ o corpo de raizes de x® — 2 sobre F; pela observacdo acima, como x3 — 2 ¢
irredutivel sobreF e como [F(¥2) : F] = 3, pelo Corolario 4.1.1,
3=[F(¥2):F] | [E:F]. Findmente, [E : F] > [F(§2) : F] = 3. Logo aunica
possibilidade ¢ [E : F] = 6.

Ostrés exemplos ilustram o que afirma o Teorema 4.3, pois nem todos
polinémios precisam de uma extensio maxima, ou sgja, que tenha grau n!.



