
Capítulo 4

RAÍZES DE POLINÔ MIOS

No capítulo anterior, discutimos elementos em uma dada extensão K de F que
eram algébricos sobre F, isto é, elementos que satisfaziam polinô mios em Fßxà. Agora
inverteremos o problema; dado um polinô mio pÝxÞem Fßxà, queremos encontrar um corpo K,
que seja uma extensão de F, no qual pÝxÞtem uma raiz.

Definiçã o 4.1: Se pÝxÞ 5 Fßxà, então um elemento a, que esteja em alguma extensão do
corpo F, édenominado uma raiz de pÝxÞse pÝaÞ = 0.

Exemplo 4.1: Dado fÝxÞ = x2 ?2, fÝxÞ 5 Qßxà, a = 2 5 R éuma raiz de fÝxÞ, pois
fÝ 2 Þ = 0.

Teorema 4.1(Teorema do Resto): Se pÝxÞ 5 Fßxàe K éuma extensão de F, então
pÝxÞ = Ýx ?bÞqÝxÞ+ pÝbÞ, para todo elemento b 5 K, onde qÝxÞ 5 Kßxàe
grßqÝxÞà = grßpÝxÞà?1.

Demonstraçã o: Como F Ð K, Fßxàestá contido em Kßxà, donde podemos considerar
que pÝxÞestá em Kßxà. Pelo algorítimo da divisão para polinô mios em
Kßxà, pÝxÞ = Ýx ?bÞqÝxÞ+ r, onde qÝxÞ 5 Kßxàe r = 0 ou grßrà< grßÝx ?bÞà = 1.

Assim, r = 0 ou grßrà= 0. Em qualquer caso, r éum elemento de K. Como
pÝxÞ = Ýx ?bÞqÝxÞ+ r, pÝbÞ = Ýb ?bÞqÝbÞ+ r = r. Portanto, pÝxÞ = Ýx ?bÞqÝxÞ+ pÝbÞ.

Como pÝxÞ = Ýx ?bÞqÝxÞ+ r temos:
grßpÝxÞà = grßÝx ?bÞà+ grßqÝxÞà ö grßpÝxÞà = 1 + grßqÝxÞà ö grßqÝxÞà = grßpÝxÞà?

Corolá rio 4.1.1: Se a 5 K éuma raiz de pÝxÞ 5 Fßxà, onde F Ð K, então
Ýx ?aÞPpÝxÞ em Kßxà.

Demonstraçã o: Do Teorema do resto, em Kßxà, pÝxÞ = Ýx ?aÞqÝxÞ + pÝaÞ
= Ýx ?aÞqÝxÞ pois, pÝaÞ = 0. Assim, Ýx ?aÞPpÝxÞ em Kßxà. n

Exemplo 4.2: Dado fÝxÞ = x2 ?2 em Qßxà, vemos que Ýx ? 2 Þ | fÝxÞ.

Definiçã o 4.2.: O elemento a 5 K éuma raiz de pÝxÞ 5 Fßxàde multiplicidade m se
Ýx ?aÞm|pÝxÞ, enquanto que Ýx ?aÞm+ 1 QpÝxÞ.

Neste momento éimportante estabelecermos quantas raízes um polinô mio possui
num dado corpo. Sendo assim, se J éuma raiz de multiplicidade m de pÝxÞentão em pÝxÞ
existem m raízes iguais a J.

Exemplo 4.3: Seja pÝxÞ = x3 + 3x2 ?4.
a = ?2 éuma raiz de multiplicidade 2, pois pÝaÞ = 0 e Ýx + 2Þ2 | pÝxÞ, mas

Ýx + 2Þ3 QpÝxÞ.

Proposiçã o 4.1.: Um polinô mio de grau n sobre um corpo pode ter no máximo n raízes
em qualquer extensão deste corpo.

Demonstraçã o: Será feita por induç ão sobre n, o grau do polinô mio pÝxÞ. Se pÝxÞéde



grau 1, então ele éda forma Jx + K , onde J, K estão num corpo F e J ® 0. Todo a tal que
pÝaÞ = 0 implica que Ja + K = 0, donde concluímos que a = ?K /J. Isto é, pÝxÞpossui uma
ú nica raiz ?K /J. Logo, a conclusão da Proposiç ão certamente vale neste caso.

Admitindo que o resultado seja verdadeiro em qualquer corpo e para todos os
polinô mios de graus menores que n, suponhamos que pÝxÞseja de grau n sobre F. Seja K uma
extensão qualquer de F. Se pÝxÞnão possui raízes em K, então certamente a proposiç ão está
demonstrado, pois o nú mero de raízes em K, a saber zero, édecididamente menor ou igual a n.
Portanto, suponhamos que pÝxÞpossua pelo menos uma raiz a 5 K e que a seja uma raiz de
multiplicidade m. Como Ýx ?aÞm|pÝxÞ, segue que m ² n. Ora, pÝxÞ = Ýx ?aÞmqÝxÞ, onde
qÝxÞ 5 Kßxàéde grau n ?m. Do fato que Ýx ?aÞm+ 1 QpÝxÞ obtemos Ýx ?aÞQqÝxÞ, donde,
pelo Corolário do Teorema do resto, a não éraiz de qÝxÞ. Se b ® a éuma raiz em K de pÝxÞ,
então 0 = pÝbÞ = Ýb ?aÞmqÝbÞ; mas, como b ?a ® 0 e como estamos num corpo, concluimos
que qÝbÞ = 0. Isto é, qualquer raiz de pÝxÞ, em K, diferente de a énecessariamente uma raiz
de qÝxÞ. Como qÝxÞéde grau n ?m < n, pela nossa hipótese de induç ão, qÝxÞ tem no máximo
n ?m raízes em K, o que, junto com a outra raiz a contada m vezes, nos diz que pÝxÞ tem no
máximo m + Ýn ?mÞ = n raízes em K. n

Exemplo 4.4: Seja pÝxÞ = x4 ?1 5 Qßxà. R éuma extensão de Q e, em R pÝxÞ, tem
duas raízes, a saber ± 1. Mas, em C, outra extensão de Q, pÝxÞ tem 4 raízes que são, ± 1, ± i.

Proposiçã o 4.2.: Sejam E = Fßxà/V, V = ÝpÝxÞÞ, uma extensão de F de grau
n = grßpÝxÞàe pÝxÞum polinô mio irredutível sobre F, então os elementos

1 + V, x + V, Ýx + VÞ2 = x2 + V , . . . , Ýx + VÞn?1 = xn?1 + V

forma uma base de E sobre F.
Demonstraçã o: Temos que E = Fßxà/ ÝpÝxÞÞ = áfÝxÞ + V P fÝxÞ 5 Fßxàâ
= áqÝxÞpÝxÞ+ rÝxÞ+ V PqÝxÞ, rÝxÞ 5 Fßxàâ = árÝxÞ+ V PrÝxÞ 5 Fßxà, grßrÝxÞà
= áa0 + a1x + . . . + an?1xn?1 + V Pai 5 Fââ.

Dessa forma, E éum corpo formado por todos os elementos da forma
a0 + a1x + . . . + an?1xn?1 + V Tal que ai 5 F.

Seja e 5 E qualquer,
então e = a0 + a1x + . . . + an?1xn?1 + V = Ýa0 + VÞ+ Ýa1x + VÞ

+ . . . + Ýan?1xn?1 + VÞ = a0Ý1 + VÞ + a1Ýx + VÞ+ . . . + an?1Ýxn?1 + VÞ. Logo, 1 + V,x + V ,
xn?1 + V geram E.

Por outro lado, como a + V = b + V ù ?b + a 5 V, então:
a0Ý1 + VÞ+ a1Ýx + VÞ+ . . . + an?1Ýxn?1 + VÞ = V ù a0 + a1x + . . . + an?1xn?1 + V = V = 0 +
ù a0 + a1x + . . . + an?1xn?1 5 V, ou seja, a0 + a1x + . . . + an?1xn?1 éum mú ltiplo de

pÝxÞ. Como o grau de pÝxÞ = n, teremos que
a0 + a1x + . . . + an?1xn?1 = 0 ù a0 = a1 =. . .= an?1 = 0. Sendo assim,
1 + V,x + V, . . . ,xn?1 + V são LI. Logo, 1 + V,x + V, . . . ,xn?1 + V éuma base de E sobre F. n

Teorema 4.2.: Se pÝxÞéum polinô mio em Fßxà, de grau n ³ 1, e éirredutível sobre F,
então existe uma extensão E de F, tal que ßE : Fà= n, na qual pÝxÞ tem uma raiz.

Demonstraçã o: Seja Fßxào anel dos polinô mios em x sobre F e seja V = ÝpÝxÞÞo ideal
de Fßxàgerado por pÝxÞ. V éum ideal maximal de Fßxà, donde E = Fßxà/V éum corpo.

Primeiramente, queremos mostrar que E éuma extensão de F, na verdade, não é!
Mas seja F a imagem de F em E, isto é, F = áJ + V PJ 5 Fâ. Afirmamos que F éum corpo
isomorfo a F; de fato, se f éa aplicaç ão de Fßxàem Fßxà/V = E definida por
f ßfÝxÞà = fÝxÞ+ V, então a restriç ão de f a F induz um isomorfismo de F em F . Usando este
isomorfismo identificamos F e F ; desta maneira podemos considerar E como uma extensão de
F.



Por conveniência de notaç ão indiquemos o elemento f ÝxÞ = x + V, no corpo E,
por a. Dado fÝxÞ 5 Fßxà, afirmamos que f ÝfÝxÞÞ = fÝaÞ, pois como f éum homomorfismo,
se fÝxÞ = K 0 + K 1x + . . . + K kxk, então
f ßfÝxÞà = f ßK 0 + K 1x + . . . + K kxkà = f ÝK 0Þ+ f ÝK 1Þf ÝxÞ

+ . . . + f ÝK kÞf ÝxkÞ, e f Ýx iÞ = f ÝxÞ f ÝxÞ . . . f ÝxÞ, i vezes. Como K i 5 F temos
f ÝK iÞ = K i, pois f éum isomorfismo de F em F . Vemos que f ÝfÝxÞÞ = fÝaÞ. Em particular,
como pÝxÞ 5 V, f ÝpÝxÞÞ = 0; contudo, f ÝpÝxÞÞ = pÝaÞ. Assim, o elemento a = f ÝxÞem E
éuma raiz de pÝxÞ e, pela Proposiç ão 4.2, concluímos que ßE : Fà= n.n

Corolá rio 4.2.1: Se fÝxÞ 5 Fßxà, então existe uma extensão finita E de F na qual fÝxÞ tem
uma raiz. Além disso, ßE : Fà² grßfÝxÞà.

Demonstraçã o: Pela Proposiç ão 4.2, temos que ßE : Fà= grßpÝxÞà, onde pÝxÞé
irredutível sobre F. Basta considerar pÝxÞsendo um fator irredutível de fÝxÞe aplicar o
Teorema anterior para obter que ßE : Fà² grßfÝxÞà. A igualdade ocorre se fÝxÞfor
irredutível.n

Definiçã o 4.3: Se fÝxÞ 5 Fßxà, uma extensão finita E de F édita um corpo de raízes
sobre F para fÝxÞ (ou corpo de decomposiç ão de fÝxÞ) se fÝxÞpode ser fatorado como um
produto de fatores lineares sobre E (isto é, em Eßxà) mas não sobre subcorpos próprios de E.

Teorema 4.3: Seja fÝxÞ 5 Fßxàde grau n ³ 1. Então, existe uma extensão E de F, de
grau no máximo n!, na qual fÝxÞpossui n raízes (e, portanto, um complemento completo de
raízes).

Demonstraçã o: Pelo Corolário 4.2.1, existe uma extensão E0 de F com ßE0 : Fà² n na
qual fÝxÞpossui uma raiz J. Assim, em E0ßxà, fÝxÞpode ser fatorado
como fÝxÞ = Ýx ?JÞqÝxÞ, onde qÝxÞéde grau n ?1. Continuando este processo, vemos que
existe uma extensão E de E0, de grau no máximo Ýn ?1Þ!, na qual qÝxÞpossui n ?1 raízes.
Como toda raiz de fÝxÞéJ ou uma raiz de qÝxÞ, obtemos em E todas as n raízes de fÝxÞ; e
ainda.

ßE : Fà= ßE : E0à6ßE0 : Fà² Ýn ?1Þ!n = n!. n

Exemplo 4.5: Seja F um corpo e seja pÝxÞ = x2 + Jx + K , J, K 5 F, em Fßxà.
Vamos mostrar que se K éuma extensão qualquer de F, na qual pÝxÞ tem uma

raiz a, então o elemento b = ?J ?a também em K éuma raiz de pÝxÞ. De fato, se a éraiz de
pÝxÞ, então pÝaÞ = a2 + Ja + K = 0. Assim
pÝbÞ = Ý?J ?aÞ2 + JÝ?J ?aÞ+ K = J 2 + 2Ja + a2 ?J 2

?Ja + K = a2 + Ja + K = 0, portanto, Ý?J ?aÞéraiz de pÝxÞ.
Se b = a, pÝxÞ énecessariamente, igual a Ýx ?aÞ2. Isto é,

b = ?J ?a ö ?J = a + a ö J = ?2a.a2 + Ja + K = 0 ö K = ?a2 ?Ja = aÝ?J ?aÞ = ab
ö K = a2; e assim pÝxÞ = x2 ?2ax + a2 = Ýx ?aÞ2. Dessa forma as duas raízes de pÝxÞ

estão em K.
Se b ® a, então as duas raízes de pÝxÞ também estão em K, pois

a,b 5 K. Portanto, K éuma extensão de F onde pÝxÞse decompõe em fatores lineares e
ßK : Fà² 2 = 2!

O Teorema anterior afirma a existência de uma extensão finita E na qual o
polinô mio dado fÝxÞ, de grau n sobre F, tem n raízes. Se
fÝxÞ = anxn + an?1xn?1 + . . . + a0, an ® 0, então fÝxÞ = anÝxn + an?1xn?1

an + . . . + a0
an Þ; e se as n

raízes em E são J 1, . . . ,J n, usando o Corolário 4.1.1, fÝxÞpode ser fatorado sobre E como
fÝxÞ = anÝx ?J 1ÞÝx ?J 2Þ. . .Ýx ?J nÞ. Assim fÝxÞdecompõe-se completamente sobre E como



um produto de fatores lineares.

Exemplo 4.6: Seja F = Q. FÝg Þéo corpo de raízes de fÝxÞ = x4 + x2 + 1, formado pela
adjunç ão da raís g , onde g = Ý?1+ 3 iÞ

2 .
Para mostrar isto devemos fatorar fÝxÞcomo um produto de fatores lineares. Para

isso, faç a em fÝxÞ, x2 = t, x = a + bi, isto implica que fÝtÞ = t2 + t + 1; logo:
t1 = Ý?1+ 3 iÞ

2 e t2 = Ý?1? 3 iÞ
2 são raízes de fÝtÞ. De fato:

fÝt1Þ =
Ý?1+ 3 iÞ

2

2
+ Ý?1+ 3 iÞ

2 + 1 = ?1? 3 i
2 + ?1+ 3 i

2 + 1 = 0.

fÝt2Þ =
Ý?1? 3 iÞ

2

2
+ Ý?1? 3 iÞ

2 + 1 = ?1+ 3 i
2 + ?1? 3 i

2 + 1 = 0.

Assim, como Ýa + biÞ2 = Ý?1? 3 iÞ
2 , temos que:

Ýa2 ?b2Þ+ 2abi = ?1+ 3 i
2

a2 ?b2 = ?1
2

ì
a = 1

2

b = ? 3
2

;
a = ?1

2

b = 3
2

Dessa forma, vemos que 1? 3 i
2 , 1+ 3 i

2 , ?1+ 3 i
2 , ?1? 3 i

2 são as quatro raízes de fÝxÞ.
Portanto,
fÝxÞ = x4 + x2 + 1 = x ? 1? 3 i

2 x ? 1+ 3 i
2 x ? ?1+ 3 i

2 x ? ?1? 3 i
2 .

Exemplo 4.7: Seja F o corpo dos nú meros racionais e seja fÝxÞ = x3 ?2. No corpo dos
nú meros complexos as três raízes de fÝxÞsão 3 2 , g 3 2 e g 2 3 2 , onde g = ?1+ 3 i

2 e 3 2 éraiz
cú bica real de 2. Não podemos decompor x3 ?2 em FÝ3 2 Þ, pois como um subcorpo do corpo
dos reais, ele não pode conter o nú mero complexo, g 3 2 . Pelo Teorema 4.3.ßE : Fà² 3! = 6,
onde E éo corpo de raízes de x3 ?2 sobre F; pela observaç ão acima, como x3 ?2 é
irredutível sobre F e como ßFÝ3 2 Þ : Fà= 3, pelo Corolário 4.1.1,
3 = ßFÝ3 2 Þ : FàPßE : Fà. Finalmente, ßE : Fà> ßFÝ3 2 Þ : Fà= 3. Logo a ú nica
possibilidade éßE : Fà= 6.

Os três exemplos ilustram o que afirma o Teorema 4.3, pois nem todos
polinô mios precisam de uma extensão máxima, ou seja, que tenha grau n!.


