Capitulo 3

EXTENSOES DE CORPOSE GRAU DE UMA EXTENSAO

Trataremos aqui do estudo de corpos, corpos finitos, extensdes de corpos e
discorreremos sobre 0 grau de uma extensio.

Defini¢dao 3.1:  Um corpo ¢ um anel comutativo com elemento unidade no qual todo
elemento nao nulo possui inverso multiplicativo.

Como exemplo de corpos podemos citar:
O conjunto dos numeros racionais sob adigao e multiplicagiao usuais;
« O conjunto dos numeros reais sob adi¢ao e multiplicagao usuais;
e Oconjunto Z, = {0,1,2,...,p— 1}, ( primo), sob adi¢ao e multiplicagao modulo p.
Note, entretanto que os conjuntos Z e Z,,, h composto, a0 SA0 COrpos Pois:
eacZ a+ 11,4 be Ztaqueab=1
edabeZy,a+0eb+0, taqueab=0 mod n.

Exemplo 3.1: Sgjaa = /2 € ReK = Q. Vamos mostrar que:
Kla] = Q[V2] = {a+by2 | ab e Q}.
Por defini¢io temos Q[/2] = {f(V2) | f(x) € Q[X]}. Agorasef(x) € Q[X],
segue pelo algoritimo da divisio que existe q(x), r(x) € Q[x] tais que
f(x) = q(X)(x2 - 2) +r(x), onder(x) = a+bx, a,b € Q, edai vem
que f(V2) =r(J/2) =a+by2, a,be Q.
Dessaforma J = Q[+/2] = {f(V2) : f(x) € Q[X]} = {a+by2 :a,be Q}¢
um corpo.
Defato:
i) [(@1+b1v2) + (a2 +b2v2)] +(as+bs/2) = [(a1+a2) + (b1+b2) V2] + az+b
=(a1+az) +as+[(b1+b2) +bs] V2 = (a1 +az+as) + (b1 + b2+ b3) V2 = [a1 + (a2 +
+ [b1+(b2+b3)]\/7 = a1+b1,/7+(a2+a3)+[(b2+b3)],/7 = a1+b1ﬁ+[(a2+b
+(a3 + bgﬁ)]

A soma ¢é associativa.

i) Existe0+0J/2 e Jtal que:
(a+by/2)+(0+0/2)=(a+0)+(b+0)J/2 = a+b/2.
Existe elemento neutro para a soma.

iii) Existe-a+ (-b)J/2 e Jta que
a+by2 +(ma+(-b)J2) =[a+(-a)] +[b+(-b)]V2 = (a-a)+(b-b)J/2 =0+0/2

Existe inverso aditivo.

iv)

(a1 +b1v2) + (a2 +b2v2) = (ar+a2)+ (b1+b2) V2 = (az+a1)+ (ba+b1)V2
= (a2 + b2v2) + (a1 + b1/2).
A soma é comutativa.

V)
[(@1+b1v2) « (@2 + b2v2)] - (as+b3v2) = [a1a@2 + @a1b24/2 + b1y2 @z + b1/2b,y/2]



“(as + b3v2) = a1azas + a1a2b3v2 + aibav/2as + a1b2v2bsy/2 + byy2azas + b1v/2azb
+b1/2b2y2 a3 + b1v2b2y2b3/2 = (a1 + b14/2) - [a283 + a2b3v/2 + by2 a3 + b2y/2b3/2
araz + azbgﬁ + bzﬁag + bzﬁbgﬁ] = (al + blﬁ) . [(az + bzﬁ) . (a3 + bgﬁ)]

A multiplicagao ¢ associativa.

Vi) = (a1+b1ﬁ) . [(a2+b2ﬁ) +(a3+b3ﬁ)] = (a1+blﬁ) . [(a2+a3) +(b2+b
= al(az + 8.3) + al(bz + b3) \/? + blﬁ(az + 8.3) + blﬁ(bz + b3) \/? = didz + aiaz + alb
+aibsy/2 + bi/2a+ biJ2az+ b1v2bo/2 + b1/2b3y2 = (a1 +b1/2) - (a2 +
+(a1 + b1v2) - (a3 + b3/2).

Vale adistributividade a esquerda.

F o [(@1+b1v2) + (@2 +b2v2)] « (@3 +bsy2) = [(@1+a2) + (b1 +b2) V2] (as+b
= (al + az)ag + (b2 + b3) ﬁag + (al + az)bgﬁ + (b1 + bz) ﬁbgﬁ = diaz + azaz + agb
+ aghsy/2 + bzy/2a1+ bsJ/2ax+ bs/2b1/2 + b3/2b2/2 = (a1 +b1/2) - (as+
+(@z +b2y2) « (a3 + b3/2).

Vaeadistributividade a direita.

vii) Existel+0/2 e Jtal que:
1+0J/2)-(a+by2)= 1-a+1-bJ2+0/2 -a+0J2 :by2 = a-1+by2 -1+a-
+by2 - 042 = a+b/2.

J ¢ um anel com unidade.

viii) (a1 +b1v2) - (82 + b2v/2) = araz + a1b2v/2 + b1v2a, + b1y2b2y/2 = azai + by
+a2b1v2 + b2y/2b14/2 = (a2 + b2y2) - (a1 + b1/2).

J é um anel comutativo.

iX) Exste =% - —2_ /2 e Jta que
a2-2b? a2-2b?
a b a b a
(@1 +b1y2) - [ai—;bi - ai—;bi 2] = a( ai—;bi) - aif;bi 2) + blﬁ(ﬁiébi
az b ‘/7 aib ﬁ 2b2 32—2b2
—blﬁ( b1 ﬁ): 1 a2 | aibd2 R et B
a2-2b? a2-2b? a2-2b? a2-2b? a2-2b? a2-2b?

Logo Q[+/2] é um corpo.

Exemplo 3.2: Provar que o polindmio x? — 3 em Zs[x] ¢é irredutivel sobre o corpo
K = Zs. Maisainda, se J = Zs[x] - f(x); onde f(x) = x? — 3 entdo, pelo Teorema 1 (ver
Apéndice 1), temos que Zs[X]/J é um corpo gque possui exatamente 25 elementos.

K=2Z5=40,1,2,3,4} ef(x) = x* - 3, temos.

f(x) = x>- 3
f(0)=0°-3=-3=2
f(1)=1°-3=-2=3
fQ)=2°-3=4-3=1
f(3)=3°-3=4-3=1

f(Z)=4°-3=T-3=-2 =73, Logof(x) ¢ irredutivel.

J = Zs[x] - f(x) com f(x) = x? - 3.

Zs[X]/3 = {p)+J | p(¥) € Zs[x]} = <{f(x) -qC) +r(x) +J | f(x), q(x), r(x) € Zs[

={r(xX)+J | r(x) € Zs[X]}, pois f(x) - q(x) € J.
Entdao, Zs[x]/J = {r(x) +J | r(X) € Zs[X]}

={ax+b+J:a,b e Zs}.

Dessaforma, ax+ b nosfornece 5 possibilidades paraa e 5 possibilidades para

b, eisto nos d4 que Zs[x]/J é um corpo com 25 elementos.

Exemplo 3.3: Provar que o polindmio x® + x + 1 em Zs[X] ¢ irredutivel sobre o corpo



K = Zs. Maisainda, seJ = Zs[x] - f(x); onde f(x) = x3+ x+ 1 entdo, pelo Teorema 1 (ver
Apeéndice), temos que Zs[X]/J ¢ um corpo que possui exatamente 125 elementos.

K=2Z5=4{0,1,2,3,4} e f(x) = x3+x+ 1, entio:
f) =x3+x+1

f(0) =1
f(1) =3
f(2)=1
f(3)=1
f(4) = 4

Assim f(x) € irredutivel sobre Zs.
J = Zs[x] - f(x),onde f(x) = x®*+x+ 1
Zs[x]Id = {p(X¥)+J | p(x) € Zs[x]} = {f(X)-a() +r(x)+J | f(x), q(x), r(x) €
=r(xX)+J | r(x) € Zs[X]}. _ _
Zs[X[1J={r(x) +J | r(x) € Zs[X]} = {ax?+ bx+T+ (f(x)) : a,b,T € Zs}.
Dessaforma, ax? + bx + T nosfornece 5 possibilidades para @, 5 possibilidades
para b, e 5 possibilidades para T o que nos diz que Zs[x]/J é um corpo com 125 elementos.

N

Exemplo 3.4: Segjap(x) um polindmio irredutivel de grau n sobre o corpo Z,, p primo, e
sgjad = Zp[X] - p(x). Provar que Z,[x]/J ¢ um corpo contendo exatamente p" elementos.
J = Zy[x] - p(x) = f() - p(x) = (P(x)) comf(X) € Z,[x], onde
p(X) = ap + a1X +...+anX".
Zs[X])I(p(x)) = ) + (p(Q)) | f(x) € Zp[x]} = {p(X) + A(X) +r(X) + (P(X)) | P(X),q(X),
€ Zs[x]} = {r(¥) + (p(X) | r(x) € Zp[x]} = {(bo + bax+...+bn-2x™) + (p(X)) | bo,b
bnfl S Zp}
Dessaforma, by + biX +...+bp_1x™?* nos fornece p possibilidades para cada by,
i =0,...,n—1, donde o corpo Zs[x]/(p(x)) possui p" elementos.

Defini¢ao 3.2.: Sgja F um corpo. Um corpo K ¢ dito umaextensio de F se K contém F.
Equivalentemente, K ¢ uma extensio de F se F é um subcorpo de K.

Por exemplo, R sob adi¢do e multiplicagao usuais ¢ uma extensio de Q, e
Q[V/2], é¢ umaextensio de Q, que contém /2 e Q, de acordo com o exemplo 3.1.

Neste capitulo, F indicara um corpo qualquer e K uma extensio de F.
Defini¢do 3.3: O grau de K sobre F ¢ adimensio de K como espago vetoria sobre F.

Indicaremos o grau de K sobre F por [K : F]. Se K ¢ de dimensao finita como
espago vetoria sobreF, [K : F] é finito, isto é, K ¢ umaextensio finita de F.

Teorema 3.1: Sel ¢ umaextensio finitade K e se K ¢ umaextensio finitade F, entao L
¢ umaextensio finitade F. Alémdisso, [L : F] = [L : K]« [K : F].

Demonstracao: Suponhamosque[L : K] = meque[K : F] = n. Sgavs,...,Vm uma
base de L sobre K e sgjaws, ..., w, umabase de K sobre F. Afirmamos que os elementos viw;,
ondei =1,2,...,m, j = 1,2,...,n, formam uma base de L sobre F.

Defato:

Sejat um elemento qualquer de L. Como todo elemento de L ¢ uma combinagao
linear devs,...,vm com coeficientes em K, em particular, t é dessaforma. Assim,
t = kyv1 +...+kmvim Onde os elementos k1, . . ., knm estdo todos em K. Contudo, todo elemento
em K é uma combinagao linear dews,...,w, com coeficientes em F. Assim,



kl = f11W1 +.. .+f1an, ceey ki = fi1W1 +.. .+fian, ceny km = fmlW1 +.. .+fman,

onde cadaf; esta emF.

Substituindo estas expressdes para ki, ..., km emt = kyvi +...+KmVm Obtemos
t = (fuawg +...+f1aWn)vi +. .. +(Frawi +. .. +fmWn)vim. Efetuando os produtos, usando as leis
distributiva e associativa, chegamos at = f11viwy +...+f10VaWn +. ..+ viw; +. ..+ VmWa.
Como os fj; estao em F, exibimos t como uma combinagao linear sobre F dos elementos viw;.
Portanto, os elementos viw; geram o Espaco vetoria L sobre o corpo F, e entido eles
preenchem a primeira condi¢ao para ser uma base.

Resta ainda mostrar que os elementos viw; sio linearmente independentes sobre
F.

Suponhamos que f11viws +...+f1aVaWn +...+HijViw; +... +fmVmW, = 0, onde os fj;
estao em F. Queremos mostrar que cada fij = 0. Reagrupando a expressao acima temos

(fuawr +. ..+ 1aWp)vr +. . +(fiawg +. . +HiaWo) Vi +. .+ (Frawa +. . A WiV = 0.

Como osw; estao em K ecomo F < K, todos os elementos ki = fiywq +...+finwp
estdo em K. Ora, kavi +...+KmVm = 0 com Ky, ..., kn € K. Mas, por hipétese, vi,...,vm forma
umabase de L sobre K. Logo, ki = k2 =...= kny = 0. Usando os valores explicitos dos ki,
obtemos: fiiwi +...+finw, = Oparai = 1,2,...,m. Masrecordando o fato de que os w; Sio
linearmente independentes sobre F, resulta que cada fij = 0. Assim, osviw; sio linearmente
independentes sobre F. Assim os mn elementos v;w; formam uma base de L sobre F.

Portanto, [L : F] = mn. Comom = [L : K] en = [K : F], obtemos
[L:F]=[L:K][K:F]l.m

Corolario 3.1.1: Sel ¢ umaextensio finitade F e se K ¢ um subcorpo de L que contém
F,entao[K : F] | [L: F].

Demonstracao: SeK é um subcorpo de L que contém F, entao pela definigao de
extensio, K é umaextensaodeF. [L : F] ¢ finito, logo a dimensio de L como espago vetorial
sobre F ¢ finita. Sendo K subespaco de L sobre F, temos que [K : F] ¢ finito. Como F ¢é
subespago deK e [L : F] é finito entdao [L : K] é finito. Assim pelo Teorema 3.1
[K:F]|[L:Flm

Assim, por exemplo, se[L : F] é um nimero primo, entao nao podem existir
corposentreFelL andoser Fel.

Extensdes algébricas

Defini¢dao 3.4: Um elemento a € K ¢ dito algébrico sobre F se existem elementos
ao,...,an €mF, ndo todos nulos, taisque ap + a1a+...+ana" = 0.

Seopolindmio g(x) € F[x], gq(X) = BmX™ + BmaX™ 1 +...+B0, entdo, paratodo
elemento b € K, por g(b) indicaremos o elemento frb™ + Bm1b™?! +...+Bo de K. Diz-se
gue o elemento b satisfaz q(x) seq(b) = O.

Assim, a € K ¢ algébrico sobre F se, e somente se, existe um polinémio nao nulo
p(x) € F[x], parao qual p(a) = 0.

Um namero complexo ¢ dito um namero algébrico se ele é algébrico sobre o
corpo dos nimeros racionais, ja que todo namero complexo ¢ algébrico sobre o corpo dos
nameros reais (Teorema Fundamental da Algebra).

Exemplo3.5: o =i € C ¢ agébrico sobre Q[x], poisa é raiz de p(x) = x? + 1, onde



p(x) € Q[X].

Exemplo 3.6: Dadof(x) € Q[x] tal que f(x) = x® — 2, vemosque ¥2 € R ¢ agébrico
sobre Q poisf(¥2) = 0.

Sejam K uma extensio de F ea € K. SgaQ acolegio de todos os subcorpos de
K que contém F ea. Q é nao vazio, pois o proprio K é um elemento de Q2. Ora, ainterseccao
de um niimero qualquer de subcorpos de K é novamente um subcorpo de K. Assim, a
interseccao de todos os subcorpos de K gque sio elementos de Q ¢ um subcorpo de K.
Indicaremos esse subcorpo por F(a).

Certamente, ele contém F e a, poisisto ¢ verdadeiro para todo subcorpo de K que
¢ membro de Q. Além disso, pela definigao de intersecgao, todo subcorpo de K em Q contém
F(a) e a0 mesmo tempo F(a) esta em Q. Assm F(a) ¢ o menor subcorpo de K que contém F
e a. Denominamos F(a) o subcorpo obtido pela adjungdo de a aF. Como exemplo, Q(v2).

Consideremos, agora, todos os elementos em K que podem ser expressos na
forma o + f1a+...+fsa% onde os f; podem variar livremente sobre F e s¢é qualquer inteiro
nao negativo. Como todo elemento nao nulo de K, ¢ inversivel, podemos definir U como o
conjunto de todas as fragoes de elementos que podem ser expressos como acima. U é um
subcorpo de K.

U certamente contém F e a, logo U o F(a). Por outro lado, qualquer subcorpo de K que
contém F e a, em virtude do fechamento com relagio a adigao e a multiplicagao, contém
necessariamente todos os el ementos o + f1a +...+fsa%. Como F(a) é um corpo, contém
todas as fragdes de tais elementos. Portanto, F(a) o U.

DessaformaasrelagoesU c F(a) eU o F(a) indicam que U = F(a).

Teorema 3.2: O elemento a em K ¢ algébrico sobre F se, e somente se, F(a) é uma
extensao finitade F.
Demonstragio:

(<)

Suponhamos que F(a) sgjauma extensio finitade F eque [F(a) : F] = m.
Consideremos os elementos 1,a,a2,...,a™, eles estio todos em F(a) e assim existem m+ 1
elementos daformaa' em F(a). Pela Proposi¢io 2.5. estes elementos sio linearmente
dependentes sobre F. Portanto, existem elementos ao, @1, . ..,am €M F, ndo todos nulos, tais
que aol + aja+ aa? +...+ama™ = 0. Logo, a é algébrico sobre F e satisfaz o polinomio nio
nulo p(x) = ao + a1X+...+amX™ em F[X] de grau no maximo m = [F(a) : F]. Isto mostraa
primeira parte do teorema.

=)

Suponhamos que a em K sgja algébrico sobre F. Por hipotese, a satisfaz algum
polinomio nao nulo em F[x]. Sejap(x) um polinémio de F[x] de grau positivo e minimo tal
gue p(a) = 0. Afirmamos gque p(x) ¢ irredutivel sobre F. De fato, suponhamos que
p(x) = f(x)g(x), onde f(x),g(x) € F[x], entao 0 = p(a) = f(a)g(a) e, como f(a) e g(a) sao
elementos do corpo K, o fato de que seu produto é O implicaf(a) = 0 oug(a) = 0. Como p(x)
¢ de grau positivo minimo, com p(a) = 0, concluimos que gr[f(x)] > gr[p(x)] ou
grlg(x)] > gr[p(x)]. Masisto mostraairredutibilidade de p(x).

Definimos a aplicagao v de F[x] em F(a) tal que todo h(x) € F[X],

v[h(xX)] = h(a). v ¢ um homomorfismo de F[x] em F(a). Pela defini¢do de v,

N(y) = {h(x) € F[X] | h(a) = 0}. Além disso, p(x) ¢ um elemento de grau minimo no ideal
N(y) < F[x]. Como todo elemento em N(y) é mutiplo de p(x), e como p(x) ¢ irredutivel,
N(y) é um ideal maximal de F[x]. F[X]/N(y) ¢ um corpo (ver apéndice). Ora, F[X]/N(w) ¢é
isomorfo a imagem de F[x] por meio de y. Assim, demonstramos que aimagem de F[x] por
meio de v ¢ um subcorpo de F(a). Estaimagem contém y(X) = a e, paratodo



a € F, y(a) = a. Assm, aimagem de F[x] por meio de v ¢ um subcorpo de F(a) que
contém F e a; pela definigao de F(a) concluimos que aimagem de F[x] por meio de y é F(a).
Mais sucintamente, F[X]/N(y) é isomorfo aF(a).

Como, N(y) = (p(x)), oideal gerado por p(x), afirmamos gue a dimensao de
F[X]/N(w), como espago vetorial sobre F, ¢ exatamente igual agr[p(x)]. Em vista do
isomorfismo entre F[x]/N(y) e F(a) obtemos o fato de que [F(a) : F] = gr[p(x)]. Portanto,
[F(a) : F] ¢é certamente finito. g

Defini¢ao 3.5: Um elemento a € K ¢ dito algébrico de grau n sobre F se ele satisfaz um
polinémio nao nulo sobre F de grau n, mas nao satisfaz nenhum polindémio de grau menor.

Teorema 3.3: Sea € K¢ agébrico degrau nsobreF, entao [F(a) : F] = n.

Demonstracao: Como a € K ¢ algébrico sobre F, entdo pela demonstragao do Teorema
anterior, temos que [F(a) : F] ¢ exatamente o grau do polinomio satisfeito por a e de grau
minimo, p(X). Por hipotese, a € K ¢é algébrico de grau n, isto significa que p(x) possui grau n.
Desses doisfatostemos, [F(a) : F] = gr[p(X)] =n.m

Teorema 3.4 Sea,b em K sio algébricos sobre F, entaioa+ b,ab e a/b (se b # 0) sio
todos algébricos sobre F. Em outras palavras, os elementos em K que sio algébricos sobre F
formam um subcorpo de K.

Demonstracao: Suponhamos que a seja algébrico de grau m sobre F e que b sgja
algébrico de grau n sobre F. Pelo Teorema 3.3, o subcorpo T = F(a) de K ¢é de grau m sobre
F. Ora, b ¢ agébrico de grau n sobre F, ele ¢ agébrico de grau no maximo n sobre T que
contém F. Assim, o subcorpo W = T(b) de K, pelo Teorema 3.3, também ¢ de grau no maximo
nsobreT.Mas[W : F] = [W: T] [T : F] pelo Teorema 3.1; portanto, [W : F] < mn eentao
W ¢ uma extensio finita de F. Contudo, ae b estaoem W, logo, a+ b, ab ea/b estaioem W.
Pelo Teoerma 3.2, como [W : F] ¢ finito, estes elementos sao algébricos sobre F.g

Corolario 3.4.1: Seaebem K sio algébricos sobre F de graus m e n, respectivamente,
entaioa+ b, ab, e a/b (para b + 0) sio algébricos sobre F de graus no maximo mn.

Demonstraciao: Dademonstragao do Teorema anterior, temos que [W : F] < mn. Logo
todo elemento em W satisfaz um polinémio de grau no maximo mn sobre F.g

Defini¢do 3.6: A extensio K de F é denominada uma extensio algébrica de F se todo
elemento em K ¢ algébrico sobre F.

Sgaf(x) € F[x] eas,...,a, asraizesdistintas de f(x) em K, onde K ¢ uma
extensio deF.

ConsideremosFg < F1 = Fo(a1) < F2 = Fi(a2) c...c Fr = Fra(ar). Dessa
forma, vemos que F, ¢ o menor subcorpo de K que contém F eay,...,ar.

Denotaremos F; por F(a1,...,ar).

Teorema 3.5: Sel ¢ umaextencao algébricade K e se K é uma extensio algébricade F,
entdao L ¢ umaextensio algébricade F.

Demonstracao: Sejau um elemento arbitrario de L. Temos que u satisfaz algum
polindmio X" + ¢1x™1 +...40n, ©1,...,0n € K. Mas, K é algébrico sobre F, entio se
usarmos varias vezes o Teorema 3.3, concluimosque M = F(o1,...,0n) é¢ Umaextensio finita
de F. Como u satisfaz o polinomio x" + o1x™ +...+0,, cujos coeficientes estio em M, pois M
¢ 0o menor subcorpo deL quecontémK eoy,...,on, entao u é algébrico sobre M. Assim, pelo
Teorema 3.2, temos que M(u) é uma extensao finitade F. Logo u é algébrico sobre F e,



portanto, L ¢ uma extensio algébricade F.g



