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Capitulo 2

ESPACOSVETORIAIS

Neste capitul o estabel eceremos importantes resultados para o desenvolvimento
das teorias nos capitul os seguintes.

Definigdo 2.1:  Um conjunto nao vazio V é dito um espa¢o vetorial sobre um corpo F se
V é um grupo abeliano com relagdo a uma operagao que indicaremos por +, e se paratodo
a € F e v e Vesta definido um elemento, indicado por av, em V, tal que:

1 a(v+w) = av+aw,

2) (a+ B)v=av+ pyv;

3) a(f-v) = (a-pVv,

4H 1l-v=y;

paratodosa,f € F, v,w € V (onde 1 representa o elemento unidade de F com relagdo a
multiplicagdo).

Exemplo 2.1: SgaF[x"] = {p(X) | p(X) = ao + aiX+...+anX",a € R}. Afirmamos
gue F[x"] é um espago vetorial sobre R.
Defato:
Sejam p1(X), P2(X) e ps(x) € F[x"].
F[x"] ¢ fechado, pois
pP1(X) + p2(X) = (ao + arX+...+anx") + (bo + bix +...+bnx")
= [(ap + bo) + (a1 + b1)X +...+(an + bp)x"] = (Co + C1X +...+CpX") € F[x"].

) p1X) +p2xX) = (ao+aiX+...+anX") + (bo + bix+...+bpx™) = [(@0+bo) + (a1 + b
+...+ (@ +bp)X"] = [(bp+ap) + (by1+ai)x +...+ (bp+an)x"] = (bp+ biX+...+by
+ (ao + arxX +...+anX") = p2(x) + p1(X).

Logo, asoma ¢ comutativa em F[x"].

i) [p1(X) +p2(X)] +p3(X) = [(ao+ bo) + (a1 + b1)Xx +...+(an + bn)X"] + (Co + C1X +...+C

= [(@ao+bo) + (a1 +b1)x +...+ (@n+bn)X"] + (Co+CiX +...+ cX") = [(ap+ bo) +
+ [(ar +by) + C1]X +...+ [(@n+bn) +C]Xx" = [ao+ (bo+Co)] + [a1+ (b1 +C1)]x +
[an+ (bh+cCh)]X" = (ag+aiXx+...+anX") + [(bo+cCo) + (by1+cC1)X +...+ (bn+Cn
= (ap+aiX+...4anX") + [(bo+bix+...4bX") + (Co+ CiX+...+CnXM)] = p1(X) + [p

+P3(X)].

Logo, a soma ¢ associativa em F[x"].

iii) Existe po(X) = 0+ 0x+...+0x" € F[x"] tal que
pP1(X) + po(X) = (ag + arX +...+anx")
+ (0+0x+...40x") = (ap+0) + (a1 + O)x+...+(an + O)X" = ag+ arX+...+anx" = pi(
paratodo pi1(x) € F[x"].
Logo, po(X) ¢ 0 elemento neutro da somaem F[x"].

iv) Existe p2(x) = —ap — a1x—...—anX" € F[x"], ta

qgue pi(X) + p2(x) = (ap + a1X +...+anX"
+ (—ap—aiXx—...—apX") = (ap—ap)+ (ar—a)x +...+ (@ah—ap)X" = 0+ 0x+...+0x
= Po(X).
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Logo, p2(X) é o0 elemento oposto de p1(x) em F[x"].

Portanto, (F[x"],+) ¢ um grupo abeliano.

Aindatemos:

1) Dadosa € R epi(x), p2(x) € F[x"], temos que:

a-[p1(X) +p2X)] = a-[(ap+ax+...4anxX") + (bo+bix+...+bx")] = a-[(ao+
+ (a1 + by)x+...+(@an + bn)Xx"] = a(ap + bp) + a(ay + b1)x+...+a(an + bp)x" = (aap + ab
+ (aag + aby))X +...+(aan + abp)x" = (aap + aaiX +...+aanX") + (abo + abiX+...+aby
= ap1(X) + ap2(X).

2) Dadosa, B € R epi(x) € F[x"], temos que:
(a+ ) p1(X) = (a+p)+(a0+aiXx+...+anx") = (aao+ aaiX+...+aanX") + (fao + pa
+...+fanX") = api(X) + ppi(X).

3) Dadosa, B € R epi(x) € F[x"], temos que:
a(pp1(X)) = a[f(ap+aiX+...+aX")] = a[fao+ faix+...+paxX"] = afap + afaix +
afanx” = (af)ag + (af)arX +...+(af)anx" = (af)pi(X).

4) Existel € R, ta quepara
todo pi(x) € F[x"], 1-p1(X) = 1-(ap+aix+...+anx")
=l.ap+1-aix+...+1+ax" = ap + arx +...+apX" = p1(x).

Assimdei), ii), iii), iv), 1), 2), 3) e 4), temos que F[x"] ¢ um espago vetorial.

Defini¢do 2.2: SeV é um espago vetorial sobre F ese W < V, entao W é um subespago
deV se, com relagio as operagdes de V, W forma um espago vetorial sobre F.
Equivalentemente, W é um subespaco de V se, e somente se, dadoswi,w, € W, e a, € F
implicar que aw; + pwz € W.

Exemplo 2.2: O subconjunto F[x3] dos polinomios da forma ax? + bx? + cx + d, onde
a,b,c,d € R, é um subespaco vetorial de F[x"], o conjunto dos polinémios daforma
ao + aiX+...+anx"coma; € R.
Sgjam w; = a;x3 + byx? + cix + dg, Wo = axx® + bax? + cox + dy polindmios de
FIx®] e a,f € R. Entdo, awy + pwy = a(ax® +bix? +cix+dy) + B(axx® + bax? + cox +
= (aarx®+ abix?+ acix+ adi) + (Baxx®+ Pbox?+ Beox+ pdz) = (aag+
+ (aby+ Bb)x? + (aci+ Be)x + (adi+ Bd2) = yix¥+ yaX2+ y3X+ y4 €
Y1 = ((Xal +ﬂa2), Y2 = (Otbl +ﬁb2), Y3 = ((XCl +ﬁC2), Y4 = (Otdl +ﬁd2).

Proposi¢ao 2.1: SeV é um espaco vetorial sobre F, entao:
1) a0 =0 paraa € F; (0 deV);

2)ov=0paraveV, (odeF)

3) (—a)v=—(av) paraa € F, veV,

4) Sev # 0, entdo av = 0 implicaque a = o.
Demonstracao:

1) Como a0 = a(0+ 0) = a0+ a0. Entio,
a0=00+00= a0—a0=a0+a0-a0 = 0= 0.

2) Como ov = (0 + 0)v = ov + ov, obtemos ov = 0.

3) Como 0 = (a+ (—a))v = av+ (—a)V, (—a)v =—(av).
4) Suponhamos, por absurdo, que av = 0, com a # 0, entao,
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O=a'0=a(av) = (ata)v=1v=V.m

SejaV um espago vetorial sobre F e sgja W um subespago de V, iremos
estabel ecer condigoes para que possamos construir o espago vetorial V/W. Como V e W sao
grupos abelianos teremos, imediatamente, a construgao de V/W grupo abeliano.
Sgamv; + Wev, + W e V/IWea € F. Definimos a soma e o produto por escalar
como sendo:
(Vi+W) + (v2+ W) = (Vi +Vv2) + W.
a(vi+W) = avy + W.
Desta forma, primeiramente, precisamos mostrar que este produto esta bem
definido, isto é, sev+ W = V' + W, entio a(v+W) = a(V + W).
Comov+W=V +W, v—V' € W.eW é um subespaco, a(v-V') € W. Pela
Proposi¢do 5 (ver Apéndice), temosque a(v—V') = av—aV € W g,
entio; av+W = av' + W. Portanto,
a(V+W) = av+W=aV + W= a(V' + W). Logo, este produto ¢ bem definido.
A verificagdo dos axiomas de espago vetoria para V/W é imediato, donde temos a
seguinte

Proposi¢ao 2.2: SeV é um Espago vetoria sobre F e W é subespago de V, entao V/IW é
um espaco vetorial sobre F, munido das seguintes operagoes:

D (vi+ W)+ (v2+ W) = (vi+V2) + W,

2) avi+W) = avi +W,

paavi+W, vo+We VIWea € F.

V/W ¢é chamado o espago quociente de V por W.

Defini¢do 2.3: Se U eV sio espagos vetoriais sobre F, entdo aaplicagio TdeU em V é
dita um homomorfismo se:

1) T(ui+uz) = T(u1) + T(u2)

2) T(aup) = aT(ug)

Paratodosu;,u; € Uetodoa € F.

Defini¢dao 2.4: O nucleodeT ¢ definido por {u € U | T(u) = O}, onde O ¢ o elemento
neutro da adi¢ao em V. Denotaremos ntcleo de T por N(T).

Teorema2.1: SeT ¢ um homomorfismo sobrejetor de U em V. com nucleo W, entao V é
isomorfo a U/W. Reciprocamente, se U é um espago vetorial e W um subespago de U, entao
existe um homomorfismo sobrejetor de U em U/W.

Demonstraciao: Seconsiderarmos T um homomorfismo sobrejetor de U emV com
nacleo W, entao @ : V - U/W, tal que T(u) = ®(u+ W) é o teorema do isomorfismo para
espagos vetoriais, o qual ademonstragio ¢ idéntica a demonstragao do Teorema do
isomorfismo para grupos.

Por outro lado, vamos mostrar que ¥ : U - U/W.
¥Y: U->UW
u — u+ W, mostraremos que ¥ é um homomorfismo sobrejetor.

+ W ¢ bem definida.

e Queremos mostrar que: Ui = Uz = Y(u1) = Y(up).

Uy=U < U+Ut+W=UWw+Uzt+W = i +Uut+W=0+W = uu+W=ux+

= ¥(u1) = ¥Y(uz2). Logo, ¥ é bem definida.

¥ ¢ um homomorfismo.

e Vamos mostrar que W (u; + uz) = Y(u1) + Y (uyz).

Y(Uui+Uz) = Ur+U)+W=u +W+Uy+W=Y¥(up) + ¥(up).
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e Mostraremos que WY(au1) = aW¥(uy).
Y(aui) = aur + W = a(u; + W) = a'¥(u1).
+ W ¢é sobrgjetora.
o Mostraremos que existeu € U tal que W(u) = u+ W.
Por defini¢ao de grupo quociente, temosqueu+ W € U/W paratodou € U.
Portanto existeu € U tal que W(u) = u+ W. Logo, ¥ ¢ sobreetora, e assim o teorema fica
demonstrado. 4

Defini¢do 2.5: Sejam V um espago vetorial sobreF evs,...,vy € V, entdo qualquer
elemento daformaaivi + azVvz +...+anVn, oOndea; € F, é chamado combinagao linear sobre
Fdevy,...,Vn.

Exemplo2.3: Ovetorv = (2,-2,1,4) € R* ¢ umacombinagio linear de
vi = (1,-1,0,2), v2 = (3,3,1,2) evs = (0,0,-1,0), poisparaai = 2, a2 = 0eas = 1temos
que: 2(1,-1,0,2) + 0(3,3,1,2) — 1(0,0,-1,0) = (2,-2,1,4).

Defini¢do 2.6:  Se S¢é um subconjunto nao vazio do espago vetoria V, entdao L(S), o
fecho-linear de S ¢ o conjunto de todas as combinagdes lineares de conjuntos finitos de
elementos de S

Proposi¢ao 2.3: L(S) é um subespago de V.
Demonstracio: SevewestioemL(S), entdiov = A1S1 +...44,Sy, < o €
W = paty +...+umtm, M < o0, ondeos A; e os y; estdoem F eoss; et estdo todosem S
Assim, paraa, f € F,av+ pw = a(11S1 +...+AnSn) + B(uats +...+umtm)
= (ad1)s1 +...+(aAn)Sn + (Pu)ts +...+(Bum)tm, ONden+ m < « e, portanto, esta
novamenteem L(S). g
L(S) é também chamado de espago vetorial gerado por S.

Defini¢ao 2.7: O espaco vetorial V ¢ dito de dimensao finita se existe um subconjunto
finito SdeVtal queV = L(S).
Neste caso dizemos que Sgera L(S).
Notemos que F™, o espaco vetoria das n-uplas ordenadas (a1, . ..,an), onde
ai € F ¢ dedimensio finita sobre F, pois se S consiste dos n vetores de n-uplas
(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1), entio F™ = L(S).
Defato:
SeS={(10,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1)}, entao:
LS = {ei1(1,0,...,0) + @2(0,1,0,...,0) +...+ an(0,0,...,1); ai € F} = {(a1,0,..
+(0,02,0,...,0) +...+(0,0,...,an);ai € F} = {(a1,a2,...,an);ai € F} = F™,

Defini¢do 2.8: SgjaV é um espago vetorial sobreF. Dizemosquevs,...,v, emV, Sio
linear mente dependentes (LD) sobre F se existem elementos 11,...,4, em F, nao todos nulos,
taisque A1v1 + AaV2 +...+AnVn = 0.

Se osvetores vy, ..., Vy N30 SA0 linearmente dependentes, eles sio ditos
linear mente independentes (L1) sobre F.

Observemos que se vy, ..., Vy sS40 linearmente independentes, entao nenhum deles
pode ser o vetor nulo. Por exemplo, sev; = 0, entao Ovy +...+avi +...+0v, = O paratodo
a +0emF, logovs,...,Vv, serdo LD.

Em F® ¢ facil verificar que (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1) sio linearmente
independentes, ou sgja, se 11,412,143 € F® sio tais que:
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/11+012+0/13=0 1120
A’l(l’ 01 O) + A’Z(O’ 11 O) + 13(01 01 1) = (01 01 O) = 0)«1 + AZ + OA3 = O = ).2 = O
0/11+012+13=0 1320

Ja osvetores (1,1,0),(3,1,3) e (5,3,3) sio linearmente dependentes, ou sgja, existe
a =+ € F ta que
(1,1,0) = 5 - [(5,3,3) - (3,1,3)]
Salientamos gque a dependéncia linear ¢ fungao nao apenas dos vetores mas
também do corpo. Por exemplo, oselementosv, = 1+0-i, v» = 0+ s3o linearmente
independentes sobre o corpo dos nimeros reais, isto é, existem 11,1, € R tais que:

A1+1+242-0=0 _, M=0
21:0+22+i=0 A2 =0

mas sao linearmente dependentes sobre o corpo dos numeros complexos, visto que:
ivi + (-Dv2 = 0.

Proposi¢ao 2.4: Sevy,...,vpemV 30 LI, entdo todo elemento em seu fecho-linear
possui uma representagao unicanaformaAivi +...+AnVn, cOM 4; € F.

Demonstraciao: Por defini¢ao, todo elemento do fecho-linear é daformaA,vs +...+A,Vh.
Para demostrar a unicidade, precisamos provar que se
A1V1 +...+AnVh = U1V1 +...+UnVn, €NAO A1 = u1, A2 = Uo2,...,An = un. Masse
A1V1 +...4+AnVn = H1V1 +...+UnVn, entao certamente temos
(A1 — p1)va +...+(An — un)Vn = 0, 0 que pelaindependéncialinear de vy, ..., Vv, temos
/11—#1 = 0, lz—ﬂz = 0,...,/1n—yn = 0,

ouseja, A1 = M1, Ao = ‘uz,...,ﬂ.n = Un.m

Teoema 2.2: Sevs,...,Vn €stio em V, entdo eles sio linearmente independentes ou
algum vy é uma combinagao linear dos anteriores v, ..., V1.

Demonstracao: Sevs,..., Vs S30 linearmente independentes, entiao, evidentemente, nada
ha a demonstrar. Suponhamos, entao, que a1Vi +...+anVnh = 0, onde 0s a; N30 sio todos
nulos. Sgjak o maior inteiro parao qual ax # 0. Como a; = Oparai > k, a1v1 +...+axvk = 0
eay + 0temos que vk = ait(—a1V1 — aaVa —...—ak1Vic1) = (—ata1)Vi +.. . +(—otak-1)Vicl.
Assim v é uma combinagao linear de seus anteriores.g

Corolario 2.2.1: Sevs,...,vy emV possuem fecho-linear Wesevy, ...,k S30
linearmente independentes, entao podemos encontrar um subconjunto de vi,..., v, daforma
V1,V2,..., Vi, Vi1, - - -, Viem, COM K+ M < n consistindo de elementos linearmente
independentes cujo fecho-linear ainda ¢ W.

Corolario 2.2.2: SeV é um espago vetoria de dimensio finita entao ele contém um
conjunto finito vs, ..., Vv, de elementos linearmente independentes cujo fecho-linear é V.

Defini¢dao 2.9:  Um subconjunto Sde um espago vetoria V é denominado uma base de V
se Sconsiste de elementos linearmente independentese V = L(S).

Corolario 2.9.1: SeV é um espago vetorial de dimensio finitae seus,...,un geramV,
entao algum subconjunto de {us, ..., uUm} formaumabase de V.

Proposi¢ao 2.5: Se{vi,...,Vn; ¢ umabasedeV sobreF esews,...,wy emV si0
linearmente independentes sobre F, entaio m < n.
Demonstraciao: Todo vetor em V e, em particular, wy ¢ uma combinagao linear de
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V1,...,Vn. Portanto, osvetores wny, Vi, ..., Vs S0 linearmente dependentes. Além disso, eles
geramV, poisvi,..., Vs ja 0 fazem. Assim, algum subconjunto préprio

Wm, Vi,,...,Vi,, com k < n-1, formauma base de V. Repetindo 0 processo com o conjunto
Wm-1, Wm, Vi,, ..., Vi,, vemos que pelo Corolario 1 podemos extrair deste conjunto linearmente
dependente uma base da formawm 1, Wm, Vj,, . .., Vj;, cOm s < n— 2. Mantendo esta linha de
procedimento, chegamos eventualmente a uma base de V daformawso, ..., Wm-1,Wm, Vg, Vg...;
como W1 nao ¢ umacombinagdo linear de ws, ..., Wn-1,Wm, abase acimainclui naverdade
algum v. Para chegar a esta base introduzimos m— 1 vetores dews, ..., Wn, cadaintrodugao
tendo nos custado pelo menos um v, e ainda assim resta pelo menos um v. Assim
m-1<n-leentiom<n.g

Corolario 25.1: SeV ¢ dedimensio finita sobre F, entao duas bases quaisquer de V
possuem 0 mesmo numero de elementos.

Demonstraciao: Sejavi,...,V, Umabase deV sobre F e sg§gaws, ... Wy, uma outra base.
Em particular, wi, ...,wmn s30 linearmente independentes sobre F, portanto, pela Proposi¢ao
2.5. m < n. Por outro lado, invertendo os papéis dos v; e wj, obtendo n < m. Estas
desigualdades nosdizemquen = m. g

Corolario 2.5.2. F™ ¢ isomorfo aF™ sg, e somente se, n = m.

Demonstraciao: F™ possui como uma base o conjunto dos n vetores
(1,0,...,0), (0,1,0,...0),...,(0,0,...,1). Analogamente F™ possui uma base que contém m
vetores. Um isomorfismo leva uma base sobre uma base (Ver apéndice), donde, pelo Corolario
4, m=n.ng

Corolario 2.5.3: SeV ¢ de dimensio finita sobre F, entao V ¢ isomorfo a F™ paraum
unico inteiro n; narealidade, n é 0 nimero de elementos de qualquer base de V sobre F.

Definicao 2.10: Ointeiro n, no Corolario 6, ¢ denominado a dimensao de V sobre F.

Corolario 2.10.1: Dois espagos vetoriais quaisquer de dimensio finita sobre F, de mesma
dimensio, sao isomorfos.

Demonstracio: Se estadimensio ¢ n entio cada espago é isomorfo aF™, logo eles sio
isomorfos entre Si.g

Proposi¢ao 2.6: SeV ¢ dedimensio finitasobre F se uy,...,un € V sio linearmente
independentes, entdo ou eles formam uma base de V ou podemos encontrar vetores
Umit, - - -, Umer €MV tais que {us, ..., Un, Um1,- - -, Umir » Sjaumabase de V.

Demonstracao: Como V ¢ de dimensio finita ele possui uma base; sgja vy, ..., va, Uma
base de V. Pelo Corolario 1, existe um subconjunto daformaus,...,Um,Vi,,...,V;, que consiste
de vetores linearmente independentes que geram V. Para terminar a demonstragao, basta
colocar Umi1 = Vig, ..« Umer = Vi,.m



