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Capitulo 1

ANEIS DE POLINOMIOS

Neste capitulo apresentaremos um breve, porém importante, estudo sobre Anéis
de polinomios.

Defini¢do 1.1: SegjaF um corpo. Por anel de polinémios naindeterminada X, indicado por
F[x], entendemos o conjunto de todas as expressdes daformaap + a1x +...+anx", onde n pode
ser qualquer inteiro nao negativo e os coeficientes ag, as, . . ., an pertencem aF.

Defini¢io 1.2: Se p(X) = ap + arX +...+aiX' +...+anx™ e q(X) = b + bix +...+biX’
+...+bnX" estdo em F[x], entdo p(x) = q(X) se, e somente se, paratodointeiroi > 0, a; = by.
Assim dois polinomios sio ditosiguais se, e somente se, seus coeficientes
correspondentes sio iguais.
Para que F[x] sgjaum anel precisamos definir uma adigao e uma multiplicagao de
elementos de F[x] de modo gque os axiomas estabel ecidos para anéis valham para F[x]. Entao
vejamos:

Defini¢io 1.3: Se p(X) = ap + arX +...+aiX' +...+amx™ e q(X) = b + bix +...+biX
+...+bpx", comn > m, estao ambos em F[X], entao

P(X) + g(X) = Co + C1X+...+CiX +...+CnX",

onde paracadai, ci = ai + b;.

Exemplo1.1: Sgamp(x) = 1+x e q(X) = 3 - 2x+ x?. Considerando 1 + x como
1 + X + 0x? de acordo com a defini¢io dada,
PX) +q(X) = (1+X) + (B—2X+X%) = 4 — X+ X2,

Definigdo 1.4: Se p(X) = ao+ aix+...+aix +...+amx™ e q(X) = bo + bix+...+bix
+...+bpX", entdo p(X) - q(X) = Co + C1X +...+CiX' +...+ckxK, onde cij = aibj + ai1bj-1
+ai2bj2 +...+ajbj,comi =0,1,....m, j=0,1,...,nem=<n.

Exemplo1.2: Sgamp(X) = 1+x-x> e qX) = 2+ x>+ X3,
Neste caso,

a=1a=1 a=-1a=0i>3
bo=2 b1 =0, bo=1, by =1, bj=0,j24.

Assim,

Co = aoho = 2,

C1 = ai1bo + agh1 = 2,

Co = azbo + albl + aob2 = —1,

C3 = agbo + azbl + albz + aob3 = 2,

Cyq = a4bo + asbl + a2b2 + albs + aob4 = 0,

Cs = asbo + asb1 + azbs + azbs + a1bs + agbs = -1

Ce = aebo + a5b1 + asby + a3b3 + asbs + a1b5 + aob6 =0
ck=0, k> 6.
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Portanto, de acordo com nossa definigao, p(x) - q(x) é:
(A+X=X)(2+x2+X3) = Co+ C1X+...4+CxK = 24+ 2x = x% + 2x3 — x5.
Dessaforma, afirmamos que F[x] é um anel com estas operagoes, cuja
multiplicagdo ¢ comutativa e possui elemento unidade.

Defini¢do 1.5: Segjaf(x) = ao + aiX+...+anX", naonulo. Se a, # 0, entdo o grau de
f(x), indicado por gr[f(x)], ¢ n.
Isto ¢, o grau de f(x) ¢ o maior inteiro i para o qual o i-ésimo coeficiente de f(x) é
diferente de 0. Dizemos que o polinémio é constante se seu grau é zero.

Proposi¢ao 1.1: Sef(x), g(x) sio dois elementos nao nulos de F[x], entdo
or[(f(x) - 9(¥))] = gr[f(x)] + ar[g(x)].

Demonstraciao: Suponhamos que f(X) = ag + aiX+...+amx™ e
g(X) = bo + bix+...+bnx" equeam + 0 eb, # 0. Portanto,
grif(x)] = megr [g(x)] = n. Peladefinicao, f(x) - g(X) = Co + C1X +...+CkXk onde
Ck = akbo + ax-1b1 +...+a1bk-1 + agbk. Afirmamos que Cmin = ambn +# 0 e ¢i = 0 para
i > m+ n. Que Cmin = ambn pode ser visto imediatamente por sua defini¢do. ¢; ¢ a somados
termos daformaa;bi_j; comoi =j+ (i—j) > m+n, entaoj > mou i —j > n. Masentao g
ou bi_j ¢ 0, de modo que a;bi_; = 0; como c; ¢ asomade um feixe de zeros ele também ¢ zero,
e nossa afirmagao foi estabelecida. Assim o maior coeficiente nao nulo de f(x) « g(X) € Cmn,
donde gr[f(x) - 9] = m+n = grif(x)] +gr[g(X)]. g

Corolario 1.1.1: Sef(x), g(x) sio elementos nao nulos em F[x],
entao gr{f(x)] < gr[f(x) - g(x)].

Demonstracao: Como gr(f(x)g(x)] = gr[f(x)] + ar[g(X)], ear[g(x)] > O o resultado ¢
imediato a partir da Proposi¢ao 1.1. g

Corolario 1.1.2: F[x] é um anel de integridade.

Proposi¢ao 1.2 (O agoritimo da divisio) Dados dois polinémios f(x) eg(x) = 0 em F[x],
entdao existem dois polinomios t(x) e r(x) em F[x] tais que f(x) = t(x) - g(x) + r(x),
onder(x) = 0 ou gr(r(x)] < grlg(x)].

Defini¢ao 1.6:  Um polinomio p(x) em F[x] ¢ dito irredutivel sobre F se sempre que
p(x) = a(x) - b(x), com a(x), b(x) € F[x], entdo a(x) ou b(x) tem grau O (isto é, uma
constante).

A irredutibilidade depende do corpo; por exemplo, o polindmio x? + 1 ¢
irredutivel sobre o corpo real mas nao o é sobre 0 corpo complexo, pois neste caso
X2 +1=(Xx+i) (x—i), ondei? = —1.

Exemplo 1.3: Considerando f(x) = x3 + x+ 1 € Zs[x] temos que f(x) ¢é irredutivel
sobre Zs.
Defato: Zs={0,1,2,3,4}

f(0)=0°+0+T=T1

f(1)=1"+1+1=1+1+1=3
f(2)=2+2+T=3+2+1=1
f(3)=3°+3+1=2+3+1=1
{(F)=2°+3+1=4+4+1=12



Assim, nio existea € Zstal quef(a) = a®+a + 1 = 0. Logo f(x) é irredutivel sobre Zs,
istoé, f(x) = 1 -f(x), 1 € Zs[X].



