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Capítulo 1

ANÉ IS DE POLINÔ MIOS

Neste capítulo apresentaremos um breve, porém importante, estudo sobre Anéis
de polinômios.

Definiçã o 1.1: Seja F um corpo. Por anel de polinô mios na indeterminada x, indicado por
Fßxà, entendemos o conjunto de todas as expressõ es da forma a0 + a1x +. . .+anxn, onde n pode
ser qualquer inteiro não negativo e os coeficientes a0,a1, . . . ,an pertencem a F.

Definiçã o 1.2: Se pÝxÞ = a0 + a1x +. . .+aix i +. . .+amxm e qÝxÞ = b0 + b1x +. . .+bix i

+. . .+bnxn estão em Fßxà, então pÝxÞ = qÝxÞ se, e somente se, para todo inteiro i ³ 0, ai = bi.
Assim dois polinômios são ditos iguais se, e somente se, seus coeficientes

correspondentes são iguais.
Para que Fßxàseja um anel precisamos definir uma adiç ão e uma multiplicaç ão de

elementos de Fßxàde modo que os axiomas estabelecidos para anéis valham para Fßxà. Então
vejamos:

Definiçã o 1.3: Se pÝxÞ = a0 + a1x +. . .+aix i +. . .+amxm e qÝxÞ = b0 + b1x +. . .+bix i

+. . .+bnxn, com n ³ m, estão ambos em Fßxà, então

pÝxÞ+ qÝxÞ = c0 + c1x +. . .+c ix i +. . .+cnxn,

onde para cada i, c i = ai + bi.

Exemplo 1.1: Sejam pÝxÞ = 1 + x e qÝxÞ = 3 ?2x + x2. Considerando 1 + x como
1 + x + 0x2 de acordo com a definiç ão dada,
pÝxÞ+ qÝxÞ = Ý1 + xÞ+ Ý3 ?2x + x2Þ = 4 ?x + x2.

Definiçã o 1.4: Se pÝxÞ = a0 + a1x +. . .+aix i +. . .+amxm e qÝxÞ = b0 + b1x +. . .+bix i

+. . .+bnxn, então pÝxÞ6qÝxÞ = c0 + c1x +. . .+c ix i +. . .+ckxk, onde c i+j = aibj + ai+1bj?1
+ai+2bj?2 +. . .+ajbi, com i = 0,1, . . . ,m, j = 0,1, . . . ,n e m ²n.

Exemplo 1.2: Sejam pÝxÞ = 1 + x ?x2 e qÝxÞ = 2 + x2 + x3.
Neste caso,

a0 = 1, a1 = 1, a2 = ?1, ai = 0, i ³ 3.
b0 = 2, b1 = 0, b2 = 1, b3 = 1, bj = 0, j ³ 4.

Assim,
c0 = a0b0 = 2,
c1 = a1b0 + a0b1 = 2,
c2 = a2b0 + a1b1 + a0b2 = ?1,
c3 = a3b0 + a2b1 + a1b2 + a0b3 = 2,
c4 = a4b0 + a3b1 + a2b2 + a1b3 + a0b4 = 0,
c5 = a5b0 + a4b1 + a3b2 + a2b3 + a1b4 + a0b5 = ?1
c6 = a6b0 + a5b1 + a4b2 + a3b3 + a2b4 + a1b5 + a0b6 = 0
ck = 0, k ³ 6.
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Portanto, de acordo com nossa definiç ão, pÝxÞ6qÝxÞ é:
Ý1 + x ?x2ÞÝ2 + x2 + x3Þ = c0 + c1x +. . .+ckxk = 2 + 2x ?x2 + 2x3 ?x5.

Dessa forma, afirmamos que Fßxàé um anel com estas operaç õ es, cuja
multiplicaç ão é comutativa e possui elemento unidade.

Definiçã o 1.5: Seja fÝxÞ = a0 + a1x +. . .+anxn, não nulo. Se an ®0, então o grau de
fÝxÞ, indicado por grßfÝxÞà, é n.

Isto é, o grau de fÝxÞé o maior inteiro i para o qual o i-ésimo coeficiente de fÝxÞé
diferente de 0. Dizemos que o polinômio é constante se seu grau é zero.

Proposiçã o 1.1: Se fÝxÞ, gÝxÞsão dois elementos não nulos de Fßxà, então
grßÝfÝxÞ6gÝxÞÞà = grßfÝxÞà+ grßgÝxÞà.

Demonstraçã o: Suponhamos que fÝxÞ = a0 + a1x +. . .+amxm e
gÝxÞ = b0 + b1x +. . .+bnxn e que am ®0 e bn ®0. Portanto,
grßfÝxÞà = m e gr ßgÝxÞà = n. Pela definiç ão, fÝxÞ6gÝxÞ = c0 + c1x +. . .+ckxk onde
ck = akbo + ak?1b1 +. . .+a1bk?1 + a0bk. Afirmamos que cm+n = ambn ®0 e c i = 0 para
i > m + n. Que cm+n = ambn pode ser visto imediatamente por sua definiç ão. c i é a soma dos
termos da forma ajbi?j; como i = j + Ýi ?jÞ > m + n, então j > m ou i ?j > n. Mas então aj
ou bi?j é 0, de modo que ajbi?j = 0; como c i é a soma de um feixe de zeros ele também é zero,
e nossa afirmaç ão foi estabelecida. Assim o maior coeficiente não nulo de fÝxÞ6gÝxÞ é cm+n,
donde grßfÝxÞ6gÝxÞà = m + n = grßfÝxÞà+ grßgÝxÞà. n

Corolá rio 1.1.1: Se fÝxÞ, gÝxÞsão elementos não nulos em Fßxà,
então grßfÝxÞà ²grßfÝxÞ6gÝxÞà.

Demonstraçã o: Como grßfÝxÞgÝxÞà = grßfÝxÞà+ grßgÝxÞà, e grßgÝxÞà ³ 0 o resultado é
imediato a partir da Proposiç ão 1.1. n

Corolá rio 1.1.2: Fßxàé um anel de integridade.

Proposiçã o 1.2 (O algorítimo da divisão) Dados dois polinômios fÝxÞ e gÝxÞ®0 em Fßxà,
então existem dois polinômios tÝxÞ e rÝxÞ em Fßxà tais que fÝxÞ = tÝxÞ6gÝxÞ+ rÝxÞ,
onde rÝxÞ = 0 ou grßrÝxÞà < grßgÝxÞà.

Definiçã o 1.6: Um polinômio pÝxÞ em Fßxàé dito irredutível sobre F se sempre que
pÝxÞ = aÝxÞ6bÝxÞ, com aÝxÞ, bÝxÞ5Fßxà, então aÝxÞ ou bÝxÞ tem grau 0 (isto é, uma
constante).

A irredutibilidade depende do corpo; por exemplo, o polinômio x2 + 1 é
irredutível sobre o corpo real mas não o é sobre o corpo complexo, pois neste caso
x2 + 1 = Ýx + iÞ Ýx ?iÞ, onde i2 = ?1.

Exemplo 1.3: Considerando fÝxÞ = x3 + x + 1 5Z5ßxàtemos que fÝxÞé irredutível
sobre Z5.

De fato: Z5 = á0 , 1 , 2 , 3 , 4 â

fÝ0 Þ = 0 3 + 0 + 1 = 1

fÝ1 Þ = 1 3 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 = 3

fÝ2Þ = 2 3 + 2 + 1 = 3 + 2 + 1 = 1

fÝ3 Þ = 3 3 + 3 + 1 = 2 + 3 + 1 = 1

fÝ4 Þ = 4 3 + 4 + 1 = 4 + 4 + 1 = 4
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Assim, não existe J 5Z5 tal que fÝJÞ = J 3 + J + 1 = 0. Logo fÝxÞé irredutível sobre Z5,
isto é, fÝxÞ = 1 6fÝxÞ, 1 5Z5ßxà.


