APENDICE 1

And

Defini¢ao 1.1: Um conjunto nao vazio R ¢ dito um anel associativo se em R estao
definidas duas operagoes, indicadas por + e -, taisque paratodosa, b ecemR:

1) a+bestaemR;

2) a+b=Db+g

3) (a+b)y+c=a+(b+c0);

4) Existe um elemento neutro 0 em Rtal quea+ 0 = a (paratodo a em R);

5) Existe um elemento oposto —aem Rtal quea+ (-a) = 0;

6) a-bestaemR,

7) a-(b-c)=(a-b)-c;

8 a-(b+c)=a-b+a-ce (b+c)-a=b-a+c-a(asduaslesdistributivas).

Osaxiomas de (1) a (5) afirmam simplesmente que R ¢ um grupo abeliano com
relagdo a operagao +, que sera denominada adigao. Os axiomas (6) e (7) afirmam que R é
fechado com relagdo a operagdo associativa -, que chamaremos de multiplicagdo. O axioma
(8) serve pararelacionar as duas operagoes de R.

Sempre que falarmos de anel, fica entendido que estamos relacionando a um anel
associativo.

Pode acontecer, ou nao, gue exista um elemento 1 em Rtal
gque a-1=1.a=apaatodo a en R; seexistir tal elemento, R ¢ denominado anel com
elemento unidade.

SeamultiplicagdodeR ¢ tal que a-b = b - a paratodos a e b em R, entido
chamamos R de anel comutativo.

Defini¢dao 1.2: Se R ¢é um anel comutativo, entao a + 0 € R¢é dito um divisor do zero se
exiseumb e R, b # 0, tal queab = 0.

Defini¢dao 1.3:  Um anel comutativo ¢ um anel de integridade se nao possui divisores do
zero. Equivalentemente, anel de integridade ¢ um anel comutativo tal queab = O se, e
somentese,a=0ou b= 0.

Defini¢do 1.4: Um andl ¢ dito anel com divisio se seus elementos nao nulos formam um
grupo com relagao a multiplicagao.

Exemplo1.1: SegaR = Z com aadi¢dao eamultiplicagdo usuais. R ¢ um anel comutativo
com elemento unidade e sem divisores de zero.

Exemplo 1.2: SegjaR o conjunto dos inteiros pares com as operagdes de adigao e
multiplicagdo usuais. R ¢ um anel comutativo, sem divisores de zero e nao possui elemento
unidade.

Exemplo 1.3: SgjaR o0 conjunto dos nimeros racionais com as operagdes usuais de
adi¢ao e multiplicagido. R ¢ um anel comutativo com elemento unidade. Além do mais, os
elementos de R diferentes de O, formam um grupo abeliano com relagdo a multiplicagdo. Um
anel com esta ultima propriedade é denominado um cor po.



Exemplo 1.4: Seja R o conjunto dos inteiros mod 7 com a operagao de adigao e

1) T +] = kondeké oresto dadivisiodei +j por 7, por exemplo, 4 + 5 = 2, pois
4+5 =9, oqua deixaresto 2 quando dividido por 7.

2) i -] =m, ondemé orestodadivisio deij por 7, por exemplo, 5 - 3 = 1, pois
5.3 = 15, oqual deixaresto 1 quando dividido por 7.

R é um anel comutativo com elemento unidade; e mais os elementos nao nulos de

R formam um grupo abeliano com relagao a operagao de multiplicagdo. R ¢ um corpo. R é
chamado corpo finito pois possui um namero finito de elementos.

Exemplo 1.5: SegaC o conjunto de todos os simbolos («, ), onde a e  S30 nimeros
reais. Definimos:
1) (a,B) = (y,0) se,esomentese,a =y e f = 0.
Em C introduzimos uma adigao, definida como segue.
Sgam x = (a,B) ey = (y,0) dois elementos em C. Definimos X + y por:

X+y=(a,p)+(r,0) = (a+y,p+0).
Notemos que x + y esta novamente em C. Afirmamos que C ¢ um grupo abeliano
com relagao a esta operagao, onde (0,0) ¢ o elemento neutro para a adigao, e (—a,—f3) como o
simétrico de (a, §) com relagdo a adigao.
A fim detornar C um anel, necessitamos ainda de uma multiplicagdo. Definimos:
parax = (a,p), y = (y,6) em C.
2) x-y = (a,p) - (v,9) = (ay — 5,06 + By).
Notemosquex -y =y« X. Alémdisso, x - (1,0) = (1,0) - x = x de modo que
(1,0) é o elemento unidade de C.
Novamente, notamos quex, y € C. Sex = (a, 8) # (0,0), entdo pelo fato que
o e B sio reais e nao, ambos, nulos, a? + % + 0. Assim, y = (#ﬁz , = W) esta em C.

Finalmente, vemos que (a, ) - ( aziﬁz , - azfﬁz) = (1,0), ousga dadox € C

existey € Cta quex -y ¢é o elemento unidade de C.
Assim notamos que C é um corpo. Se escrevermos, (a, ) como a + fi podemos
verificar que C ¢ outra forma de representagao dos nimeros complexos.

Proposi¢ao 1.1: Um anel deintegridade finito ¢ um corpo.

Corolario 1.1.1: Sep ¢ um namero primo, entdao Z,, o anel dosinteiros mod p, ¢ um
corpo.

Demonstracao: Pela Proposicao 1. basta provar que Z, ¢ um anel de integridade, pois
ele possui apenas um namero finito de elementos. Sea, b € J, eab = 0, entdao p divide,
necessariamente, o inteiro ordinario ab, e assim, p, sendo um primo, divide necessariamente a
ou b. Mas, entioa = Omod p ou b = 0 mod p, dondeem Z,, um destes¢ 0. w

Proposi¢ao 1.2: SeR ¢ um anel, entdo, paratodosa, b € R,
1) a0 = 0a=0.

2) a(-b) = (—a)b = —(ab).

3) (—a)(—b) = ab.

Se, além disso, R possui um elemento unidade 1, entao:

4) (-la=-a

5 (-1(-1) = 1.

Defini¢dao 1.6:  Um subconjunto nao vazio U de R ¢ dito um ideal (bilateral) de R se:
1) U é um subgrupo de R com relagio a adigao.



2) Paratodou e U er € R, ur e ru estaoem U.

Proposi¢ao 1.3: Qualquer polinémio em F[x] pode ser escrito de umatinica maneira
como um produto de polinomios irredutiveis em F[x].

Proposi¢ao 1.4: Oideal A = (p(x)) em F[x] ¢ um ideal maximal se, e somente se, p(x) ¢
irredutivel sobre F.

A notagao (p(x)) = {f(x) - p(x); f(x) € F[X]} representaoidea gerado por p(x).

Defini¢ao 1.7: Umidea M = Rnum anel R ¢ dito um ideal maximal de R se sempre que
U forumidea deRtal queM c U c R, entioR=UouM = U.

Em outras palavras, um ideal M de R e um ideal maximal se ¢ impossivel
encontrar um ideal proprio do anel que contenha M.

Teorema 1.1: SeR¢ um anel comutativo com elemento unidadee M ¢ umidea de R,
entao M ¢ um ideal maximal de R se, e somente se, R/M ¢ um corpo.



APENDICE 2

Homomorfismo de anéis

Defini¢do 2.1: Umaaplicagdo ¢ do anel Rno anel R’ ¢ dita um homomorfismo se
1) ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b);
2) ¢(ab) = p(@)¢(b);

paratodo a,b € R.

Proposi¢do 2.1: Se ¢ ¢ um homomorfismo deRem R, entio:

1) ¢(0) = G;
2) ¢(-a) = —¢(a), paratodo a € R.

Defini¢cao 2.2:  Um homomorfismo de Rem R’ é dito um monomorfismo se ele ¢ uma
aplicagao injetora.

Defini¢ao 2.3: Dois anéis sao ditos isomorfos se existe um monomorfismo sobrejetor
entre eles.

Proposi¢io 2.2. O homomorfismo ¢ de Rem R’ ¢ um monomorfismo se, e somente sg,
N(¢) = (0), onde N(¢) ¢ o nucleo de ¢.

Teorema2.1: Sgam ReR' anéise ¢ um homomorfismo sobrejetor de Rem R’ com
nucleo U. Entdo, R' ¢ isomorfo a R/U. Além do mais, existe uma correspondéncia biunivoca
entre o conjunto dosideais de R' e o conjunto dos ideais de R que contém U. Esta
correspondéncia pode ser conseguida associando comumidea W de R o ided W de
R definido por W= {x € R| ¢(X) € W}. Com W assim definido R/W ¢ isomorfo aR'/W'.



