
APÊ NDICE 1

Anel

Definição 1.1: Um conjunto nã o vazio R é dito um anel associativo se em R estã o
definidas duas operaçõ es, indicadas por + e 6, tais que para todos a, b e c em R:

1) a + b está em R;
2) a + b = b + a;
3) Ýa + bÞ+ c = a + Ýb + cÞ;
4) Existe um elemento neutro 0 em R tal que a + 0 = a (para todo a em R);
5) Existe um elemento oposto ?a em R tal que a + Ý?aÞ= 0;
6) a 6b está em R;
7) a 6Ýb 6cÞ= Ýa 6bÞ6c;
8) a 6Ýb + cÞ= a 6b + a 6c e Ýb + cÞ6a = b 6a + c 6a (as duas leis distributivas).

Os axiomas de Ý1Þa Ý5Þafirmam simplesmente que R é um grupo abeliano com
relaçã o à operaçã o +, que serádenominada adiçã o. Os axiomas Ý6Þe Ý7Þafirmam que R é
fechado com relaçã o a operaçã o associativa 6, que chamaremos de multiplicaçã o. O axioma
Ý8Þserve para relacionar as duas operaçõ es de R.

Sempre que falarmos de anel, fica entendido que estamos relacionando a um anel
associativo.

Pode acontecer, ou nã o, que exista um elemento 1 em R tal
que a 61 = 1 6a = a para todo a em R; se existir tal elemento, R é denominado anel com
elemento unidade.

Se a multiplicaçã o de R é tal que a 6b = b 6a para todos a e b em R, entã o
chamamos R de anel comutativo.

Definição 1.2: Se R é um anel comutativo, entã o a ®0 5R é dito um divisor do zero se
existe um b 5R, b ®0, tal que ab = 0.

Definição 1.3: Um anel comutativo é um anel de integridade se nã o possui divisores do
zero. Equivalentemente, anel de integridade é um anel comutativo tal que ab = 0 se, e
somente se, a = 0 ou b = 0.

Definição 1.4: Um anel é dito anel com divisão se seus elementos nã o nulos formam um
grupo com relaçã o à multiplicaçã o.

Exemplo 1.1: Seja R = Z com a adiçã o e a multiplicaçã o usuais. R é um anel comutativo
com elemento unidade e sem divisores de zero.

Exemplo 1.2: Seja R o conjunto dos inteiros pares com as operaçõ es de adiçã o e
multiplicaçã o usuais. R é um anel comutativo, sem divisores de zero e nã o possui elemento
unidade.

Exemplo 1.3: Seja R o conjunto dos nú meros racionais com as operaçõ es usuais de
adiçã o e multiplicaçã o. R é um anel comutativo com elemento unidade. Além do mais, os
elementos de R diferentes de 0, formam um grupo abeliano com relaçã o à multiplicaçã o. Um
anel com esta ú ltima propriedade é denominado um corpo.



Exemplo 1.4: Seja R o conjunto dos inteiros mod 7 com a operaçã o de adiçã o e
multiplicaçã o mod 7. Isto é, os elementos de R sã o os símbolos 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 onde:

1Þ i + j = k onde k é o resto da divisã o de i + j por 7, por exemplo, 4 + 5 = 2 , pois
4 + 5 = 9, o qual deixa resto 2 quando dividido por 7.

2Þ i 6 j = m, onde m é o resto da divisã o de ij por 7, por exemplo, 5 6 3 = 1 , pois
5 63 = 15, o qual deixa resto 1 quando dividido por 7.

R é um anel comutativo com elemento unidade; e mais os elementos nã o nulos de
R formam um grupo abeliano com relaçã o à operaçã o de multiplicaçã o. R é um corpo. R é
chamado corpo finito pois possui um nú mero finito de elementos.

Exemplo 1.5: Seja C o conjunto de todos os símbolos ÝJ, K Þ, onde J e K sã o nú meros
reais. Definimos:

1ÞÝJ, K Þ= ÝL , NÞse, e somente se, J = L e K = N .
Em C introduzimos uma adiçã o, definida como segue.
Sejam x = ÝJ, K Þe y = ÝL , NÞdois elementos em C. Definimos x + y por:

x + y = ÝJ, K Þ+ ÝL , NÞ= ÝJ + L , K + NÞ.
Notemos que x + y estánovamente em C. Afirmamos que C é um grupo abeliano

com relaçã o a esta operaçã o, onde Ý0,0Þé o elemento neutro para a adiçã o, e Ý?J,?K Þcomo o
simétrico de ÝJ, K Þcom relaçã o à adiçã o.

A fim de tornar C um anel, necessitamos ainda de uma multiplicaçã o. Definimos:
para x = ÝJ, K Þ, y = ÝL , NÞem C.
2Þx 6y = ÝJ, K Þ6ÝL , NÞ= ÝJL ? K N ,JN + K LÞ.

Notemos que x 6y = y 6x. Além disso, x 6Ý1,0Þ= Ý1,0Þ6x = x de modo que
Ý1,0Þé o elemento unidade de C.

Novamente, notamos que x, y 5C. Se x = ÝJ, K Þ®Ý0,0Þ, entã o pelo fato que
J e K sã o reais e nã o, ambos, nulos, J 2 + K 2 ®0. Assim, y = Ý J

J 2+K 2 , ? K
J 2+K 2 Þestá em Ċ.

Finalmente, vemos que ÝJ, K Þ6Ý J
J 2+K 2 , ? K

J 2+K 2 Þ= Ý1,0Þ, ou seja, dado x 5C
existe y 5C tal que x 6y é o elemento unidade de C.

Assim notamos que C é um corpo. Se escrevermos, ÝJ, K Þcomo J + K i podemos
verificar que C é outra forma de representaçã o dos nú meros complexos.

Proposição 1.1: Um anel de integridade finito é um corpo.

Corolá rio 1.1.1: Se p é um nú mero primo, entã o Zp, o anel dos inteiros mod p, é um
corpo.

Demonstração: Pela Proposiçã o 1. basta provar que Zp é um anel de integridade, pois
ele possui apenas um nú mero finito de elementos. Se a, b 5Jp e ab = 0, entã o p divide,
necessariamente, o inteiro ordinário ab, e assim, p, sendo um primo, divide necessariamente a
ou b. Mas, entã o a ¯0 mod p ou b ¯0 mod p, donde em Zp, um destes é 0. n

Proposição 1.2: Se R é um anel, entã o, para todos a, b 5R,
1Þa0 = 0a = 0.
2ÞaÝ?bÞ= Ý?aÞb = ?ÝabÞ.
3ÞÝ?aÞÝ?bÞ= ab.
Se, além disso, R possui um elemento unidade 1, entã o:
4ÞÝ?1Þa = ?a.
5ÞÝ?1ÞÝ?1Þ= 1.

Definição 1.6: Um subconjunto nã o vazio U de R é dito um ideal (bilateral) de R se:
1ÞU é um subgrupo de R com relaçã o à adiçã o.



2ÞPara todo u 5U e r 5R, ur e ru estã o em U.

Proposição 1.3: Qualquer polinômio em Fßxàpode ser escrito de uma ú nica maneira
como um produto de polinômios irredutíveis em Fßxà.

Proposição 1.4: O ideal A = ÝpÝxÞÞem Fßxàé um ideal maximal se, e somente se, pÝxÞé
irredutível sobre F.

A notaçã o ÝpÝxÞÞ= áfÝxÞ6pÝxÞ; fÝxÞ5Fßxàârepresenta o ideal gerado por pÝxÞ.

Definição 1.7: Um ideal M ®R num anel R é dito um ideal maximal de R se sempre que
U for um ideal de R tal que M Ð U Ð R, entã o R = U ou M = U.

Em outras palavras, um ideal M de R e um ideal maximal se é impossível
encontrar um ideal próprio do anel que contenha M.

Teorema 1.1: Se R é um anel comutativo com elemento unidade e M é um ideal de R,
entã o M é um ideal maximal de R se, e somente se, R/M é um corpo.



APÊ NDICE 2

Homomorfismo de anéis

Definição 2.1: Uma aplicaçã o d do anel R no anel Rv é dita um homomorfismo se
1ÞdÝa + bÞ= dÝaÞ+ dÝbÞ;
2ÞdÝabÞ= dÝaÞdÝbÞ;
para todo a,b 5R.

Proposição 2.1: Se d é um homomorfismo de R em Rv, entã o:
1ÞdÝ0Þ= 0;
2ÞdÝ?aÞ= ?dÝaÞ, para todo a 5R.

Definição 2.2: Um homomorfismo de R em Rv é dito um monomorfismo se ele é uma
aplicaçã o injetora.

Definição 2.3: Dois anéis sã o ditos isomorfos se existe um monomorfismo sobrejetor
entre eles.

Proposição 2.2: O homomorfismo d de R em Rv é um monomorfismo se, e somente se,
NÝdÞ= Ý0Þ, onde NÝdÞé o nú cleo de d .

Teorema 2.1: Sejam R e Rv anéis e d um homomorfismo sobrejetor de R em Rv com
nú cleo U. Entã o, Rv é isomorfo a R/U. Além do mais, existe uma correspondência biunívoca
entre o conjunto dos ideais de Rv e o conjunto dos ideais de R que contêm U. Esta
correspondência pode ser conseguida associando com um ideal Wv de Rv o ideal W de
R definido por W = áx 5R | dÝxÞ5Wvâ. Com W assim definido R/W é isomorfo a Rv/Wv.


