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Resumen

En el estudio de todas las disciplinas técnicas y cientificas es necesario hacer uso
de las matemaéticas en mayor o menor grado.

El estudio de la electronica y la mecatrénica se basa completamente en las ma-
tematicas, especialmente en el cdlculo, que son las matematicas del movimiento, por
lo que es de manifiesta importancia manejar las herramientas matematicas basicas.
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1. Los nimeros y su uso

El principio de las matematicas son los nimeros, por lo que conoceremos los tipos de
nimeros, con énfasis en las fracciones y la aritmética.

Durante el transcurso de todo el taller (y serfa bueno que toda la vida) debemos recordar
que a un numero cualquiera lo acompanan varios ntimeros 1 y el signo positivo, aunque
comunmente no los escribimos. Esto es:

Sea a cualquier niimero:

lat

es decir, el nimero a es positivo, esta elevado a la potencia 1, multiplicado por 1 y
dividido entre 1.

2. Aritmética

Absolutamente todos los hombres tienen en su mente la idea de nimero. Esto sucede
porque como seres humanos tenemos la capacidad de abstracciéon, capacidad que nos a hecho
los dominadores del universo conocido.

Las relaciones entre los niimeros se manifiestan de manera importante con las operaciones
aritméticas que conocemos desde nuestras primeras incursiones en la educacién formal: suma,
resta, multiplicacion y division. Este taller se enriquece agregando la potencia y la raiz, que
tienen caracteristicas sumamente ttiles dentro del calculo y maés.

2.1. Suma

La suma de niimeros toma una importancia relevante cuando tenemos mezclados niimeros
negativos y positivos.
2.1.1. Numeros negativos y positivos

Consideremos una recta numérica, tal y como la conocimos en la primaria, con una ranita
mirando hacia la derecha y un signo positivo en el lomo y otra mirando hacia la izquierda,
con el signo negativo en el lomo.

|
1
=) -3 -2 -1 U 1 2 3 o

Figura 1: Recta numérica (Sistema unidimensional)



El uso de esta forma de conocer los niimeros —principalmente los negativos— nos da la idea
de que esos numeros “crecen” hacia donde mira la ranita; entonces los nimeros positivos
crecen hacia la derecha hasta oo, mientras que el valor absoluto de los negativos “crece”
hacia la izquierda, hasta llegar a —oo.

Para sumar nimeros negativos y positivos entremezclados, se procede como sigue:

1. Identificar los nimeros positivos y diferenciarlos de los negativos.

2. Agrupar, para sumarlos, en una columna a los nimeros negativos y por otro los posi-
tivos.

3. Realizar la suma de ambas columnas
4. Identificar cual es el niimero absoluto mayor
5. Del mayor, restar el menor

6. Al resultado, ponerle el signo del nimero de mayor valor absoluto.

Ejemplo:
—1+2—-434+4+22-54—-674+89+3—-32+445=,7

+ —

2 1

4 43

22 54

89 67

3 32
45

165 197

Como dijimos en el punto 4, vemos que el mayor es el 197, entonces, como dice el punto
5, de 197 restamos 165,(197 — 165 = 32). El signo sera negativo (—32), puesto que es el signo
de 197, entonces:

—1+2-434+4+22-54—-67+89+3—32+445= —-32

2.2. Resta

Es relativamente sencillo notar que al pensar en los signos positivo y negativo como
direcciones de los nimeros en un sistema unidimensional (recta numérica), la resta es en
realidad la suma de un niimero negativo a un positivo; es decir, la resta es la misma operacién
que la suma pero en sentido contrario.



2.3. Multiplicaciéon

Si sumamos el mismo nimero repetidas veces, estamos en presencia de la multiplicacién,
que es, en resumen, una suma abreviada. Ejemplo:

3+3+3+3=3x4=12 (2)
—_————

4 veces

Para la multiplicacién, tenemos diferentes formas de simbolizarla ¥, a saber:
Sean a y b dos niimeros cualquiera:

Operacion | Se representa con:
ab Nada entre ellos (si al menos uno es literal)
axb Una cruz
a-b Un pequeno punto a media altura
a(b) Un signo de agrupacién
{a} [b] Dos signos de agrupacién

Si multiplicamos nimeros positivos y negativos, el resultado se rige por las leyes de los
signos:

+ X+ =+
+x—=—
— X 4+ ==
— X — =4+

Tabla 1: Leyes de los signos
Por ejemplo:
4x(=3) = —12
(=5) x (=2) = +10 (3)

2.4. Division
Asi como la resta tiene la misma naturaleza que la suma, pero invertida, para la multipli-
cacion tenemos como operacion inversa a la divisién, para la cual, al igual que ella, existen

diversas maneras de representar la division:
sean a y b dos nimeros cualquiera:

a-+b

e

a

7 se le llama fracciéon o quebrado

A la expresion

IPor signos de agrupacién entenderemos que son los paréntesis (), los corchetes [ ] o las llaves { }.



2.5. Potencia

Si tenemos multiplicaciones sucesivas, estamos en presencia de la potencia, esto es:

a*=axax---Xa (4)
N\;tgces

En donde a es llamada la base y n se llama exponente (o potencia). Por ejemplo:
2'=2x2x2x2=16

Con esta idea, podriamos demostrar las reglas de la potencia, que en esta ocasion, solo
enunciaremos en la tabla B.

2.6. Raiz

La operacion inversa de la potencia es la raiz, y podemos decir que un nimero es raiz de
otro si al elevarlo a la potencia dada, se obtiene el primer nimero.

c=3a = d=a (5)

lo que en palabras quiere decir: “c es la raiz n-ésima de a si ¢ a la n es igual a a”.
Ademas, podemos definir un radical como una potencia fraccionaria; esto es:

1

an (6)

En general, si a esta elevada a alguna potencia m dentro del radical de grado n, tenemos:

(7)

33

vVam™ =a
Las reglas para la radicacién, entonces, se muestran en la tabla B:

Sean a , b , n y m cualquier nimero:

Potencias Potencia Radicales
fraccionaria
a® - a™m™ = an+m
(‘;:1 =gt ™ am = a%
1
aL" =q " val = an

—~
Q
3
~— ~—
s 3
I I
s | &
- X
: 3
3 3
Q
> %3
|| e
s |
Q 3
- X
< ﬁsl
)

(ab
(5)" =5 Vi

Tabla 2: Reglas de potenciacion y radicacion



2.7. Prioridad de la operaciones

En capitulos anteriores vimos que las operaciones aritméticas son algunas inversas de
otras, y nos debemos preguntar, ;Cuales se realizan primero y cuales después?.
En primer lugar identifiquemos cuales son las operaciones inversas unas de otras.

Operacion directa | Operacién inversa

Suma Resta
Multiplicacion Division
Potencia Raiz

Tabla 3: Operaciones inversas

A propdésito la tabla B fue ordenada de menor a mayor dificultad en la realizacion.
El orden de prioridad es:

1. Raiz

2. Potencia

3. Divisiéon

4. Multiplicacién
5. Resta

6. Suma

Primero se hacen la raiz y la potencia, después division y multiplicacion y al ultimo la
resta y la suma.

3. Fracciones

El tema de fracciones necesita un capitulo aparte debido a la dificultad intrinseca de
la divisiéon (no debemos olvidar que una fraccién es una divisién indicada), ademas de que
las técnicas utilizadas para resolver las operaciones aritméticas entre las fracciones a veces
causan confusion.

Una fraccién es algo como:
a

3 (8)

Y al nimero de arriba (a) se le llama numerador y al de abajo (b) se le llama denominador.
Para recordar esto propongo un recurso mmnemotécnico: el numerador es el nimero de
rebanadas de pastel que me tocan, mientras que el denominador son las rebanadas en que
se dividio todo el pastel.



Una fraccién es negativa en los siguientes casos (el nimero de signos negativos es impar):

—a a —a

a
g: b ) _ba ___b (9)

y positiva en los siguientes casos (el nimero de signos negativos es par):

—a a —a

a
Za Ta ___bv —_b (10)

3.1. Suma y resta

Una vez més repetimos que en el sistema unidimensional (como la recta numérica) pode-
mos considerar a la suma y a la resta como la misma operacion por lo que las consideramos
al mismo tiempo.

Para la suma y resta tenemos diferentes casos:

3.1.1. Con el mismo denominador

Cuando tenemos suma o resta de fracciones con el mismo denominador, en el resultado se
escribe el mismo denominador y inicamente se suman o restan los numeradores para formar
la fraccién resultante. Por ejemplo:

3 7T 4 3+47—-4 6
S = - __ 11
5+5 b} 5 5 (11)

3.1.2. Con diferente denominador

Cuando tenemos diferente denominador, la cosa se complica, por lo que hacemos uso del
minimo comun multiplo, que se obtiene de la siguiente manera:

3.1.2.1. minimo comiin miuiltiplo

Es el menor nimero que divide a todos exactamente.

El mcm se obtiene por el método de factores primos?, por ejemplo:
Hallar el mem de 2,6,12,7y 14 :

2 6 12 7 14|2

13 6 7 7|2

1 3 3 7 7 |3 Entoncesel memes:mem=2x2x3x7=284
111 7 7|7

111 11

Para hallarlo se procede como sigue:

2Un ntimero primo es aquel que se divide de manera exacta tinicamente entre s{ mismo y la unidad.



1. Se alinean los ntmeros y se dibuja una raya debajo de ellos y otra a la derecha del
ultimo.

2. A la derecha del ultimo nimero se escribe el primer nimero primo (el nimero 2), y
se divide cada uno de los numeros en cuestién, escribiendo el resultado debajo del
nimero. Si no tiene divisién, se escribe el mismo ntmero en vez del resultado.

3. En la nueva linea formada se intenta dividir entre el mismo nimero primo anterior
hasta que ya no haya ntimeros que se dividan exactamente.

4. Se prosigue con el siguiente nimero primo (el 3), y si no hay nimeros que se dividan
entre éste, entonces se sigue con los nimeros primos mayores, hasta encontrar los que
si dividan exactamente.

5. El proceso de busqueda termina cuando debajo de los niimeros quede una linea de 1’s.

6. El minimo comuin multiplo sera la multiplicacion de todos los niimeros primos encon-
trados en la columna a la derecha de la raya.

Cuando se ha hallado el mcm, este sera el denominador del resultado y ya entonces se
procede, con un ejemplo, como sigue:

3 5 3 2
2 6 T2 T
1. El mcm es el denominador del resultado
3 5 3 2 1

276 12 7 14 s
2. Se divide el mcm entre el denominador de la primera fraccion
3 5 3 2 1

2T s Tty T wm
T T
84+ 2 = 42

1 -

14

3. El resultado se multiplica por el numerador de la misma fraccién y este resultado se
escribe en el espacio del numerador para la fraccion resultante.

42 x 3 =126
(2

3 5+3+2 1 126

2 6 12 7 14 84

4. Se copia el signo delante de la primera fraccion y se escribe delante del primer resultado
sobre el mcm.

U
3u5+3+2 1 126—
2 6 12 7 14 84

5. se sigue asi con todas las fracciones componentes.
3 5 3 2 1 126-70+21+24—-6 95

5 6 12 7T 11 84 T84




3.2. Multiplicaciéon

La multiplicacién se realiza de una manera bastante sencilla: Se multiplica numerador
por numerador y es el numerador del resultado. Se multiplica denominador por denominador
y serd el denominador del resultado. Esto es:

axyg ag
bxh bh

a_ g
b h T

es claro que también se aplicaran las reglas de los signos, ademas, la reciproca también es

valida, es decir:
ag

g.9_32
bh b h h

En la ecuacién (I2) también puede aplicarse que el orden de los factores no altera el producto.

(12)

SRS

3.3. Division
Una idea que me parece buena para aprenderla es considerar a la division como producto
cruzado. Esto es:
a N\

< . g _axh_%
b "h S bxg by

(13)

.

a.9_
b " h

Se empieza con el numerador de la primera fraccién (dividendo) multiplicado por el
denominador de la segunda fraccién (divisor) y serd el numerador del resultado (cociente);
después, el denominador de la primera fraccién multiplicado por el numerador de la segunda
fraccion y sera el denominador del resultado

3.4. Fracciones complejas

Por fracciones complejas entendemos que son las fracciones del tipo:

(14)

SN

Esto es, el numerador o el denominador o ambos son fracciones.

En la ecuacién (@), vemos que la primera fraccién es el numerador y la segunda es
el denominador de una fraccién compleja, esto es, es una division de fracciones y puede
aplicarse entonces el método mostrado en la ecuacién (I3); expresada de esta forma se veria:

a X h extremo X extremo ah

g
h  bxg  medio x medio by

a
7

(15)

SIS

y a la ecuacién (I3) se le llama Regla de la herradura.

10



3.4.1. Reduccién de fracciones complejas
Las fracciones complejas se pueden reducir a una sola fraccién, por ejemplo:
1 1+%
2 T 5
4
6+

lo primero que se debe hacer es realizar las operaciones en los numeradores y denominadores
mas externos para poder empezar a reducir por el método de la herradura:

i)
e S TE N L IO Aa I e -
4 - 4 4 4 4
6+g 6+5 6—|—5 6—0—5 6+§
—
1 5
5Ty Bl B 95 x 5 95 % 5 % 5 25 25
6 4 - Wd 3 [T 30%31 6x5x31 6x31 5 6x31° 1 20
-4 = 5 5
15

En este ejercicio?, las llaves arriba y abajo muestran los casos cuando se hace suma o resta
de fracciones, mientras que las llaves a la derecha, senalan reduccion de fracciones complejas

por el método de la herradura.
Es obvio que un tnico ejemplo no es suficiente para entender el proceso, pero se pueden

hacer mas ejercicios en esta parte.

3También se ha hecho uso de la propiedad de que % =lydequeax1l=a

11



4. Algebra

El algebra utiliza letras y ntimeros para representar cantidades. Es una parte primordial
durante el aprendizaje de las matematicas, por lo que necesitamos conocer algunas defini-
ciones.

4.1. Definiciones

Como si fuera un lenguaje, dentro del dlgebra debemos conocer algunas palabras que nos
indican algo en especial, por lo que tenemos:

Constante Es una cantidad que no cambia durante el proceso de solucién matematica.
Esta representada por las primeras letras del alfabeto: a, b, c,d...

Variable Es una cantidad que cambia en alguna forma dentro del proceso matematico.
Distinguimos dos tipos de variables: independiente, que es la que estd determinada
por si misma y dependiente, que varia de una manera relacionada a la variable
independiente. Esta representada por las ultimas letras del alfabeto: z,v, 2, q..., por
ejemplo, en la ecuacién y = 622 — 3, tenemos que:

y =6 7 -3 (16)
~ ~~~
Variable dependiente Variable independiente

Término Es una expresién que estd separada de otra por un signo “mas” (+) o “menos”
Coeficiente Es el nimero que multiplica a una variable (pueden ser de varios nimeros).

Miembro Es una expresién algebraica separada de otra por el signo “igual” (=) . En resu-
men, algunas definiciones se muestran en el siguiente ejemplo:

Coeficiente Variable
a 2 4by = cw —dx (17)
Término

~
Miembro

J/

Grado de una variable Es el exponente al que esta elevada una variable, por ejemplo:

1'2

es de segundo grado pues x esta elevada a la potencia 2.

Grado de un polinomio Es el grado del término de maximo grado en el polinomio, por
ejemplo:
3z + b + ca® + 3z + 2 (18)

es de cuarto grado, pues el término de mayor grado es 3xz* y x est4 elevada a la potencia
4.

12



Términos semejantes Dos o més términos son semejantes cuando tienen la misma parte

literal (letra) elevada a la misma potencia, por ejemplo:
20y —5a, ™y 3™t

4.2. Polinomios

Cuando una expresion algebraica consta de dos o mas términos recibe el nombre de
polinomio, por ejemplo:
3zt + b + ca® + 3z + 2
Tenemos dos casos especiales que son muy utilizados.
Cuando la expresién consta inicamente de dos términos, se llama binomio, por ejemplo:

r+1

Cuando la expresion consta de tres términos se llama trinomio, como la ecuacién
cuadratica:

ax® + bx + ¢

4.2.1. Reduccion por términos semejantes

Para la reduccién por términos semejantes se procede como sigue:

1. Se identifican los términos semejantes, por ejemplo:

1 1 3 1
§a2+§b— gab+3b— §a2+2ab+2x
en este caso, tenemos tres términos semejantes diferentes entre ellos: a?, by ab. Y 2x

no tiene semejante.
2. Se escribe primero el término semejante y se abre paréntesis en cada caso:
1 3

1 1
§a2 + §b — gab +3b — §a2 + 2ab + 22 = a*( +b( +ab( +2x

3. Dentro de los paréntesis, escribir los coeficientes de los términos semejantes, con sus
respectivos signos:

4 4 4 4

1, 1 3 1 11 1 3
—a®*+-b——ab+3b——a*+2ab+2r=a® | =—= | +b| = +3 b —=+2)+2
2a+% 5a+T S0 +2b+2e =a* | 5—o |+ ?+T +a(5+)+x

4. Efectuar las operaciones dentro de los paréntesis:

11 1 3 1 10 7
2( -2 ) 4= b(-S+2)+20 = (=) +b(—)+ab(=])+2
a(2 3>+ (3+3>+a(5+)+x a(6>+ <3)+a <5>+x

1

10, 7
= 6a2 + gb—l— gab—l—Q:I:

13



4.2.2. Suma de polinomios

Para sumar polinomios, debemos acomodar los polinomios uno debajo de otro de modo
que los términos semejantes queden en columna. Si no hay término semejante, se deja el
espacio vacio.

La suma se realiza aplicando en las columnas la reduccion por términos semejantes.

Por ejemplo, si sumamos a — b, 2a + 3b — 3c y 2¢ — 4a:

a —b

2a +3b -3¢
—4a +2¢
—a +2b —c

y el resultado sera: —a + 2b — ¢

4.2.3. Resta de polinomios

Para la resta procedemos casi de la misma manera; la diferencia radica en que en el
polinomio sustraendo se cambian de signo todos los términos (lo que equivale a multiplicar
por —1) y se suma al sumando, por ejemplo: a 4z — 3y + z, restarle 2z + 5z — 6.

Cambiando de signo al sustraendo, queda —2z — 5z + 6, entonces sumamos:

dr -3y +=z
—2x —5z +6

2v =3y —4z +6

el resultado de la resta es: 2o — 3y — 42 + 6.

4.2.4. Multiplicacién de polinomios

En la multiplicacién de polinomios debemos tener muy en cuenta las leyes de los signos,
ya descritos en la tabla [, en la pagina B de este manual y las reglas de potenciaciéon de la
pagina B.

Esta multiplicacion se realiza término a término, lo cual quiere decir que se multiplica
cada término del primer polinomio por cada uno de los términos del otro, por ejemplo:
multiplicar 23 — 3z + 2 por z* + 222 — 3.

1. Se multiplica término a término:

(2 =32+2) (' +22°-3) = 2°-2'+2° 22" +2° -3
+ (=3z) - 2* + (=3z) - 22% + (—32) - -3
+2-2 +2-22% +2- -3
— $3+4_'_2x3+2_3x3_3x1+4_6x1+2+9x
+2zt + 422 — 6
= 2" 422" — 32 — 32° — 62° + 9x + 22" + 42° — 6

14



2. Se reducen términos semejantes:

2"+ 22° —32° —32° — 62°+9x+ 20 +42* —6=2"+2°(2—-3) +2° (-3 —6)
+9z 4 22" + 42° — 6
= 2" —2° —92° + 9z + 22" + 42> — 6

3. Se ordenan los términos en orden descendente:

(x3—3x—1—2) (:E4+2x2—3) =’ — 2+ 22 — 92 + 42 + 92 — 6

4.2.4.1. Productos notables Existen algunos productos que tienen una solucién es-
pecial, llamados productos notables, por ejemplo:

4.2.4.1.1. Binomios conjugados Son binomios del tipo (a — b) (a + b). Al realizar
la multiplicacién indicada obtenemos:

(a—b)(a+0b)=a*+ab—ba—b*=a® — b

entonces se dice que “el producto de binomios conjugados es una diferencia de cuadrados”;
asi que por simple inspeccién debemos escribir:

(a—0b)(a+0b)=a*— b

4.2.4.1.2. Binomio al cuadrado Si tenemos un binomio del tipo (a + b)2, entonces,
al realizar el producto indicado, obtenemos:

(a£b)?=(a£b)(a+b)=a®+ab+ba+b*=da+2ab+ b

el producto resultante se dice que es un trinomio cuadrado perfecto; esto es: “el cuadrado
del primero, mds/menos el doble producto del primero por el sequndo, mds el sequndo al
cuadrado” , igualmente, por simple inspecciéon debemos escribir:

(a£b)? = a®=+ 2ab + b?

4.2.5. Divisién de polinomios

Tenemos diferentes opciones, empezando por considerar:

4.2.5.1. divisiéon de un polinomio entre un monomio. Por ejemplo. si tomamos la
divisién de 2a®b™ — 6a* o™~ — 3a" 262 entre —2a3b*, procedemos como sigue:

1. Expresamos la divisién como una fraccion:

5 3b4 2qTHm — 6aa:+1bm—1 - Saa:+2bm—2
—_ a/ —

2™ — 6 x+1bm71 -3 x+2bm72 -
a a a G YETY
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2.

Aplicamos la propiedad expresada por la ecuacién (I2) (pagina [0 de este manual), y
tenemos:

2q%Hm — 6az+1bm—1 _ 3az+2bm—2 2aTHm 6ax+1bm—1 3aa;+2bm—2

—2a3b4 T 203t * 2a3b4 + 2a3b4

Es claro que también se aplican directamente las reglas de los signos para una fraccion
(ecuaciones (8) y () de la pagina B).

3. Aplicamos la divisién de nimeros y las reglas para la divisién de potencias (pdgina B):

2a°b™ | Ga"t'oml 3a TR 2—3pm—4 e+1-3ym—1-4 | O 242 33 m—2-4
 2a3b* * 2a3b* * 2a3b* = et +3a b +§a b

— _a:c—Sbm—4 + 3ax—26m—5 =+ ax—lbm—ﬁ

[\O) GV]

4.2.5.2. Divisién entre dos polinomios Dividir 2z + 32% — 8 entre = + 2.

1.

Se ordenan tanto el dividendo (2z + 3z% — 8) como el divisor (z + 2) con respecto a
una misma letra (en nuestro caso, con respecto a la x)

302+ 22 —8 | 242

. Se divide el primer término del dividendo (3z?) entre el primer término del divisor (z):

32

X

=3z

y es el primer término del cociente.
Se escribe este primer término del cociente bajo el arreglo del punto 1:
322 +2x -8 |z +2
3x

Se multiplica este primer término (3x) por cada uno de los términos del divisor, se les
cambia de signo y se escriben bajo el dividendo para ser sumados a él.

3z - x = 32% —32° 3x -2 = 6x; —6x

+322+2r —8 |z +2
—3z2 — 6 3z
—4x

Bajamos el siguiente término del dividendo (—8)

+322 4+ 2r —8 |z +2
—32% — 62 3
—4r — 8
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6. Dividimos el nuevo primer término (—4z) entre el primer término del divisor (z) y este
sera el segundo término del cociente:

—4
—E
x
+322+2r —8 |z +2
—3x2 — 6x 3r—4
—4x — 8

7. Multiplicamos este segundo término (—4) por el divisor(x + 2), le cambiamos de signo,
lo colocamos abajo y sumamos:

—4 - x = —4dzx; 4o —4-2=-8§;8
+322 +2x —8 |r+2
—3x2 — 6x 3r—4
—4x — 8
+4x + 8
0
8. Cuando ya no tenemos mas términos en el dividendo, hemos terminado.
3r2 + 20 —
r°+ 2x — 8 8y 4
T+ 2

En nuestro ejemplo, el ultimo nimero bajo el dividendo es cero. A este numero se le
llama residuo.

Existe otra manera de dividir, la tnica diferencia es que no se escribe la variable sino
unicamente los coeficientes, lo demas es idéntico; a este método se le llama: por coeficientes
separados (y no se muestra en estas notas).

4.2.5.2.1. Teorema del residuo En el caso anterior el residuo era cero, pero no
siempre es asi, por ejemplo:

+a® =T + 170 — 6 |v — 3

—2% 4 32° 22 —4x+5
—42? + 17z
+4x? — 122
5 — 6
—5r + 15
9

En donde se observa que el residuo es 9, ya que la divisién no es exacta.
Si sustituimos el valor del divisor (3), por la x del dividendo, tenemos:

(3 —7(3)°+17(3)—6=27—634+51—6=09

Entonces, tenemos el teorema del residuo, que dice:
“El residuo de dividir un polinomio entero y racional en x por un binomio de la forma
x-a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por a”.
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4.2.5.3. Division sintética Podemos hallar el cociente y el residuo de la division de un
polinomio entre un binomio del tipo x — a por medio de la division sintética. Explicaremos
con un ejemplo:

Dividir 2® — 5% + 3z + 14 entre x — 3.

1.

Se escriben los coeficientes del dividendo y separado el valor de a. En nuestro caso, 3,
que es el segundo término del divisor pero con el signo cambiado.

1 -5 +3 14\+3

. Se escribe abajo, el primer término del dividendo (el 1) y serd el primer término del

cociente.
1 -5 +3 14 | +3

1 |

Este primer término del cociente (1) se multiplica por el segundo término del divisor
(+3) y el resultado se escribe bajo el coeficiente del segundo término del dividendo

(—=5).

I1x(+3)=3
1 -5 +3 14| +3
3

1 |

. Se realiza la suma de este resultado con el coeficiente del segundo término:

—54+3=-2

1 -5 +3 14
3

1 -2 |

+3

Este nuevo resultado (el de la suma, —2), se multiplica por el segundo término del divi-
sor (4+3), y se escribe bajo el término que sigue y se realiza la suma, y asi sucesivamente,
hasta terminar:

—2x4+3=-6
1 -5 +3 14 +3
3 ) -9
1 -2 -3 +5
cociente residuo

En los nimeros de la linea de abajo estan los coeficientes del cociente y el residuo. El
residuo es el tltimo nimero y los niimeros restantes son el cociente, que serd un grado
menos que el dividendo, entonces queda:

2?2 —2x—3 y el residuo es 5
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finalmente el resultado es:

2% — 512+ 3 14
Tort it v — 21 — 3+
r—3 r—3
NOTA: Un uso interesante es el de que se pueden encontrar las raices de un polinomio
por este método (al hacer que el residuo sea cero).

4.3. Ecuaciones de primer grado

Una ecuacién es una igualdad en la que hay una o varias cantidades desconocidas llamadas
incégnitas. Por ejemplo:
or+2=17 (19)

Para hallar la solucién a una ecuacion, se siguen las siguientes reglas:

= Una cantidad que esta sumando pasa al otro miembro restando.

= Una cantidad que estd dividiendo pasa al otro miembro multiplicando.
= Una potencia pasa al otro miembro como raiz del mismo grado.

Estas operaciones no alteran de ningiin modo a la ecuacién. En nuestro ejemplo, nuestro
interés se centra en encontrar el valor de = que hace verdadera la ecuacién (I9), entonces
tenemos:

Sbr+2 = 17
bxr = 17—2
17—2 15
r = —=—=23 y la soluciéon es x = 3.

) )

También es importante que primero se resuelvan las operaciones que haya dentro de
los paréntesis, y si se puede, resolver las fracciones indicadas. Por ejemplo: Hallar x en la
siguiente ecuacion:

30— (2x—1) =Tz — (3—5zx)+ (—x + 24)

primero, eliminamos los signos de agrupacién®:
3r—2x+1=7r—-3+dbx—x+24

después, agrupamos en el primer miembro a todos los términos que contienen a x:
r—2x —Tr —dr+ov=-3+24+1

sacando a la x como factor comun, tenemos:

r(3—2-7-5+1) = -3+4+24—-1
—10z = 20
20
r = 0" -2 y el resultado es x = —2.

4Obviamente, aplicando las reglas de los signos
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4.4. Factorizacién
Si tenemos un polinomio, en general es deseable expresarlo como una multiplicacion de

factores binomiales, por ejemplo, el polinomio

30° — 22t — T — 5Pt r+l=(r—a)(r—b)(r—c)(z—d) (z—e) (20)

en donde el problema principal es determinar las constantes a,b,c,d y e.
Los primeros casos de factorizacién que abordaremos son los referentes a los productos

notables (ver pagina [[3])

4.4.1. Diferencia de cuadrados

Una diferencia de cuadrados se factoriza como un producto de binomios conjugados®:
. 2 4
Factorizar % — % :
1. Se saca la raiz cuadrada de ambos términos:
2

(NS ’“lg
oo|%®|§;

2. Se escriben estas raices como los términos de los binomios; al primer binomio se le
pone signo positivo entre los miembros y al segundo un signo negativo:

@ Y _(a BY\(la ¥
4 9 \2 3 2 3

4.4.2. Trinomios cuadrados perfectos
Un trinomio cuadrado perfecto es el resultado de un binomio al cuadrado:
2? — 20z +d® = (x —a)’ = (z — a) (z — a)
Para factorizar un trinomio cuadrado perfecto, se procede de la siguiente manera: Factorizar
1 — 16az? + 64az*
1. Se saca la raiz cuadrada del primer y tercer término:
1 — 16ax? + 64a%x?

1 Sax?

2. La primera raiz es el primer término del binomio y la segunda raiz es el segundo
término del mismo binomio. El signo entre los dos términos del binomio es el del

segundo término del trinomio cuadrado perfecto:

v 2 2,.4 { 2
1= 16a2? + 6da?e? (1 Y 8a$2)
1 Sax?

5Recordemos: Binomios conjugados son aquellos que tienen las mismas literales, pero con uno de los

signos contrario: por ejemplo: (a + b) (a — b)
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4.4.3. Completar el Trinomio Cuadrado Perfecto

1. En caso de que la expresion algebraica no sea un trinomio cuadrado perfecto, se puede
tratar de completar por adicién o sustraccién. Por ejemplo: Factorizar z# + 22y + y* :

2. Se saca la raiz de los términos cuadraticos:
ot + 2%y + ot

" , (21)

3. Sabemos que para tener un trinomio cuadrado perfecto, el término de enmedio debe
ser “el doble producto del primero por el sequndo”, esto es:

2 x 2% x y* = 22%?
entonces notamos que en nuestro ejemplo esta una sola vez, asi que:
4. Sumamos y restamos la cantidad® que falta: 22%y>
wh a2y oyt aty? — oty = 2t 4 222 oyt — %

5. Y tenemos un trinomio cuadrado perfecto mas un término extra:

e 29:23/2 +y4 _ x2y2 _ (332 + y2)2 . x2y2

6. Sorpresa: en nuestro ejemplo tenemos ahora juna diferencia de cuadrados! (esto sucede
a menudo), que también factorizamos:

x4+2x2y2+y4—x2y2 _ (a:2+y2)2— 2y2
(#° +9° +2y) (2 +¢° —2y)

= (P+ay+y?) (2 —zy+y°)

4.4.4. Trinomio de la forma z2 + bx + ¢

Cuando tenemos un trinomio que no es cuadrado perfecto, entonces puede ser de la forma
2?2 + bx + c. Para factorizar estos trinomios se procede como sigue:
Factorizar 2 — 7z + 12

1. El trinomio se descompone en dos binomios cuyo primer término es x :

?—Tr+12=(x (@ ) (22)

2. En el primer factor se escribe el signo del segundo término del trinomio:

ycﬂ7x+12—(gcﬁ )(a: )

6Recordemos que a + 0 = a, entonces: x2y? — r?y? = 0 y la ecuacién no se altera (el cero se llama neutro
aditivo).
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3. En el segundo factor se escribe el signo que resulta de multiplicar el signo del segundo
término por el del tercer término del trinomio:

22— Tr 412 = (z— )(a:— >

4. Si ambos factores tienen el mismo signo, se buscan dos niimeros cuya suma sea el valor
absoluto del segundo término y el producto se el valor absoluto del tercero. Estos son
los segundos términos de los binomios.

3+4=7 3x4=12
2 —Tr+12=(z—3)(z —4)

4.4.5. Trinomio de la forma ax® + bz + ¢

Cuando tenemos un trinomio de esta forma, en que el coeficiente del primer término no
es 1, por ejemplo 622 — Tz — 3, procedemos casi de la misma forma. Por ejemplo, factorizar
622 — Tx — 3 :

1. Multiplicamos todo el trinomio por el coeficiente del primer término (en nuestro ejem-
plo, por 6), haciendo la multiplicacién del primer y tercer término y dejando indicada
la multiplicacién en el segundo término y dividiendo todo entre el mismo ntimero, para

no alterar la expresién algebraical:

6 (622 —Tx —3)  6(62?) —6(7x) —6(3)

6 6

2. Notamos que 6(62%) = 6 - 622 = 6?2* = (62)? y como el orden de los factores no altera
el producto, cambiamos el orden de los coeficientes en el segundo término, 6(7x), y
realizando la multiplicacién del tercer término, 6(3) = 18, entonces queda:

6(622) — 6 (7x) —6(3)  (62)* — 7 (6x) — 18

6 6

3. Podemos trabajar como en el caso anterior, pero ahora la raiz cuadrada del primer
término tendrd un coeficiente diferente de cero (6z). Claro, siempre trabajando en el
numerador:

(62)* —7(6x) —18 (62  )(6z )
6 6

"Recordemos que al multiplicar y dividir por la misma cantidad no se altera nuestra expresién algebraica,
pues es igual a multiplicar por 1 (el 1 se llama neutro multiplicativo)
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4. El resto (en el numerador) se procede como en el caso anterior. En nuestro ejemplo,
los numeros encontrados son :

4 N
—-9+2 = -7 9x2=18
, ¥ \
(6x)” — 7 (6x) — 18 (6x —9) (6x + 2)
6 6

5. Intentamos encontrar una expresion sin fraccién. Esto se logra partiendo el denomi-
nador de tal manera que sea dos fracciones (una para cada binomio) y reducir. En
nuestro caso 6 = 3 X 2:

(62—9)(6r+2)  (6x—9)(6z+2) (62—9) (62+2)
6 - 3% 2 T3 YT
- 3(2$3_3)><2<3x2+1):§(2x—3)x;(3x—|—1)

= (22 —3)(3x+1)

4.5. Ecuaciones de segundo grado

Ya vimos en la pagina [ qué es el grado de un polinomio. Se llama ecuacion de segundo
grado a aquella en que uno de los miembros consta de un polinomio de segundo grado. Por
ejemplo: 322 — 7Tz + 2 = 0.

Se llama solucién de una ecuacién al valor de la incognita que cumple completamente
con la igualdad. Se sabe que en general existen el mismo nimero de soluciones (o raices) que
el grado de la ecuacion, por esto, una ecuacion de segundo grado tiene dos soluciones.

La factorizacién es una forma de solucionar ecuaciones de segundo grado. Por ejemplo,
solucionar x? — 7x + 12 = 0.

Factorizando de la misma manera que en la pagina 1 tenemos:

2 —Tr+12=(x—3)(x—4)=0 (23)
Para que la ecuacién (23) se cumpla, tenemos dos opciones:

t—3) = 0 (24)
r—4) = 0 (25)

ya que 0(z —4) = 0o (z—3)0 = 0 por lo que, al solucionar las ecuaciones (24) y (25),
obtenemos las dos soluciones de la ecuacién (23). Esto es:

r1—3 = 0=21=3
To—4 = 0= a,=4

Sin embargo, en algunas ocasiones no es posible factorizar, sobre todo en ecuaciones de
la forma az? + bx +c =0
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4.5.1. La solucién general

Si tenemos ecuaciones de segundo grado de la forma az? + bx + ¢ = 0, podemos aplicar
la factorizacién completando el trinomio cuadrado perfecto por adicién y sustraccién (ver
pagina E1):

1. Se multiplica ambos miembros de la ecuacién por 4a:

da (az® +br+c) = 4a(0) =
4a*x® + 4abr + 4ac = 0 (26)

2. En la ecuacién (28), vemos en el segundo término que nos falta el término b (el primer
término ya tiene raiz cuadrada exacta), por lo que sumamos y restamos al primer
miembro b?:

4a’2? + dabx + dac+b* — b = 0

4a*x* + 4abr + 4ac +bv* = b (27)

3. Para que tengamos un trinomio cuadrado perfecto, en el primer miembro de la ecuacion
(72) nos sobra 4ac que pasamos al segundo miembro:

40’z + dabx + b* = b* — 4dac

4. En el primer miembro, la raiz cuadrada del primer término es 2ax, la del tercer término
es b, el signo del segundo término es positivo y es 2 (2az) (b) = 4abzx, entonces:

(2az + b)* = b* — 4ac

5. Como (a)® = (—a)® = a?, entonces, sacando raiz cuadrada:
2ax15 + b =£VD? — 4dac

donde x5 indica que x tendra dos valores; uno usando el signo + y otro calculando
con el signo — del radical.

6. Despejando x, tenemos:

2ax12+b = £Vb? —4dac
2ax15 = —b+ Vb —4dac

—b+b? — 4dac
.TLQ = 2a (28)

A la ecuacién (E8) se le llama Solucion general para las ecuaciones de seqgundo grado.
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Por ejemplo: Hallar la solucién de 322 — 72 + 2 = 0.

(=TT -43) (2)
2(3

T12 = )
_ TEVA9-24 TEV25 TS
B 6 6
o 7+5_12_2
6 6
7-5 6
pr— —:—:1
2 6 6

Y las soluciones son 1 =2y x9 = 1.

La presencia de un radical que depende de los valores de los coeficientes de la ecuacion
de segundo grado y que haya entre los coeficientes un signo negativo, provoca tres posibles
casos:

b?> — 4ac > 0 Esto implica que tendremos dos raices® reales y diferentes (como el caso del
ejemplo)

b? — 4ac = 0 En este caso, tenemos un trinomio cuadrado perfecto y las raices son reales e
iguales.

b? — 4ac < 0 Este es el caso més problematico, pues tenemos dos raices complejas conjuga-

dag?.

En este curso, veremos solamente veremos problemas del primero y del segundo tipo.
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8Recordemos que las raices del polinomio, son las soluciones de la ecuacién.

9En el campo de los niimeros complejos aparece el nimero complejo (o imaginario) definido por 2 = —1.
Un numero complejo, en general, es de la forma z = a + ib, en donde a es la parte real y b es la parte
imaginaria. Dos ntimeros complejos conjugados son aquellos cuya parte imaginaria es de signo contrario, por
ejemplo, para el nimero complejo z = a + b, su conjugado es: z* = a — b
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