UNIDAD I

  POTENCIACÓN ,  RADICACIÓN Y LOGARITMACIÓN

POTENCIACIÓN

Definición: Sea a un número real, y n un número entero positivo

1. a n  = a . a . a .........a  ,           n veces

2. a 1   = a         ,      a 0 =1      si a  ( 0        ,     0n = 0     si n > 0

3. a n + 1  = a n .  a    ,    si  a ( 0

4. a - n  = 
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Regla de signos:

· Si el exponente es par, el resultado siempre tiene signo positivo.

· Si el exponente es impar, el resultado mantiene el signo de la base.

Ejemplo:


(-2)3  =  -8               (-4)2 =  16            (2)3 =  8             
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Propiedades:

Como consecuencia de las definiciones anteriores, son válidas las siguientes propiedades,  en las cuales los exponentes m y n son enteros, y las bases a y b reales y distintas de cero.

a) Producto de potencias de igual base:

a m  .  a n = a m + n                        Ej:  (-2)3  . (-2)2     = (-2)3+2
b) Cociente de potencias de igual base:

a m  : a n = a m - n                         Ej:  (-2)5  : (-2)2     = (-2)5-2
c) Potencia de otra potencia:

(a m) n  = a m . n                            Ej:  (2 2) 3  = ( 2) 2 . 3
d) Distributiva de la potencia respecto de la multiplicación:

( a . b) m   = a m  . b m                      Ej:  ( 2 . 3 ) 3   = 2 3  . 3 3
e) Distributiva de la potencia respecto de la división:

( a : b) m   = a m  :  b m                     Ej:  ( 8 : 2 ) 3   = 8 3  : 2 3

RADICACIÓN

Definición:     

Dado un número real a, el número real b es su raíz enésima si se verifica que la potencia enésima de b es a:

                                                    b = 
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Condicionamiento de la radicación en IR:

1) si a > 0 y n es par,  entonces existen dos números reales b y b’ que verifican la condición dada, siendo b’ el opuesto de b:
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2) si a < 0 y n es par, no existe ningún número real que verifique ser la raíz enésima de a:          
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3) si n es impar, cualquiera sea a, existe un único real b que es su raíz enésima:     
[image: image8.wmf]n

a

  =  b

Propiedades
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Potencia con exponente faccionario

Toda raíz se puede escribir como potencia de índice fraccionario:
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Ejemplos:
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LOGARITMACIÓN

Definición:    
Dados un número real positivo a, y un real positivo b distinto de 1 , existe un único número real x que verifica que:   bx  =  a, dicho real x recibe el nombre de logaritmo de a en base b.

log b  a  =  x   (  bx  =  a

Cuando la base b del logaritmo es 10, se denomina logaritmo decimal y se omite el subíndice en la notación: 

                                                          log  a  =  x

El logaritmo que tiene como base al número real e se denomina logaritmo natural o neperiano y de anota: 

                                                          ln  a  =  x

PROPIEDADES

1-El logaritmo de 1 en cualquier base es cero.     log b 1 = 0  porque   b 0 = 1
2- El logaritmo de la base es 1.                             log b b = 1  porque   b 1 = b
3- El logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos.

                                                                            log b (r . s ) = log b r + log b s 

4- El logaritmo de un cociente es la diferencia de los logaritmos del dividendo y del divisor

                                                                             log b (r : s ) = log b r - log b s 

5- El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo de la base   de dicha potencia.       

                                                                                         log b a n    = n log b a 

6- De las propiedades anteriores se deducen las dos propiedades siguientes:

log b a = log b(n) an      si n ( 0                 y                                      b log b P = P
7- Cambio de base:   log b  a  =  
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  ,  siendo ln el logaritmo natural

TRABAJO PRÁCTICO nº 1

POTENCIACIÓN, RADICACIÓN Y LOGARITMACIÓN

1) Resolver aplicando propiedades:

a)  
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d) 
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g) 
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h) 
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i) 
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2) Indicar verdadero o falso según corresponda. En caso de falsedad indicar la respuesta correcta
a)  
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c) 
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d) 
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3) Resolver las siguientes ecuaciones aplicando propiedades:

a)   3x-2    =   6 x-1

                    3

b)  0,25 x =   2 x + 1   

c)   3 2x +5 =   3 
          9          

d)  ( ( ¼) ( ¼ = 8 x + 3
e) 3  x- 1    - 3-x +  2. 3 -1  = 0

f)  log ( x +3 ) + log (2x –1)  = log 2 ( x 2  + 4 )

g)  log k 3 +   log (k 3 – 3 = 0

h)  ln x – ln (x  + ln x 2 = ½

i)   log 4 x +  3 log 4 x = 2

4) Determinar el valor de x en los siguientes casos:

a)   5 log x =  1/5  

b)    
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d)  log x (3x + 10 ) = 2

e)    
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AUTOEVALUACIÓN nº 1
1)  Cada uno de los siguientes ítem tiene cuatro respuestas, de las cuales sólo una es correcta. Enciérrala o márcala con una cruz.

1.1 - 
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 es igual a:

a) 27 x19
    b) 27 x12

c) 210 x60

d)ninguna es correcta

1.2 - El resultado de 0-4 es:

a) -1


b) 0


c) 1

d) ninguna es correcta

1.3 - Si a  (  0  y  b  (  0, entonces 
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1.4 - El resultado de 
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2)  Indicar si son verdaderas (V) o falsas (F) las siguientes expresiones :

a) 
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(   )                        b) 
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3) Determinar el valor de "x" :

a) log 1/3  9  =  x

b) log 4  x  =  3/2

c) log x  81  =  4

4) Marcar con una cruz la opción correcta :

i) Si   log 4 
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= 3   , entonces "x"  es igual a :  

 a)  -64                           b) 
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ii)  Si  log x  16  =  log 3  
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  , entonces "x" es igual a :

a) 1/2                         b) 2                              c) 4                                    d) 1/4

5) Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) log 6  (x+1)  + log 6 x  =  2

b) 2 . log 25 x  -  log 25 ( 25-4x)  =  ½

c) 27x  =  729

d) 43x-1  =  1024

UNIDAD II

FUNCIONES POLINÓMICAS Y POLINOMIOS FORMALES

FUNCIÓN POLINÓMICA

Definición:

Una función cuyo esquema es: 

f : IR ( IR      tal que      f (x) = a0 + a1 x + a2 x2 + ... + an xn  

es una función polinómica. 

Los coeficientes a0 , a1 , ... ,  an  son números reales, el exponente n de la variable x es un número natural. 

Se las suele denominar simplemente polinomios.

Siempre el conjunto de partida y de llegada de una función polinómica es el conjunto IR de los números reales, por esto cuando se trabaja con ellas puede obviarse el esquema completo y se utiliza sólo la fórmula funcional.

El mayor exponente de la variable x  es el grado de la función polinómica.

Ejemplos:


f(x) = x 2  + 3 x 3                g(x) = 6 x 4 + 2x – 1

El grado de la función f es 3 y el de la función g es 4.

POLINOMIO FORMAL

Definición:
Se llama polinomio formal en una indeterminada x sobre el conjunto de números reales, a toda expresión de la forma:




       a 0 +  a1 x  + a2 x 2 + a3 x 3  + ....... + an x n 

donde los coeficientes a0 , a1 , a2 , a3 , ......., an  son números reales y n es un número natural. 

La letra x que figura en el polinomio formal no es un elemento variable, es una indeterminada.

Ejemplos:

                 P(x) = 3 +  4 x - 3  x 3 

                 M(x)= 3 x  + x 2   - 4 x 4  

El grado de un polinomio formal es el mayor exponente de la indeterminada x.

En los ejemplos anteriores podemos decir que el grado del polinomio P es 3 y el grado de M es 4.

NOTA:
Toda función polinómica determina un polinomio formal y sólo uno. Y recíprocamente todo polinomio formal determina una función polinómica y sólo una.

En consecuencia el término polinomio se puede usar con ambos significados, teniendo en cuenta que si se trata de una función polinómica la x denota una variable real, y si se trata de un polinomio formal representa una indeterminada.

· Si en un polinomio ordenamos los exponentes en forma creciente o decreciente se obtiene un polinomio ordenado. 

Ejemplos :


P(x) = 2 -  5 x - 3 x 2              ordenado en forma creciente


P(x) = - 3 x 2 -  5 x + 2          ordenado en forma decreciente

· Según el n° de términos que tenga el polinomio tiene una denominación particular:

Monomio          1 sólo término                                P(x) = 3x

Binomio               2  términos                                 M(x) = 4 – 6x

Trinomio             3 términos                                   N(x) = 4 -  8 x + 3 x 2 

Cuatrinomio       4 términos                                   R(x) = 2 - x 2 +  5 x - 3 x 3
Para más de cuatro términos no hay nombre particular.

A continuación definiremos operaciones y cálculos con polinomios.

ADICIÓN  Y SUSTRACCIÓN DE POLINOMIOS

Adición:

Se llama suma de dos polinomios al polinomio único cuyos términos se obtienen sumando los términos del mismo grado (Términos semejantes) 

f (x) =  a0 + a1 x + a2 x2 + ... + an xn
g (x) = b0 + b1 x + b2 x2 + ... + bn xn  

f (x)+g (x) = ( a0 + a1 x + a2 x2 + ... + an xn  ) + ( b0 + b1 x + b2 x2 + ... + bn xn  )  =  

= ( a0 + b0 ) + ( a1  + b1 ) x + ( a2  + b2 )  x2 + ... + ( an  + bn )  xn  

Ej:    P(x) =  3 -  5 x + 6 x2                           M(x) = 4 - x2 + 10 x - 3 x 3   

3 -  5 x   + 6 x2 

4 + 10 x  - 1x2    - 3 x 3
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 (P+Q)     =      7  +  5 x  - 5 x2   - 3 x3 
Sustracción:

Polinomios opuestos: se dice que dos polinomios son opuestos cuando los coeficientes del mismo orden son opuestos. 

Ejemplo:    Q(x) = 4+ 10 x  - x2  - 3 x3                   -Q(x) =  - 4 - 10 x  + x2 + 3 x3
La diferencia  entre dos polinomios es el polinomio único que se obtiene sumando al primero el opuesto del segundo. 

Ej :   P(x) = 3 -  5 x  +  6 x2                                    Q(x) = 4+ 10 x  - x2  - 3 x3
P(x)  - Q(x)  = P(x)  +  ( - Q(x)  )  

   3 -  5 x  +  6 x2
+
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      (P-Q)  =     -1 - 15 x  + 7 x2  + 3 x3
MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS

El producto de dos polinomios es el polinomio único que puede determinarse aplicando propiedad distributiva entre los términos de uno y otro polinomio.

(f . g) (x) = f (x)  .  g (x)  = ( a0 + a1 x + a2 x2 + ... + an xn  )  .  ( b0 + b1 x + b2 x2 + ... + bn xn  )  =  

=  a0 . (b0 + b1 x + ... + bn xn  ) + a1 x . (b0 + b1 x + ... + bn xn  )   +... +  an .xn . (b0 + b1 x + ... + bn xn  )  

Ejemplo

3 -  5 x  +  6 x2 
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Casos especiales:

· Cuadrado de un binomio:

Por ejemplo :             



                 (x+a) 2
Podemos resolverlo como : 



 (x+a) . (x+a)  

aplicando propiedad distributiva obtenemos :             x2 + 2xa  + a 2
REGLA:

El cuadrado de un binomio es igual a la suma de los cuadrados de cada término más el doble producto del primero por el segundo.



                (x+a) 2  = x2 + 2xa  + a 2
Ej:   

             ( 3x+2) 2 = 9 x2 +  12x  + 4

· Cubo de un binomio:

Por ejemplo:       




                   (x+a) 3
Podemos resolverlo como :



 (x+a) (x+a) (x+a)

Aplicando propiedad distributiva :              

 x 3+ 3 x 2 a  + 3x a 2 + a 3
REGLA:

El cubo de un binomio es igual  a la suma de los cubos de  cada término más el triple producto del cuadrado del primero por el segundo más el triple producto del primero por el cuadrado del segundo.


                           (x+a) 3 = x 3+ 3 x 2 a  + 3x a 2 + a 3

Ej:

(2 x 2+ x) 3 = 8 x 6 + 12 x 5  + 6 x 4 + x 3
· Producto de la suma por la diferencia de dos términos:

Por ejemplo: 




                          (x+a) . (x – a )

Aplicando propiedad distributiva : 
      x 2 + xa  -xa  - a 2 = x 2 -  a 2
REGLA:

El producto de la suma de dos términos por la diferencia de los mismos, es igual a la diferencia de los  cuadrados de dichos términos.

                (x+a) . (x – a ) = x 2  - a 2
Ej:

         (x + 3 )  ( x – 3 )  =  x2  -  9

DIVISIÓN DE POLINOMIOS

Dados dos polinomios A y B, dividir A por B significa encontrar otros dos polinomios C y R llamados cociente y resto respectivamente, tal que:

A= B.C + R

siendo            grado de A   (  grado  de B

                      grado de R    <  grado de B   

IMPORTANTE: Para efectuar la división de polinomios es aconsejable que el dividendo esté completo y ordenado.

Para facilitar las operaciones se adopta una disposición similar a la utilizada para la división de números. 

Resolver la siguiente división : (4 x 3 +  5 x 2 -  x   + 12) : ( x+2)

[image: image119.wmf]0

1

2

3

4

5

-2

-1

0

1

2

3

4


    4 x 3 +  5 x 2 -  x   + 12               x + 2
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Luego:



C(x) = 4 x 2 -  3x + 5                        R (x) =  2

· Regla de Ruffini:

Para calcular los coeficientes del cociente de una división de polinomios cuando el divisor es de la forma  (x  (  a )  se adopta una disposición práctica conocida con el nombre de Regla de Ruffini.

Los pasos a seguir son:

· En la primera fila se escriben los coeficientes del dividendo completo y ordenado en forma decreciente.

· En la segunda fila, a la izquierda se escribe el opuesto de  a

· En la tercera fila se escriben los coeficientes que se van obteniendo.

En el ejemplo anterior: : (4 x 3 +  5 x 2  -  x   + 12) : ( x+2)


4       5     -1      12                     se suma por columna   

          
   -  2             -8      6     -10

                se     4       -3      5       2

 multiplica

Los tres primeros valores son los coeficientes del cociente y el último valor es el resto, luego:

C(x) = 4 x 2  -  3x + 5                        R (x) =  2

· Teorema del resto:

Este teorema permite averiguar el resto de una división sin efectuarla. Debe aclararse que este teorema sólo se aplica cuando el divisor es de la forma  x + a   o  x - a .

El resto de la división se obtiene reemplazando en el polinomio dividendo a x  por el valor  de a cambiado de signo.

En el ejemplo anterior:

El polinomio dividendo es: P(x) = 4 x 3 + 5 x 2  -1x + 12      

y el polinomio divisor es : Q(x) =  x + 2

Para aplicar el teorema debemos reemplazar en el polinomio dividendo a la x por el valor  -2

P( -2 ) = 4 (-2) 3  +  5 ( -2 ) 2  - ( -2 )   + 12 = - 32 + 20 + 2 +12 =  2

Entonces el resto es  2.

TRABAJO PRÁCTICO nº 2

POLINOMIOS

1) Dados los siguientes polinomios:

P(x) = 1/2  x5 + 2 x4 - 1/4 x3 -1/3 x2                      Q(x) = 6 x4  - 2/3 x2  + x

R(x) = -1/2 x5 + ¾ x3 - x                                       T (x) = - 5/4 x3  +  3 x - 10

S (x) = 3/2 x3  -  5 x2  +  ¼ x  - 1  

Calcular:

a) ( P(x) + Q(x) )+ R(x)

b) [ P(x) – Q(x)] . R(x)

c) 3 S (x) +  2 T (x)

2) Resolver las siguientes potencias:

a) ( 4 x2  -  2 x -1  ) 3 =                                                 e)  ( 1/2 x 2 – 2 x ) 2 =

b)  ( -1/2x3  + 2x  )3 =                                                   f)   ( 2x 4 – 2/3 a 2 )2 =

c) ( 1/4x 4  - x 2  ) 3 =                                                   g)  (- 3x 2 + 1/3 x 4 )2 =

d) ( - 3/2 x 5  - 2x 3  ) 3 =                                              h)  (- x 3 – 1/3 x )2 =

3) Resolver las siguientes divisiones:

a) (8x 3  + 12 x 2 + x +1) : (2x + 1)=                      

b) (25 x 4  - 30 x 2+ 9 ) : (5x 2  - 3) =

c) (3 x 5 - 2 x3 +x  - 1) : (x 2 -  1)=

d) (x 6 – 1 ) : (x 3  - 1 ) =

e) ( x5  + 3 x 4  - 2 x 3  - 2x2 – 2 ) : (x 3  + x2 ) =

4) Resolver aplicando Regla de Ruffini, verificar aplicando  Teorema del resto:

a) (4 x 5 – x3 + x – 6 ) : ( x + 1 ) =

b) (3 x 4  + 6 x 3 +  9 ) : ( x + 3 ) =

c) (x 3  - 23x – 28 ) : ( x – 2 ) =

d) (x 5  + 32 ) : ( x + 2 ) =

e) ( 5x 3  - 30 x 2  + 30 x - 20 ) : (x – 5 ) =

5) Compruebar que P (x) = x3 -  7/2 x2 – 7/2 x + 6 es divisible por:   (x – 4), 

( x + 3/2)  y por ( x – 1)

6) Determinar el valor de m para que el cociente sea exacto:

(2 x3  - 3 x2  + m x  - 5 )  :  ( x – 1 )

AUTOEVALUACIÓN nº 2
1 ) Cada uno de los siguientes ítem tiene cuatro respuestas, de las cuales sólo una es correcta. Márcala con una cruz.

a) El cociente de  ( x5 - 1 ) : ( x - 1 )  es :

x4 + 2x3 + 4x2 + 8x + 16            (  )     

x4 + x3 + x2 + x + 1                   (  )

x4 -x3 + x2 - x + 1                       (  )

ninguna de las anteriores         (  )

b) ( x + 1 ) es divisor de : 

x2 - 2                                          (  )

x - 2                                           (  )

x - 1                                           (  )

ninguno de los anteriores          (  )

c) El polinomio  x2 + 8x + 12  es igual a :

 ( x+3 ) ( x+4 )                            (  )

 ( x+2 )2 ( x+6 )                           (  )

 ( x-2 ) ( x-6 )                              (  )

ninguno de los anteriores          (  )

d) El polinomio P(x) = x3 - x2 + mx - 1 es divisible por  (x + 1) si m es igual a:

  3       (  )


 

-3
(  )

  

-1
(  )
  

Ninguna es correcta  (  )
2 ) Encuentra el valor de "k" en  el siguiente polinomio para que  

( 2x4 +kx2 + x + 4 ): ( x - 2 )  , tenga por resto  18 .

3 ) Indica si las siguientes proposiciones son verdaderas (V) , o falsas (F) . Justifica tus respuestas.

a)  Si   A(x) . ( x+3) = x2 - 6x + 9 , entonces A(x) = x-3

(  )

b) El resto de dividir    ( x3 + 3x2 + 1 ) por ( x + 4 ) es  -15

(  )

c)  El polinomio (x4 + 1) es divisible por (x + 1)
                                (  )
d) Se verifica que 
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4 ) Dados los polinomios:  

P(x) = 
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Determina:

a)     P (x) 2                     b)  Q (x) 3                           c) [ P (x) . Q (x) ]  -  T (x)

5) Resuelve:  (16 x6 – 2 x5 + x4 – 10 x3 ) : ( 8x3 - 60x2 + 150x – 125)

UNIDAD III

FACTOREO

DIVISIBILIDAD DE POLINOMIOS

Nos interesan los casos en los cuales al realizar la división de polinomios el resto de la misma es cero, por lo tanto el dividendo se puede expresar como el producto entre el cociente y el divisor.

Factorizar un polinomio significa transformarlo en el producto de polinomios primos. Un polinomio primo es aquel que es divisible por sí mismo y por la unidad.

Veremos ahora algunas reglas que permitan descomponer un polinomio en factores.

Primer caso: Factor común

Este caso se aplica cuando en todos los términos de un polinomio figuran uno o varios factores repetidos. 

El resultado es el producto entre esos factores y el polinomio que resulta de dividir cada término por ese factor.

Para encontrar los factores repetidos se aplica la siguiente regla: 

· De los coeficientes se busca el máximo común divisor.

· De las letras se busca la que esté repetida en todos los términos con el menor exponente que figura en el polinomio.

Ej:

P(x) = 3x 2  - 6x 4 + 9x 3 – 12 x 

El máximo común divisor de los números es 3 y la letra repetida con el menor exponente es x, por lo tanto el factor común es 3x.

Luego:


3x 2  - 6x 4 + 9x 3 – 12 x = 3x.( x   - 2x 3 + 3x 2 – 4 )

Ej:

T(x) = 2/9 x 4  - 4/3x 3 + 8/3 x 2  = 2/3 x 2 ( 1/3 x 2  - 2 x  + 4 )

Ej:

R(x) = 8x 5  + 6x 3 -  2x 2  = 2x 2 ( 4x 3  + 3x  - 1 ) 

Segundo caso: Factor común en grupos de igual número de términos

Para factorear un polinomio que tiene factores comunes en grupos de igual número de términos, se factorean dichos grupos y luego se factorean nuevamente con respecto a un nuevo factor común que aparece entre paréntesis.

Ej:

P(x) = x 4  - 3x 3 + x  – 3

Primero se arman los grupos y se encierran entre paréntesis:

( x 4  - 3x 3 ) + ( x  – 3 )

En cada grupo se saca factor común 


x 3 ( x   - 3 ) + 1 ( x – 3)

Se vuelve a sacar factor común el paréntesis:


( x – 3 ) . ( x 3 + 1 )

Obteniendo así  el resultado final: x 4  - 3x 3 + x  – 3 = ( x – 3 ) . ( x 3 + 1 )

Ej:

M(x) = x 3 + 2x - 3x 2 – 6

Primero se arman los grupos y se encierran entre paréntesis:

 (x 3 + 2x ) + (- 3x 2 – 6 )

En cada grupo se saca factor común 


x  ( x 2  + 2 ) + ( - 3 ) ( x 2 + 2)

Se vuelve a sacar factor común el paréntesis:


( x 2 + 2 ) . ( x  - 3 )

Obteniendo así  el resultado final:  x 3 + 2x - 3x 2 – 6 = ( x 2 + 2 ) . ( x  - 3 )

Si se resuelve la multiplicación aplicando propiedad distributiva se puede verificar si el resultado es correcto.

Tercer caso: Trinomio cuadrado perfecto

Sabemos que al resolver el cuadrado de un binomio se obtiene un trinomio llamado trinomio cuadrado perfecto: ( a+b ) 2 = a 2 + 2ab + b 2
De acuerdo con la definición de cuadrado de un binomio resulta que en el trinomio cuadrado perfecto, dos de sus términos son cuadrados perfectos y el término restante es el doble producto de las bases de los cuadrados.

Si tenemos un polinomio de tres términos, y reconocemos en él el formato anterior, entonces se puede factorear escribiéndolo nuevamente como potencia 

Ej:


x 2 + 4x + 4

Para factorearlo debemos reconocer en él, el formato del trinomio cuadrado perfecto: 


a 2 + 2ab + b 2 

buscamos dos términos que sean cuadrados perfectos y le sacamos la raíz cuadrada


a 2  = x 2        entonces      a = x


b 2  = 4          entonces      b = 2

verificamos ahora si el término restante es el doble producto de a por b:


2 a b = 2 x 2 = 4x

Esto significa que el polinomio dado sí tiene la forma de trinomio cuadrado perfecto, por lo tanto se puede factorear:

x 2 + 4x + 4 = ( x+2 ) 2

Ej:


4 x 2 - 12x + 9 

buscamos dos términos que sean cuadrados perfectos y le sacamos la raíz cuadrada

a 2  = 4 x 2        entonces      a =   
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b 2  = 9             entonces      b = 
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verificamos ahora si el término restante es el doble producto de a por b:


2 a b = 2 (2x) 3 = 12x

observamos que el término coincide, pero no el signo. Esto se debe a que el binomio que está elevado al cuadrado es una resta, por lo tanto al factorearlo debemos escribirlo como resta. 

4 x 2 - 12x + 9 = ( 2x – 3 ) 2

Cuarto caso: Cuatrinomio cubo perfecto

Recordemos que el cubo de un binomio da por resultado un cuatrinomio llamado cuatrinomio cubo perfecto: ( a+b ) 3 = a 3 + 3 a 2 b + 3 a b 2  + b 3
Este caso es similar al anterior, sólo que el polinomio dado debe ser un cuatrinomio y el resultado del factoreo debe ser el cubo de un binomio.

Ej:


x 3 + 6 x 2  + 12 x  + 8

Debemos reconocer en el polinomio dado el formato a 3 + 3 a 2 b + 3 a b 2  + b 3 para ello buscamos dos términos que sean cubos perfectos y les sacamos la raíz cúbica

 
a 3  =  x 3                   entonces   a = 
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b 3  =  8                     entonces   b = 
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Verificamos ahora si los dos términos restantes responden al formato 3 a 2 b   y   3 a b 2

3 a 2 b   =  3 ( x ) 2 2 =  6 x 2

3 a b 2
 =  3 x ( 2 ) 2   = 12x

Comprobamos que efectivamente sí tiene el formato indicado,por lo tanto:


x 3 + 6 x 2  + 12 x  + 8 = ( x + 2 ) 3
Ej:


x 6 - 3 x 4  + 3 x 2  - 1

buscamos dos términos que sean cubos perfectos y les sacamos la raíz cúbica


a 3  =  x 6                   entonces   a = 
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b 3  = - 1                    entonces   b = 
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Verificamos ahora si los dos términos restantes responden al formato 3 a 2 b   y   3 a b 2

3 a 2 b   =  3 ( x 2 ) 2  ( -1 ) = - 3 x 4  
3 a b 2
 =  3 x 2 ( - 1 ) 2   = 3 x 2  
Comprobamos que efectivamente sí tiene el formato indicado, por lo tanto:


x 6 - 3 x 4  + 3 x 2  - 1 = ( x 2 -  1 ) 3
Quinto caso : Diferencia de cuadrados

Recordemos que  (a+b) .(a-b) =   a 2  - b 2

Por el carácter recíproco de esta propiedad, si tenemos un binomio que tenga la forma a 2  - b 2

podemos factorearlo escribiendo  (a+b) .(a-b) 

Ej:


P(x) =  x 2  - 9

como a 2  = x 2    entonces  a = x

          b 2 =  9      entonces  b = 3

este polinomio tiene la forma de diferencia de cuadrados por lo tanto su factoreo es:


x 2  - 9 = ( x + 3).( x – 3)

Ej:


M(x) = 4 x 2  - 25 =  (2x + 5).( 2x – 5)

Sexto caso : Suma o diferencia de potencias de igual grado

Recordemos lo visto en el capítulo anterior respecto de la divisibilidad de la suma o diferencia de potencias de igual grado por la suma o diferencia de las bases:

x n  + a n  es divisible  por   x+a   si n es impar

x n  + a n   no  es divisible  por   x - a   

x n  -  a n  es divisible  por   x+a   si n es impar

x n  -  a n  es divisible  por   x - a   siempre

Esto significa que si dividimos por ejemplo x n  + a n   por   x + a   siendo n impar, el resto de la división es cero.

Por lo tanto el polinomio x n  + a n  puede expresarse como el producto entre el divisor  x+a  y el cociente de dicha división.

Es decir  si  P(x) : Q(x) =  C(x)     con R(x) = 0    entonces   P(x) = Q(x) . C(x)
Entonces  por ejemplo, dado el polinomio x 3  +  8  = x 3  + 2 3 , sabemos que es divisible por la suma de las bases (x+2). Por lo tanto se puede factorear multiplicando el divisor (x+2) por el cociente de la división entre ellos.

Pero ahora debemos encontrar el cociente, para eso aplicamos la regla de Ruffini:

(x 3  +  8 ) : (x+2)                               1     0     0     8

                                            - 2               -2     4    -8

                                                           

                                                           1     -2    4     0 

C(x) =  x 2  - 2 x  + 4

Por lo tanto : 


(x 3  +  8 ) = (x+2). (x 2  - 2 x  + 4 )

Ej:


x 3  -  27  = x 3  -  3 3

Aplicando el criterio de divisibilidad sabemos que es divisible por la diferencia de sus bases es decir (x-3).

Para encontrar el cociente aplicamos Ruffini:


1      0      0      - 27

     3             3      9        27

                                                     


1      3      9          0

Luego el cociente es   C(x) = ( x 2  + 3 x  + 9 )

x 3  -  27 = divisor . cociente  =  ( x- 3 ) . (x 2  + 3 x  + 9 )

Ej:


x 5  -  32  = x 5  -  2 5              su divisor  es  ( x – 2)

aplicando Ruffini:


 1      0      0      0       0      -32

      2            2       4      8      16      32


             1     2       4      8      16       0              C(x) = x 4  + 2x 3 + 4 x 2  + 8 x  + 16


x 5  -  32 = (x – 2) . (x 4  + 2x 3 + 4 x 2  + 8 x  + 16 )

Casos combinados

Puede ocurrir que una vez factoreado el polinomio, en el resultado obtenido se puede aplicar otro caso más. 

Ej:


2 x 3  -  8 x

En este caso aplicamos el 1° caso ( factor común ) :   2x (x 2  -  4)

Pero en el paréntesis
se puede aplicar 5° caso ( diferencia de cuadrados ):


2x ( x-2 ) ( x+2 )

Luego  2 x 3  -  8 x = 2x ( x-2 ) ( x+2 )

Ej:


9 x 4  - 36 x 3 + 36 x 2
1° caso :   9 x 2 ( x 2  - 4 x  + 4 )

5° caso :   9 x 2 ( x – 2 ) 2
Puede ocurrir también que en un polinomio se pueda aplicar uno u otro caso de factoreo. En este caso es conveniente respetar el orden. 

Ej:


4 x 2  -  16x 4
En este caso se puede aplicar 1° o 5° caso, pero si se va en orden es conveniente aplicar primero el 1° caso:


4 x 2 ( 1 - 4 x 2 )

aplicando ahora 5° caso:  4 x 2 ( 1 – 2x ) ( 1 +2x )

Común divisor de mayor grado y mínimo común múltiplo de polinomios
Definición:

	Se llama divisor común de mayor grado de dos o más polinomios al polinomio de más alto grado que es divisor de todos ellos




Regla práctica para su cálculo:

Para su cálculo se factoriza cada polinomio en sus factores primos, y se halla el producto de los factores primos comunes, tomado cada uno con su menor exponente.

Ej:


P(x) = 2x – 8                       Q(x) =  x 2 – 8x + 16

factoreando:


P(x) =  2 ( x-4)


Q(x) =  (x-4) 2

luego el divisor común de mayor grado es:   (x-4)

Múltiplo común de menor grado

Definición:

	Se llama múltiplo común de menor grado de dos o más polinomios al polinomio de menor grado que es múltiplo de todos ellos




Regla práctica para su cálculo:

Para su cálculo se factoriza cada polinomio en sus factores primos, y se halla el producto de los factores primos comunes o no comunes, tomado cada uno de ellos con su mayor exponente

Ej:


P(x) = 6 x 2 – 6 x                     Q(x) = x 4 – 2 x 3 +  x 2 

factorendo:


P(x) = 6 x ( x – 1)


Q(x) = x 2 ( x – 1) 2

luego el múltiplo común de menor grado es :   6 x 2 ( x – 1 ) 2  

EXPRESIONES RACIONALES
Llamamos expresiones racionales a las expresiones de la forma:




P(x)




Q(x)

Donde P(x)  y Q(x) son polinomios siendo Q(x) no nulo.

Estas expresiones pueden ser simplificadas si existen factores comunes en el numerador y denominador. De esta manera se obtiene su forma irreducible.
TRABAJO PRÁCTICO nº 3

FACTOREO

1) Primer caso: Factor común
a) 4x2  - 12x4  + 20 x 3              

b) 
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d) 4x5 - 20 x7  + 8 x 4 

e) 15x6 - 45 x 4 – 30

f) 2x 4 + 9 x 3  -7x 6
2) Segundo caso: Factor común en grupo
a) 8x4 - 3x3 - 16x + 6

b) 10 x4 -2 x 5  + 15 - 3 x

c) x3  + 1/2 x2  - 1/2  - x

d) 3x3  - y x2  +6 x y 2  - 2 y  3 

e) x3 + x2 b  - 2x – 2b

f) x6+ 2 x 4 – 4 x 2 – 8

g) p q 2 – 2 p – q 3 + 2 q

3) Tercer caso: Trinomio cuadrado perfecto
a) 1/9 x8 + x4  + 9/4  

b) 2 - 8x3  + 8 x6 

c) x4  - 2 x2  + 1 

d) 1/16 x2  + 1/4 x8  + 1/4 x 5 

e) 25 x6  - 20 x4  + 4 x 2 

f) 1/4 x 10 + 1/9 +1/3 x 5
g) 4/9 x 8 – 16/3 x 6 + 16 x 4
4) Cuarto caso: Cuatrinomio cubo perfecto
a) -x6  + 9x4  - 27x 2  + 27

b) 64 x9  - 48/3 x7  + 12/9 x 5  - 1/27 x3
c) 8x6  +12x4  + 6x 2  +1

d) 125 + 225 x3  + 135 x6 + 27 x9 

e) x6  - 6x5  + 12 x 4  - 8x3
f) 1/27 x 12 – 2/3 x 9 +4 x 6 – 8x3
g) -  p 9 – 6 p6 x 4 – 12 p3 x 8 – 8 x 12
5) Quinto caso: Diferencia de cuadrados
a) 27/16 x4  - 4

b) 0.01 x6  - 25 x4 

c) 1/16 x10  - 64 x2 

d) –0.16 x4  + 1/4 x8 

e) 81 x12  - 36 

f) 64 x 10- 1/4 a 4
g) 2 x 4 – 9 

6) Sexto caso: Suma o diferencia de potencias de igual grado
a) x3 +0.001

b) x7  - 128

c) x6  +1

d) x4  - 81

e) x5  +1/ 32  

f) x6 – 8 

7) Resolver los siguientes casos combinados
a) 2 x3  - 2x

b) x5  - x3 – x2  + 1

c) 216 x12 – 324 x10 + 162 x8 – 27 x6
d) 216 x12 – 324 x10 + 162 x8 – 27 x6
e) 2 x4  - 2x - 2x3 + 2 

f) 3 x5  - 6x3  + 3 x

g) 2 x7  - 12 x5  + 24 x3  - 16 x

h) 9x6 – 36 x5 + 36 x 4
i) 2 x5 – 16 x2
8) Hallar el máximo común divisor y el mínimo común múltiplo de los siguientes polinomios
a) 12 x2  - 27        ;     2x3 - 8x  - 3x2 + 12     ;      8x3  - 36x2  + 54 x – 27

b) 3 x4  - 27          ;    6x4 - 36x2 + 54             ;     x3  + x2  - 3x – 3

c) 24 x2  - 6          ;   4x3  - 36 x + 2x2  - 18    ;     8x2 + 8 x + 2 

d) x6  + 9x4  + 27x2  + 27   ;    2x4  + 6 x2        ;    4 x5  - 36 x 

e) 1+ 4x + 4x2            ;   4x2  - 1       ;   1+ 8x3 
f) 4 x2 +25-20x   ;    10x-25  ;   4x2 –10x   

g) 16x4-1  ;       4x-2         ;   4x2- 4x + 1

9) Simplificar las siguientes expresiones racionales para hallar su forma irreducible.
a) 
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AUTOEVALUACIÓN nº 3
1) Factorear , si es posible , los siguientes polinomios :

a) 10x2 - 5x4 + 10x - 5x3 = 

b) 5x3 - 40 =

c) x4 + 16 =

d) (a+b) x2 + 2 (a+b) x + (a+b) =

e) x5 - 4x3 + x2 - 4 =

2) Indicar si las siguientes proposiciones son verdaderas (V) , o falsas (F) . Justificar las respuestas .

a)  ( x2 - 3 ) es divisible por  ( x + 3 )




(  )

b)  ( x5 - 1 ) es divisible por  ( x - 1)




(  )

c) La factorización de x2 - 2x + 4   es  ( x - 2 ) 2  


(  ) 

d)  La factorización de  ( x3 + 27 ) es  ( x-3 ) ( x2 + 3x + 9 )

(  )

3) Cada uno de los siguientes ítems tiene cuatro respuestas, de las cuales sólo una es correcta.. Marca con una cruz la que consideres correcta:

a) La factorización de  3x2 - 15x - 42    es :

( x+2 ) ( x-7 )                              (  )

3 ( x-2 ) ( x-7 )                            (  )

3 ( x+2 ) ( x-7 )                           (  )

ninguno de los anteriores          (  )

b) Al factorizar   -x3 - 6x2 - 12x - 8   obtenemos : 

 ( -x+2 )3                                      (  )

 ( -2+x )3                                       (  )

 ( -x-2 )3                                       (  )

ninguno de los anteriores          (  )

c) La expresión 
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, factorizada y simplificada es igual a:

 x + 1
(  )
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Ninguna es correcta (  )

4) Encuentra el M. C. D. , y el m. c. m entre los siguientes polinomios :

P(x) = x3 +6x2 + 12x + 8,        Q(x) = x2 + 4x + 4,        S(x) = x2 - 4

6) Simplifica las siguientes expresiones algebraicas racionales :

a) 
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UNIDAD IV

FUNCIONES Y ECUACIONES

FUNCIONES POLINÓMICAS

Definición:

Recordemos lo dicho anteriormente, una función polinómica es la presenta un esquema como el siguiente:

f : IR ( IR      tal que      f (x) = a0 + a1 x + a2 x2 + ... + an xn  

Donde los coeficientes a0 , a1 , ... ,  an  son números reales, el exponente n de la variable x es un número natural. 

El mayor exponente de la variable x determina el grado de la función polinómica.

FUNCIÓN POLINÓMICA DE GRADO 1

Son funciones de la forma :    f(x) = a  + b x                           con b ( 0

donde b se llama pendiente  y a  se llama ordenada al origen.
Ej:


f(x) = 3+2x               a = 3          y   b = 2


g(x) = 6x-5               a= -5          y   b = 6

La representación  gráfica de una función polinómica de grado 1 es siempre una recta.    Ej:


f(x) = 2x +1                                                                   y


       x        y                                                                           -

                                                                                        -

0        1                                                                            -

1        3                                                                                .    .    .    .
                     

2        5                                                                                                                       x

                          


Ej : 
f(x) = -x + 3                                                                  

                                                                                                -      

       x        y                                                                             -   

                                                                                          -

0        3                                                                              .    .    .    .    . 

1        2                                             

2        1                                                                                                                      

FUNCIÓN POLINÓMICA DE GRADO 2

Son funciones polinómicas definidas de la siguiente forma

f(x) = a x 2 + b x + c                 con a ( 0

donde a  es el coeficiente del término cuadrático

           b  es el coeficiente del término lineal

           c  es el coeficiente del término independiente

Ej:


f(x) = 3 x 2 + 2 x  -5               f(x) = - 2 x 2 + 3

La representación gráfica  en diagrama cartesiano de una función cuadrática es siempre una curva llamada parábola. Para graficarla recurrimos a una tabla de valores.

Ej:


y =  x 2 - 2 x + 1

       x        y        


3        4

2        1                                             

1 0                                                                                                          

0        1                                                                                                                       

     -1        4                                                                                              

El punto de coordenadas (1,0) se llama vértice de la parábola.

Para graficar más fácilmente una parábola es conveniente encontrar primero el vértice, para ello aplicamos una fórmula que nos permite hallar el valor de abscisa del vértice. Dicha fórmula es:     x v  = - b  
                                                                          2 a

Ej:


y =  x 2 + 2 x – 3                               a = 1        b = 2            c = - 3

hallamos el vértice utilizando la fórmula anterior:

 x v  = - b      =   -2    =   - 1

                       2 a          2 . 1  

En la tabla tomamos dos valores a la derecha y dos valores a la izquierda del vértice

                                                                                            

  x           y


  1           0                                                                                                                    

  0          -3

-1           -4

-2           -3

-3            0

Ecuaciones de primer grado con una incógnita
Sea f(x)  una función polinómica de grado 1, la expresión   f(x) = 0  se llama  ecuación entera de grado 1 o de primer grado con una incógnita asociada a f(x).

Ej:

a) Dada la función  f(x) = 3x – 4  su ecuación asociada es   3x –4 = 0

b) Dada la función  f(x) = - 2x +5  su ecuación asociada es  -2x + 5 = 0

Resolver una ecuación de primer grado es hallar el valor que debe tomar la variable x para que si imagen  por la función f sea 0. A este valor de x  se llama raíz de la ecuación.

En los ejemplos anteriores las raíces son:

a) x =  4/3  es raíz de la ecuación ya que  f(4/3) = 0
b) x =  5/2  es raíz de la ecuación ya que  f(5/2) = 0
Gráficamente la raíz de la ecuación de 1° grado representa la abscisa del punto de intersección entre la gráfica de la función  f(x)  y el eje x.

En los ejemplos anteriores:

a) 3x – 4 = 0     la raíz es  x = 4/3


Si se grafica la función asociada:


   x         y                                                         y




  
 0         -4

                                                                                    .    .    .    .    .    .

  
 2          2                                                                -                                               x

                                                                                    -

  
4/3        0                                                               -

                                                                                          -  

b) – 2x + 1 = 0      la raíz es  x = 1/2
Si se grafica la función asociada:


   x         y                                                          y




  
 1          - 1

                                                                                     -         

  
 1/2         0                                                              .    .    .    .    .    .                                                  

                                                                                           -     

  
 0           1

Ecuaciones equivalentes

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen la misma solución.

Ej:

2x –3 = 0     y    -x + 3/2 = 0   son equivalentes por que la raíz es   x= 3/2

Propiedades

a) Si a ambos miembros de una ecuación se le suma un mismo polinomio T con respecto a la variable, se obtiene una ecuación equivalente a la dada.

Ej: 


3x – 1 = 0            su raíz es  x= 1/3

Sumando T = x + 2   a ambos miembros se obtiene:

4x + 1 = x + 2             cuya raíz es  x= 1/3

Ej:    

2x + 3 = 0           su raíz es x = -3/2

Sumando T = x-1   a ambos miembros se obtiene:

3x+2 = x-1                  cuya raíz es x = -3/2

Nota:

Esta propiedad también es válida si sustituimos un mismo polinomio T en ambos miembros.

b) Si ambos miembros de una ecuación se multiplica por una misma constante k ( 0, se obtiene una ecuación equivalente a la dada.


Ej:


3x-1 = 0          cuya raíz e  x = 1/3


Multiplicando ambos miembros por k = -2 se obtiene

- 6x + 2 = 0     cuya raíz es x = 1/3

Nota:

Dado que k es un número real distinto de cero, la propiedad anterior incluye el caso de la división por un real no nulo.

Resolución de una ecuación de primer grado

Las propiedades vistas nos permiten resolver una ecuación, por ejemplo:

Resolver la siguiente ecuación aplicando propiedades:

4x-5 = 0

sumando a ambos miembros el opuesto aditivo de 5 nos queda:

4x-5+5 = 0+5

4x = 5

multiplicando ambos miembros por el inverso multiplicativo de 4 nos queda:

4 x . ¼  = 5 . ¼            (     x = 5/4  que es la raíz de la ecuación

Ej:

3 x – 1  = 0

     2

multiplicamos por 2 ambos miembros:

3 x – 1 . 2  = 0 . 2

     2

3 x – 1 = 0

sumamos 1 en ambos miembros

3 x – 1 + 1 = 0 + 1

3 x = 1

dividimos por 3 ambos miembros:

3 x  =  1                     (         x = 1/3    que es la raíz
  3       3           

Ecuaciones de segundo grado con una incógnita

La expresión  a x 2 + b x + c = 0  con a (  0 es la ecuación de 2° grado asociada a la función polinómica  f(x) = a x 2 + b x + c  cuya gráfica es una parábola.

Resolver una ecuación de segundo grado es hallar los valores que debe tomar la variable x  para que su imagen por la función f sea 0.

Toda ecuación cuadrática tiene a lo sumo dos raíces  pero no siempre son números reales.

Gráficamente las raíces de la ecuación cuadrática representan las abscisas de los puntos de intersección entre la gráfica de la función f y el eje de las x.

Esto sugiere que según el ejemplo que se tome se pueden presentar los siguientes casos:

· Dos raíces reales distintas

(gráfica  A )

· Dos raíces reales repetidas 

( gráfica  B )

· Dos raíces complejas conjugadas
( gráfica  C)


Forma de resolución de la ecuación de segundo grado

Dada la ecuación cuadrática   a x 2 + b x + c = 0 

Para hallar las raíces se aplica la siguiente fórmula:


x 1 =  - b  +  (  b 2  - 4 a c                                              x 2 =  - b  -  (  b 2  - 4 a c  
                      2 a                                                                                    2 a

El radicando  b 2  - 4 a c   se llama  discriminante y se simboliza con la letra (.

Según el valor de ( se representan los siguientes casos:

· ( > 0  (      son raíces reales distintas

· ( = 0  (  x 1   y  x 2   son raíces reales repetidas

· ( < 0  (  x 1   y  x 2   son raíces complejas conjugadas

Ej:

Resolver la siguiente ecuación cuadrática, graficar la función cuadrática asociada y verificar las raíces halladas.

 x 2 -  x - 6 = 0

Observando la ecuación vemos que   a = 1   b = - 1    c = - 6
x 1 =  - b  +  (  b 2  - 4 a c    =  1 + ( 1 – 4 . 1 . (- 6 )  =  3

                    2 a                                    2 . 1                           

x 2 =  - b  -  (  b 2  - 4 a c    =  1 - ( 1 – 4 . 1 . (- 6 )  =  - 2

                    2 a                                    2 . 1

Gráficamente:

x v  =  - b 

          2 a 
x v   =  1/2

Resolución de la ecuación cuadrática incompleta

a) Si falta el término independiente  ( c = 0 ). La ecuación es de la forma

a x 2 + b x  = 0

Si bien se puede aplicar la fórmula anterior, es también posible hallar las raíces sacando factor común :      x . ( a x + b ) = 0

Para que el producto de los dos factores sea igual a cero es necesario que uno de ellos, o ambos, sean nulos. Luego:

 x = 0   ó  a x + b = 0

Obteniendo así las soluciones    x 1 = 0       y     x 2 =  - b / a

· Ej:    6 x 2 + 2 x  = 0

2 x . ( 3 x + 1 ) = 0

2x = 0    ó      3x+1 = 0

Luego:                          x 1 = 0       y     x 2 =  - 1 / 3

b) Si falta el término lineal  ( b = 0 ). La ecuación es de la forma

a x 2 + c  = 0

Simplemente despejamos  x

a x 2   = - c 

x 2   = - c / a 

                                             x 1  = + ( - c / a

  x     =      - c / a     (
                                             x 2  = - ( - c / a

· Ej : 4 x 2 - 36  = 0

Simplemente despejamos  x

4 x 2   = 36 

x 2   = 9           ( x 1  = 3           y            x 2 = - 3

Propiedades de las raíces de una ecuación cuadrática

Dada la ecuación  a x 2 + b x  = 0  cuyas raíces son x 1  = 3   y   x 2 = - 2

Se observa que:

· x 1 + x 2   = 3 + ( -2) = 1           o sea            x 1 + x 2 =  - b / a

· x 1 .  x 2   = 3 . ( -2)  = -6          o sea            x 1 . x 2  =  c / a  
En toda ecuación de 2° grado la suma de las raíces es igual al opuesto del coeficiente del término lineal dividido el coeficiente del término cuadrado y el producto de las mismas es igual al término independiente dividido el coeficiente del término cuadrático.

Ej: 

Reconstruir la ecuación si sus raíces son: x 1  = 5   y      x 2 = - 2

x 1 + x 2 =  - b / a    (  5 + ( - 2) = 3  ( si a = 1    - b = 3   ( b = - 3

x 1 . x 2  =  c / a       (  5 . ( - 2 ) = - 10  ( si a = 1    c = - 10

Luego la ecuación es:

 x 2 - 3 x - 10 = 0

Factorización de la ecuación cuadrática

Toda ecuación cuadrática   a x 2 + b x + c = 0  puede factorearse de la siguiente manera:

a ( x  - x 1 ) ( x -  x 2 ) = 0
TRABAJO PRÁCTICO nº 4

FUNCIONES Y ECUACIONES

1) Funciones polinómicas de 1° grado
Graficar las siguientes funciones; plantear y resolver la ecuación lineal asociada:

a) y = 3x – 6

b) y =  -3(x - 3)

c) y= -3(x+1) – 3

d) y=  x – 8   +  2

                                                                                             3

2) Ecuaciones enteras de 1° grado con una incógnita
Resolver las siguientes ecuaciones:

a) 6 (x-3) +2x = 3 (x+2)

b) 3   +   2  x   = 1 + 4  x + 2 

                7                 5

c) 4x –1 +2 (x-2)  =   x + 3
                                      4

d) 3( 2x  -1) =  8 ( x – 9)  

                                     8

e) 6 (x-3) – 3x =   x + 2  - 10

                                        3

f) 2x – 2  -  4 – 3x    =  4x – 2

         4             8

g) 2x + 3    -  2 (x-1) = 3x +1

        4

h)  9x –1 - 2(x-2)  =   x +3
          3                          4

i) 2 (x  - 1) – 4 (x+1) = 3 (x-2)

         3

3) Determine cuáles de las siguientes ecuaciones son equivalentes:

a )   ( x + 3 ) / 2 = ( 2x +5 ) / 3      

 b) ( 3x + 2 ) / 4 = ( 5x + 1 ) / 2

c) ( 5x – 2 ) / 3 – ( 4x – 4 ) / 2 = ( 2x + 1 ) / 3 

4) Resolver los siguientes problemas

a) La suma de 3 números impares consecutivos es 117. Cuáles son esos números?

b) Dado un rectángulo, representado a continuación, calcular su perímetro

               3x-2                             2x + 3    

                       4x – 3

c) La quinta parte de un número, más 4 es igual a 1/3 menos el duplo de dicho número. Cual es ese número?

d) La suma de dos múltiplos consecutivos de 6 es 66. ¿Cuáles son dichos números?

e) Hallar la base y altura de un rectángulo, sabiendo que la altura es la mitad de la base y su área es de 32 cm2 .

f) Dado un triángulo rectángulo, calcular la longitud de los catetos y de la hipotenusa a partir de los datos.

                                                                                 __      

                                        b                                       ab = x + 1

                                                                                 __

                                                                                 ac = x +2

                                                                                  __    

                                    a  a            c    c               bc2= 2x2 + 17

g) Hallar el valor de cada ángulo interior de un triángulo:

 Según los siguientes datos :

                                                                               ( = 2x +2

                                    (  = 3x+2                                               ( = x +4                       

h) Hallar el valor de cada ángulo si se sabe:


                                   ( = 4x – 2 °        ( =  2x + 14 °


i)Calcular el valor de los ángulos alternos externos entre paralelas:


                      2x + 1°



                                        4x + 2°

5) Funciones polinómicas de 2° grado

Graficar las siguientes funciones, plantear y resolver la ecuación cuadrática asociada:

a) y = x 2  +3x – 4

b) y = -x 2  + x + 6

c) y = x 2  - 6 x + 9

d) y =  5 – x 2  

6) Resolver las siguientes ecuaciones cuadráticas:

a) x 2  - 3x – 10 = 0

b)  x 2  -  2x – 8 = 0

c) 36 - 4 x 2 = 0

7) Factorizar las siguientes ecuaciones cuadráticas:
  a)  25x 2  + 5x  = 0

       b)  2x 2  - 18 = 0

       c)  2x 2  + 8 x – 10 = 0

      d)  9x 2  - 9x – 18 = 0

 e)  2x 2  + 10 x + 12 = 0

8)  Dadas las raíces reconstruir la ecuación cuadrática

a) x 1 = -2
           x 2 = -3

b) x 1 = 1/2

x 2 = 0

c) x 1 = 1+ √2

x 2 = 1- √ 2

d) x 1 = 5  

x 2 = - 8

e) x 1 = -4
            x 2 = - 4

9)Calcular el valor de k en cada caso sabiendo que:

a) (x-3)      es un factor de  x 2 + kx – 15

b) (3x –1) es un factor de  3x 2 + kx – 2

c) la ecuación  2x 2 + (1/2)x +k =0  tiene una raíz doble

d) la ecuación  x 2 + x + k =0   tiene una raíz nula

e) la ecuación  x 2 - 8x + k =0   tiene una raíz igual al triplo de la otra

10)  Resolver los siguientes problemas:
a) Calcular el perímetro de un rectángulo cuya área es 168, sabiendo que la medida de su  altura es igual a las dos terceras partes de la medida de la base.

b)El área y el perímetro de un rectángulo son respectivamente 189 y 57. Calcular la longitud de su diagonal.

c)¿Cuál es el número positivo por el cual hay que dividir al número 79 para que el divisor, el cociente y el resto sean tres números consecutivos?

d)El área del trapecio ABCD es 34. Calcular su perímetro.

              B         3x –2         C                                               

        2x –2                                          

               A                                               D                                                

                              2x +4       

11) Hallar las raíces de las siguientes ecuaciones aplicando casos de factoreo.

a) x3 – 3x2 = x + 3

b)2x3 – 4x2 + 5 x = - 3x

c)2x3 + 2x2  =  x +1

   d) –4 x + 2x2  = x3 –  8

        3                         27

e)      9x4 – 36x3 = -36 x2
   f)     8x4 + 9x3 +20 x2 = -7 x2 –27x

g)    5x5 – 6x = 10 x + 4x5
h)   7x4 – 81 – 27x = 3x (2x3 – 9)

AUTOEVALUACIÓN nº 4

1 -  Cada uno de los siguientes ítem tiene cuatro respuestas, de las cuales sólo una es correcta. Márcala con una cruz.

1.1)  La recta y = -
[image: image91.wmf]1

3
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x

+

 corta al  eje “x” en:

 2 (   )


-3 (   )


3 (   )

ninguna es correcta (   )

1.2)  La recta y = 3x – 2 corta al eje y en:

 2 (   )

3 (   )


-3 (   )


ninguna es correcta (   )

1.3) Las raíces de la función f(x) = x2 – x – 2  son:

 1 y –2 (   )

-1 y 2 (   )
1 y 2 (   ) 

ninguna es correcta (   )

1.4) La función f(x) = x2  + 1 tiene como raíces a:

 1 y –1 (   )

0 y 1 (   )

1 (   )

ninguna es correcta (   )

2) Para cada una de las siguientes funciones: calcula sus raíces y represéntalas gráficamente

a)  f  : R ( R dada por  
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b) f  : R ( R dada por  
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c) f  : R ( R dada por  f (x) = 
[image: image94.wmf]4
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 x  +  1

3) Indica si las siguientes proposiciones son verdaderas (V) , o falsas (F) . Justifica tus respuestas.

a) En la función polinómica f(x) = 
[image: image95.wmf]1
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  es f(-2) = 5

(  )

b) Si f(x) = -3x + 
[image: image96.wmf]3
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  ,  entonces  x = 
[image: image97.wmf]9
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   es cero o raíz de f(x)
           (  )

c)  Los ceros de la función f(x) = x2 – x – 2  son: 1 y –2                            (  )



d) La parábola que representa a la función f(x) = x2 + 4x + 4 corta al eje “x” en  un solo punto
                                                                          (  )


4) Resuelve las siguientes ecuaciones en IR:

a) 
[image: image98.wmf]2

x

2

1

1

x

3

+

=

-


b) 
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c) 
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d) 
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5) Resuelve los siguientes problemas planteando la ecuación correspondiente:

a) Una persona gasta 1/5 de su dinero y luego 2/3 de lo que le queda. Si aún le quedan $300, ¿cuánto dinero tenía en su cuenta bancaria?

b)  Miguel compró dos tomos de una colección de libros. El primer tomo es un 30% más barato que el segundo. Si ha pagado $33,60 por los dos tomos, ¿cuánto pagó por cada uno? 

UNIDAD V

INECUACIONES Y SISTEMAS

INECUACIONES POLINÓMICAS DE PRIMER GRADO

Definición:

Dada una función polinómica  f(x) = ax + b, puede interesarnos conocer cuáles son los valores de x para los que el valor de la función es mayor o menor a cero. Es decir:


f(x) = ax +b > 0    o    f(x) = ax + b  < 0

Estas expresiones se llaman inecuaciones polinómicas de primer grado.

Resolver una inecuación es encontrar los valores que debe tomar la x para que se verifique la desigualdad. Para poder resolver una inecuación debemos conocer las siguientes propiedades.

Propiedades De las desigualdades

a) Si en ambos miembros de una desigualdad sumamos o restamos un mismo número, se obtiene otra desigualdad del mismo sentido

En símbolos:

a  <  b    (  a.c  <  b.c

Ej:

3 < 8     (  3+2  <  8+2   

1 > -3    (  1-4   >  -3-4

b) Si en ambos miembros de una desigualdad multiplicamos  o dividimos por un mismo número positivo, se obtiene otra desigualdad del mismo sentido.

En símbolos:

a  <  b    (  a.c  <  b.c        si  c > 0

a  <  b    (  a : c  <  b : c    si  c > 0

Ej:

11 > 9     (  11 . 4  > 9 . 4

4  < 10    (  4 / 2  <  10 / 2

c) Si en ambos miembros de una desigualdad multiplicamos o dividimos por un mismo número negativo, se obtiene otra desigualdad de distinto  sentido.

En símbolos:

a  <  b    (  a.c  >  b.c        si  c < 0

a  <  b    (  a : c  >  b : c    si  c < 0

Ej:

4  <  12  (  4 / ( -2)  >  12 / ( -2)

Estas propiedades también se extienden a las relaciones (  o  (.

Forma de resolución

Resolver las siguientes  inecuaciones:

1) 2x-3  > 0

sumamos en ambos miembros  + 3:


2x – 3 + 3 > 0 + 3


2x > 3   

multiplicamos ambos miembros por  ½


2x . ½ > 3 . ½


x  > 3/2

Hemos obtenido el conjunto solución: S = (x : x ( R   ,  x > 3/2 (
Otra forma de expresar el conjunto solución es usando la notación de intervalo:   S = ( 3/2 , ( (
2) – 2x + 5  ( 6

restamos 5 en ambos miembros:

-2x + 5 – 5  ( 6 – 5

-2x   (  1

dividimos por ( -2) ambos miembros:

        -2x / ( -2) ( 1 / ( -2)

        x   (  - 1 / 2

Observe que al dividir por un número negativo se invierte la desigualdad

Hemos obtenido el conjunto solución: 

                        S = (x : x ( R  ,  x  ( - 1 / 2  (= ( -( , - 1 / 2 (
 Nota: 

La notación de intervalo que usaremos es la siguiente:

Intervalo cerrado:  ( a , b (
                                            Intervalo abierto:   ( a , b (
Representación gráfica del conjunto solución

Como el conjunto solución es un intervalo, se puede representar en la recta numérica.

En los ejemplos anteriores:

1) S = ( 3/2 , ( (
      




    0            3/2

2) S = ( - ( , - 1 / 2 (

                                                    -1/2       0

Nota:

Debe recordar que si divide o multiplica por un número negativo la desigualdad cambia de sentido

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Ecuaciones Lineales con dos incógnitas:

Ya hemos visto que si  f(x) es una función polinómica de grado 1, entonces la expresión  f(x) = 0 es la ecuación de 1° grado asociada.

De igual modo si f(x,y) es una función polinómica de dos variables de grado 1 del tipo  ax+by+c, entonces la expresión f(x,y) = 0 es la ecuación asociada con dos incógnitas.

Por ejemplo:

f(x,y) = 4x –3y           es la función polinómica de dos variables

f(x,y) = 4x – 3y  = 0   es la ecuación asociada con dos incógnitas

La solución de esta ecuación es el conjunto de pares  (x,y)  que verifican la igualdad.

En el ejemplo:

El par (x,y) = ( 1 , 4 /3 ) es una solución


El par (x,y) = ( 3,  4 ) es otra solución

En realidad vemos que pueden haber infinitas soluciones. Para calcular las soluciones es conveniente despejar una de las variables de la ecuación, y obtener los distintos valores de la otra.

Ej:

Hallar algunas soluciones para la ecuación  

 3y – 2x = 7

Despejamos la y de la ecuación                     y = (2x+7) / 3

Si tomamos una tabla de valores:

  x        y   


0 7/3

1 3

2 11/3

3 13/3

Entonces el conjunto solución de la ecuación  lo expresamos de la siguiente manera:

S = ( (0, 7/3) ; (1,3) ; (2, 11/3 ) ; ( 3,  ) ; .................(
Si representamos gráficamente en un sistema de ejes cartesianos el conjunto solución obtenemos una recta.

En el ejemplo:

                                                       .    .    .    .    .

Sistemas de ecuaciones lineales con dos incógnitas

También puede presentarse el caso en que interese resolver una ecuación lineal con dos incógnitas como el siguiente:  f( x, y ) = c,   es decir: ax + by = c 

El conjunto solución es el conjunto de pares ordenados (x, y) que pertenecen a la recta:  y = 
[image: image102.wmf]b

ax

c

-

   con b no nulo.

El conjunto de dos ecuaciones f(x, y) = c1  y  g(x, y) = c2 se llama sistema de ecuaciones lineales con dos incógnitas. 

Ej:                

                2x – y = 1


      x + y = 0

Resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas significa hallar  el conjunto formado por  todos los pares  (x, y) que son solución común a ambas ecuaciones . Este conjunto se llama conjunto solución del sistema. 

Es decir: si  S 1  es el conjunto solución de f(x, y) = c1  y  S 2  es el conjunto solución de  g(x) = c2, entonces el conjunto solución del sistema es   

                                            S = S 1  (  S 2     

Gráficamente podemos interpretar el conjunto solución del sistema como los puntos comunes a ambas rectas, por lo tanto se pueden dar las siguientes situaciones:

a) Sistema compatible: es un sistema que tiene solución, es decir que existen puntos comunes a ambas rectas. 

Puede ocurrir que:

· solo hay un punto en común, en ese caso se dice que el sistema es compatible determinado. El conjunto solución está formado por un sólo par ordenado de reales.

· hay infinitos puntos en común, en este caso se dice que el sistema es compatible indeterminado. El conjunto solución está formado por infinitos pares ordenados de reales, las dos ecuaciones representan a la misma recta.
b) Sistema incompatible:  significa que  no tiene solución, es decir no hay puntos comunes. Las dos ecuaciones representan rectas paralelas disjuntas.

Ej: Hallar gráficamente el conjunto solución de :

1)     2x – y = 0

     x + y = 9

a) despejamos la y de cada ecuación:   y = 2x   (A)               y = 9 – x      (B)

b) tomamos una tabla de valores para cada ecuación:

  x        y = 2x            x       y = 9 - x                              B               A

                                                                                   

-1        -2                 -1         10                                 

 1         2                  1          8


        


 3         6                  3          6                                  -

 4         8                  4          5                                   

                                                                                                          

S = (( 3 , 6 ) (        Sistema compatible determinado

2)     x – y = 3

   2x – 2y = 6

a) despejar la y  de cada ecuación: y= x – 3      (A)         y = x – 3    (B)

b) tomar tabla de valores para cada recta


   x     y = x –3                                                                                              A        B


0 –3                                

1 –2                                                                          

2 –1                                                                          

4 2                                                                               

En este caso las rectas son paralelas  coincidentes por lo tanto tiene infinitos puntos en común.

S = (( 0.3) ; (1,-2) ; (2,-1) ; (4,2) ;.............(    

                                                                   Sistema compatible indeterminado.

3)      x - y = 3 

    2x – 2y = -4

a) despejar la y de cada ecuación:  y = x-3   (A)      y = x+2   (B)

b) tomar tabla de valores:      


  x     y = x – 3            x      y = x + 2                                                                  

                                                                             

-1        - 4                  -1          1                                           -

 0        - 3                   0          2                                            -

 2        - 1                   2          4                                          -.    .    .    .    .

                                                                                            -

                                                                                            -        

                                                                                            - 

Las rectas son paralelas disjuntas, no hay puntos comunes
Sistema  incompatible

Métodos de resolución de un sistema de dos ecuaciones de primer grado

1) Sustitución
Dado el sistema:

   4x +y = 4                (A)

   2x –3y = -5            (B)

a) Despejar y ( ó x )  de A ( o de B):

y = -4 x + 4          (1)

      Sustituir el valor obtenido en la otra ecuación:

2x – 3(- 4x+4) = - 5

Hemos obtenido por sustitución una ecuación con una incógnita:

2x + 12x – 12 = -5

b) Resolver la ecuación obtenida:

2x + 12x – 12 = -5

14x  = - 5 + 12

x = 7 / 14     (   x = 1 / 2

c) Reemplazar el valor encontrado en la ecuación (1):

y = - 4x + 4

y = - 4.( ½ ) + 4

y = - 2 + 4         (    y = 2

S = (( ½ , 2 ) (                                   Sistema compatible determinado

2) Igualación
Dado el sistema:

  2x + y = -1         (A)

  5x + 3y = -5       (B)

a) Despejar x ( ó y ) de ambas ecuaciones:

de A     x = ( -1 – y ) / 2             (1)

de B     x = ( - 5 -  3y ) / 5          (2) 

b) Igualar las ecuaciones obtenidas:

( -1 – y ) / 2  = ( -5 - 3y ) / 5

Hemos obtenido por igualación una ecuación con una incógnita.

c) Resolver la ecuación obtenida:

5.( - 1 – y ) = 2.( -5 - 3y)

- 5 – 5y = - 10 -  6y

- 5y + 6y = - 10 + 5    (    y = - 5

d) Reemplazamos el valor obtenido en la ecuación

en  (1)    x = ( -1 – ( -5 ) / 2   (  x = 4 / 2     (   x  = 2

en  (2)    x = ( - 5 -  3.( - 5) ) / 5  (  x = 10 / 5  (  x = 2

Luego :  S = (( 2  - 5) (              Sistema compatible determinado

Nota: Existen  otros métodos de resolución, por ejemplo suma y resta, y determinantes. Pero en este curso sólo veremos los métodos de sustitución e igualación.

SITEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES:

En el caso que f (x, y) ó g (x, y) sean una función polinómica de grado dos, el sistema de ecuaciones se denomina no lineal, no es la única posibilidad de sistemas no lineales, pero en esta instancia sólo se abordarán aquellas que representan la intersección entre una recta y una parábola, es decir cuando una ecuación representa una recta (polinómica de grado 1) y la otra ecuación una parábola (polinómica de grado 2).

TRABAJO PRÁCTICO nº 5
INECUACIONES Y SISTEMAS

1) Hallar el conjunto solución, expresarlo como intervalo y representarlo en la recta real

a) 3x –1 > 2x +4

b) 3.(x – 2) – 1 < 6. (x-1)

c) 5x – ½ (x-1) ( ½. (x+1)

d) 2 (x+2) –1  > 2x-2

           3

e) 4x-2  +2x  <  3 (x-1)

        2

f) 4 (2x-1) + 2x  <  3 (4x-2)

g) 6 - 2 (x+4)  (  x – 2
                                          3

          h)  x + 2  +  x + 1  ( 4 (x – 1)

3 2

i)  2x – 3  (   x + 4  <  3 ( 6 – x )

4                 2


j) 2 +    x  - 4    >   4x  - 3   + 2x

                           5               2

2) Plantear y resolver los siguientes problemas utilizando inecuaciones:

a) La suma de un número más el duplo de otro,  no excede a 7. ¿Cuáles son dichos números?. 

b) Dados los siguientes segmentos A y B, cuyas longitudes son:                 long A = 3x-2               long B = x +4

                                                  A                                                              

    


              B

            Comparando ambas longitudes ¿Qué valores puede tomar x?

c) Los alumnos de un colegio organizan una fiesta para recaudar dinero para un viaje. Les cobran $ 600 por el alquiler del salón  y $3 por cada entrada que vendan. Calcular el número de entradas que tienen que vender si deciden cobrar, a lo sumo, $ 10 cada entrada.

d) Una persona con $l00 compra lámparas cuyo precio es de $5 y paga una deuda de $64. ¿Cuántas lámparas puede comprar?

e) Una empresa paga $600 de alquiler y el costo de fabricar  x  cantidades de cierto artículo en un mes es de $3 por artículo. ¿Cuántos artículos debe fabricar si no puede gastar más de $900 al mes?

f) Las tres cuartas partes de un número real  más el doble del mismo es por lo menos 4. ¿Cuáles son esos números?

g) El duplo de un número menos la quinta parte del mismo da a lo sumo 

- 9. ¿Cuáles son esos números ?

h) El cuádruple de un número natural más el triple del siguiente, de dicho número es mayor que 5. ¿Qué valores puede tomar ese número?

     i)  Calcular la máxima longitud que puede tener un lado de un   

          paralelogramo, si la longitud del lado consecutivo es 7 cm mayor que la 

          longitud de dicho lado, y el perímetro del paralelogramo no excede los 

          35 cm.

    j)   La hipotenusa de un triángulo rectángulo es A = x y uno de sus catetos

         es B = x + 1. ¿ Qué valores puede tomar x?.

    k)  Calcular el valor de x, y escriba el  resultado como intervalo.     

· ( x (  <  4

· ( x (   > 5

· ( x (   (  2

· (2x( < 8  

· ( -6x (> 3

· ( x + 1( < 7

3) Resolver los siguientes sistemas y representar gráficamente el conjunto solución:

          4x + y = 3   
         

                   x + 3y = -4/5           

a)                                                              b)               

          -3x + 1/2y =  4



         2x + y = -18/5



   2x - 3y = 8                                                         x + 6y = -1

c)  




                 d)

        x + 5y = 4 




           2x + 2y = -7

          2x - y = -1/3

      

           4x - 2y = 7  

e)                                                                f)

          5x +1/3 y = 3



          2x + 4y = -4

                 x – 1/3y = -4                                                   1/3y = 2x - 1       

      g)                                                                h)

                1/2x + y = 7                                                     1/2y = 5x + 3                                                                          

               1/3x + y = 5                                                       x/3 – 2 = - y/4               

       i )                                                               j)     

                x – 3y = 9                                                         6x – 4y = 2  

4) Plantear y resolver los siguientes problemas:

a) Hallar los números que verifican que su diferencia es 2 y que el doble del primero menos el segundo es 9.

b) La mitad de un número es igual a la tercera parte de otro. ¿ Cuáles son dichos números si su suma es igual a 10?

c) Dividiendo dos números el uno por el otro, se encuentra un cociente igual a cuatro y un resto de sesenta. Encontrar los números, sabiendo que su diferencia es 495.

d) La suma de dos números es 26. La razón entre el doble del primero y el segundo es 7/3. Averigua cuáles son esos números.

e) Los lados de un triángulo abc están incluidos en las rectas cuyas ecuaciones son:

                         5y – 3x = -2

                         5x – 2y = 16

                           x – 8y = 26

         Encuentre las coordenadas de los vértices.

f) En una boutique, hay 50 remeras distribuidas  en dos estantes. Si se pasaran 5 remeras del estante de abajo al de arriba, la cantidad de remeras del estante  de arriba sería el cuádruplo de la del estante de abajo. Indiquen cuántas remeras hay en cada estante.

g) Calcular  x  e  y según los siguientes datos:                      

Datos  abcd    paralelogramo                              a                             b


ab = 2x - 3y

bc =  7cm + 5y

                                                               c                              d    


cd =  5 cm

    da = 3x                                                                

h) Matías le dijo a Paula: pensé un número de dos cifras; lo único que te voy a decir es que la suma de sus dígitos es 13 y que si invertís las cifras, el número que se forma es 45 unidades mayor que el número que pensé. ¿Qué número pensó Matías?

i) Completen, si es posible, el sistema:             y = 2/3 x + 2

     ........................

           De modo que:

a) Su solución sea  x = 3 , y = 4

b) No tenga solución

c) Tenga infinitas soluciones

d) Su solución sea el origen de coordenadas

e) Su solución sea el punto  (6,6)

j) De un curso de 38 alumnos, aprobaron matemática 22 de ellos. Sabemos

Que resultaron aprobados la mitad de los varones y las 2/3 de las mujeres.

¿Cuántos varones hay en ese curso?

k) La edad de Julieta es la sexta parte de la edad de su prima. Dentro de 6   años, Julieta tendrá la tercera parte de la edad de su prima. ¿ Cuántos años tienen ahora Julieta y su prima?.

1) Resolver los siguientes sistemas no lineales


           y = x + 2

a)

          y = x2  - 6x + 8 

           2x – y = 3

b)

          x 2 + y2  = 4

c)     Encontrar dos números cuya diferencia es 7 , sabiendo que las    diferencias   de sus  cuadrados es 91.

AUTOEVALUACIÓN nº 5
1)   Cada uno de los siguientes ítem tiene cuatro respuestas, de las cuales sólo una es correcta. Marca con una cruz o encierra la correcta, justifica tus respuestas.

1.1) El conjunto solución de 
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      d)Ninguna es correcta

1.2) El conjunto solución de - 3x + 1 ( 7 es:

a) 
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     d) Ninguna es correcta

1.3) El valor de x que verifica la ecuación 
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 es un número real que pertenece al intervalo:

a) 
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    d) Ninguna es correcta

2) Resuelve el sistema de ecuaciones en los siguientes casos. Representa gráficamente. 

a)  
[image: image114.wmf]î

í

ì

-

=

+

=

-

8

y

3

x

2

12

y

x

4

                               b)     
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3) "La suma de dos números es 2 y su diferencia es 1."

a) Plantea un sistema de ecuaciones para resolver el problema enunciado arriba.

b) Encuentra el conjunto solución de dicho sistema, indicando de qué tipo de sistema se trata.

c) Representa gráficamente  

4)  Resuelve los siguientes problemas planteando el sistema de ecuaciones correspondiente:

a) Un fabricante de lámparas ofrece un beneficio de $0,60 por cada pieza que sale de su taller a la venta, pero sufre una pérdida de $0,80 por cada pieza defectuosa que debe retirar. En una jornada de trabajo ha fabricado 2100 lámparas, obteniendo una ganancia de $968,80 ¿Cuántas lámparas buenas y cuántas defectuosas se fabricaron ese día?

b) Una jubilada necesita $600 adicionales por año. Ella tiene $5000 para invertir en bonos tipo B que pagan el 15% anual o en un certificado de depósito que paga un 7% anual ¿Cuánto tiene que invertir en cada instrumento para obtener exactamente lo que necesita de interés anual? 
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