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INTEGRACION POR SUSTITUCION

Las formulas de integracién inmediatas son muy limitadas en cuanto el nimero de
funciones que pueden presentarse en los problemas de aplicacion. Las integrales vistas
hasta el momento son utiles pues permiten integrar una suma de términos, integrando
separadamente cada termino, un producto de una constante por una funcion, extrayendo
la constante del simbolo de integracién y multiplicando la integral de la funcién por dicha
constante, etc. Sin embrago su aplicacion es muy restringida. Estas férmulas pueden

extenderse considerablemente mediante un artificio llamado sustitucion.

Con relacion a esto, consideremos primero el problema de encontrar la integral de la
funcién (x+2)3, este problema podemos resolverlo desarrollando el binomio al cubo para

obtener y luego integrar término por término, sin embargo intentaremos encontrar un

proceso mas agil haciendo algunas consideraciones.

. ., . 3 .
Lo que necesitamos hacer es suponer una funcion cuya derivada sea (x+2) , Si esta

4
- . . u :
funcion fuera u®, sabemos que su integral seria T+C, esto nos sugiere hacer U= X+2

y calcular esta integral como si fuera ud y para obtener como resultado

ﬁ _(x+2)*
4 +C = +C.

. . X+2)%
De esta forma hemos encontrado la integral es la funcion F(x) :Q+C .

4

Con lo cual hemos resuelto el problema, y por consiguiente:

J‘(x+2)2dx:%+c



UNIDAD II La integral como antiderivada

Ejemplo 1. Ahora consideremos que tenemos que realizar la siguiente integral:
4
j(2x3+5x) (6x2 +5)dx (0.1)

Esta integral se puede también resolver desarrollando el binomio a la cuarta potencia y
después realizando el producto con el segundo y por ultimo realizar la integral de cada
uno de los términos. Este proceso es muy largo y tedioso, por lo que es necesario ver la
integral desde otra perspectiva, la cual consiste en buscar una forma alternativa mas
simple, como en el caso anterior sustituir algun(os) término(s) por una nueva variable.

Para encontrar la forma alternativa, Identificamos a U como aquella expresion que esta
encerrada entre paréntesis y elevada a la cuarta potencia por lo que U = 2x3 +5x, pero

debemos verificar el tener todos los elementos necesarios para hacer una sustitucion
completa y adecuada, obteniendo una version simplificada del problema.
Debemos de hacer notar que
1.- Para poder integrar con respecto a U, debemos primero eliminar todas las x's del
integrando. Si no podemos lograr esto, es posible que hayamos seleccionado
erroneamente la expresién seleccionada como U.
Para lograr esto debemos primero determinar U, después determinar su diferencial y por
ultimo el determinar a partir la diferencial de U, la diferencial dx
Es decir haciendo

U =2x3+5x (0.2)
Obteniendo la diferencial de U

du = (6x2 +5)dx (0.3)

Despejando dx de (0.3), obtenemos:

du
dx=——— 0.4
X ox+5 (0.4)
Sustituyendo (0.2) y (0.4) en (0.1) y simplificando
du
u*(6x%+5 —=J‘u4du 0.5
I v ©.5)

4
Por lo que: j(2x3+5x) (6x2+5)dx:ju4du
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UNIDAD II La integral como antiderivada

La sustitucion hace que la integral sea sencilla de realizar, ya que:

iy
utdu = E +C (0.6)

2.- Después de integrar la expresiéon en U, debemos sustituir esta por aquella expresion
que involucra a las Xx's.
Es decir; una vez resuelta la integral restituimos la funcion original que depende de X

reemplazando U, por 2x3+5x con lo que:

3 5
(2x° +5x) N

z C

J(2x3 + 5x)4(6x2 +5)dx =

Ejemplo 2. Determinar la siguiente integral:

j JIOX—12 dx 0.7)

Considerando que 10x—12, es la expresién que estd elevada a la potencia (1/2),
tomaremos como U, a ésta expresion, con lo cual tenemos:

u=10x-12
du =10dx (0.8)
_du
=15
Sustituyendo u y dx de (0.8) en (0.7), obtenemos:
hdu 1 %
u 10°-10 u“du (0.9)

La sustitucion simplifica la integral a una expresion sencilla de integrar:

%
1¢ %, 1u 1
10 u du_lO%+C_Eu

%4c (0.10)

Una vez resuelta la integral restituimos la funcién original que depende de x
reemplazando U, por 10Xx—12 con lo que:

I\ﬂ0x—12 dx=f%aﬂx—2xﬁ5+c (0.11)
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UNIDAD II La integral como antiderivada

Para reconocer cuando utilizar una sustitucion, es conveniente el diferenciar la expresion
dada en lugar de integrarla. Si la diferenciacion de la expresion integrando, requiera el uso
de la regla de la cadena, entonces realizar la integral puede requerir de la sustitucion, por
ejemplo para derivar las siguientes expresiones: X(5X%—4)3 o (X? +2X)exg+3xz+1, es
necesario la aplicacién de la regla de la cadena, por lo que si quisiéramos integrar estas
expresiones tendriamos que utilizar el método de sustitucién.

Cuando utilicemos sustitucion, primero debemos revisar el problema para identificar
correctamente la expresién que consideraremos como U.

El uso de esta técnica demanda cierta experiencia, pero la habilidad se obtiene

resolviendo una buena cantidad de problemas.

Debemos tomar en cuenta las siguientes sugerencias para aplicar el método de
sustitucion:

1. Para elegir la sustituciéon u=g(x), en general conviene elegir la parte interna de
algun termino compuesto, es decir aquella expresion que esté elevada a alguna
potencia, que esté en el interior de una raiz, que divida a otra expresion, que
sea el argumento de alguna funcién trigonométrica,

Calcular du=g’(x)dx, que consiste en la derivada de g(x) multiplicada por dx.
Despejar de du=g’(x)dx, a dx

Reescribir la integral en términos de u.

Encontrar la integral resultante en términos de u

Sustituir u por g(x) para obtener la integral en términos de x

N o g s~ D

Verificar si es posible el resultado por derivacion.

Si al revisar la expresion por integrar podemos intuir que podemos utilizar el método de

sustitucion, ¢ Qué debemos hacer para determinar U ?

Aunque no hay reglas generales o definitivas para determinar a U, algunos

procedimientos comunes son los siguientes:
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UNIDAD II La integral como antiderivada

1.- Si identificamos una expresion lineal elevada a una potencia, podemos tomar como
U a esta expresion lineal, por ejemplo: en la expresiéon/9x—5 , tomaremos U=9X—5

Es decir para realizare la integral,

I\/Qx—5~dx (1.1)
Al tomar en cuenta la sugerencia propuesta obtenemos:
u=9x-5
du =9dx (1.2)
du
Lodx=—
9
Sustituyendo U y dX obtenida en (1.2) en (1.1) obtenemos:
Bdu 1 %
u“=—==lu"du 1.3
Jurg=5] 9
un+1
La integral de esta expresion la obtendremos al aplicar la regla: J.u”du = . +1+C
lJ‘u%du=lﬁ+C=iu%+C (1.4)
9 9 % 27 '

Sustituyendo finalmente a la u por u=9x-5, en (1.4), obtendremos el resultado final de
la integral.

2 % 2 3
J'\/gx—de_ﬁ(Qx—S) +C—ﬁ(\/9x—5) +C (1.5)

PROBLEMAS PROPUESTOS

Utilizando el procedimiento descrito determinar el resultado de las siguientes integrales

1) [ (10x—9)8dx 5 (4 4
‘( ) ) o 3\/3+2X X
2) [(3-3x)3dx - 10dx

- % | ax—g ™

3) . 75— 2xdx 7 -23ﬁ8_x.dx

o 4 -
4) (5—%jdx 8) |+vax+b-dx
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UNIDAD II La integral como antiderivada

2.- Si descubrimos una constante elevada a una expresion lineal en x, consideremos

como U a la expresion lineal. Por ejemplo en la expresion 7% se invita a establecer

u=4x-3
Es decir para determinar la integral:
I74X—3dx (2.1)
Y siguiendo la recomendacion obtenemos:
u=4x-3
du = 4dx (2.2)
" dx:d—u
4
Sustituyendo U y dXxde (2.2) en (2.1) obtenemos:
_ du 1
7 3dx:J'7U-_=_j7Udu 2.3
J P @
u
El resultado final lo obtendremos al aplicar la regla: Ia”du = ﬁa +C
1 17!
—|7"du==——=+C 2.4
4[ 41n7 24)
Remplazando U =4x-3 en (2.4), obtenemos el resultado final.
74x 3d 74X_3 C
“dX=——=+
J 4-In7

PROBLEMAS PROPUESTOS

Utilizando el procedimiento mostrado determinar el resultado de las siguientes integrales

1) [y 5) [ 7e5%+3(x
2) [ 54x+2 ¢y 6) [ 4% ix
4) ..ﬂ_%dx 0 .(%THZdX
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UNIDAD II La integral como antiderivada

3.- Si descubrimos una expresion elevada a una potencia multiplicada por la derivada de
esta expresion (o un multiplo de la derivada), asignemos a U esta expresion. Por ejemplo:
3
o X i ~
en la término ————, que lo podemos reescribir como: x*(3x‘-5)", podemos
(3x*-5)
considerar u=3x"-5.

Es decir para determinar el resultado de integrar:

X
—dx:J.X"' 3x* —5)*dx 3.1
J. (3x* -5)° ( ) 3-1)
Y haciendo uso de la consideracion tomada tendremos:
u=3x*-5
du =12x3dx (3.2)

du
dX =
12x3
Sustituyendo U y dX de (3.2) en (3.1) y simplificando hasta donde sea posible,

obtenemos:
- u~3du 3.3
,[Xg 12)@( 12,[ 53

n+l

La integral de esta expresion la obtendremos aplicando la regla: ju”du _U Jrl+C
-3+1
J- 1 u +C=—%+C (3.4)
12 3+1) 24-u

Reemplazando finalmente a la u por u=3x*-5, en (3.4), obtendremos el resultado final
de la integral.

J.%dx -1 (3.5)
(3x" =5) 24(3x" =5)
PROBLEMAS PROPUESTOS
Utilizando el procedimiento expuesto determinar el resultado de las siguientes integrales

1) .x(4x2—7)3 dx 5) [ —2X=1 4y
. . (x2+x+3)5
2) .L4dx . 6
’ (5x2+8) 6) (x3—x2)(3x4—4x3) dx
3) [5x¥7x2+11dx o 2(x* +x°) )
X J 4% 1 x° —15
K 1-3x2 X . 4(x3—x4)
8) | ——dx
. (5x4—4x5)

Método de sustitucién Elaborado por: Eleazar Gémez Lara 7



UNIDAD II La integral como antiderivada

4.- Si detectamos una constante elevada a una expresion, multiplicada por la derivada de
esta expresion (o un multiplo de su derivada), se sugiere asignar a U esta expresion: Por

. . 3 .
ejemplo: en el termino 4(x? +1)e* **2  se sugiere U= X>+3X+2

Es decir: la integral de la funcion:
J‘4(x2 +1)eX>3x+2gy 4.1)
Sugiere realizar el siguiente cambio de variable:
u=x+3x+2
du = (3x* +3)dx = 3(x* +1)dx (4.2)
_du
3(x* +1)
Sustituyendo U Yy dxde (4.2) en (4.1), obtenemos:

j4(x +1)e* 32y = jw/ﬂj . M . j edu (4.3)

Aplicando la regla de integracion J‘e“du =e"+¢C

Con lo que:
gje“du :%e“ +C (4.4)
Sustituyendo U POr X3 +3x+2 en (4.4), obtenemos el resultado final:
J‘4(X +1)e” S43x+2(y — 3ex 4342 (4.5)

PROBLEMAS PROPUESTOS
Utilizando el procedimiento explicado determinar el resultado de las siguientes integrales

1) [3xedx 5) [6°™cosx-dx
47V [ X

2 | T ¥ Jig=®

3) | x-23¢-4dx 7) 3(1+x)e‘(xz+zx)dx
.'4f 2 2x3+1

4 ~_dx 8) | X«x dx

V)& -
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UNIDAD II La integral como antiderivada

5.- Si observamos una expresion (posiblemente elevada a alguna potencia) en el

denominador y su derivada (o un mdltiplo de la derivada) en el numerador, se sugiere
2

tomar como u a esta expresiéon Por ejemplo en la expresion: , Se sugiere tomar

3

X* —6X
u=x’-6x
Es decir al evaluar la integral;
2 p—
j X342dx (5.1)
X® —6X
Al tomar la expresion sugerida;
u=x3—6x
du :(3x2—6)dx:3(x2—2)dx (5.2)
du
dx =
3(x2-2)

Sustituyendo tanto a u como la diferencial de x en (5.2), y simplificando:

X227  du 1(du
=—|= 5.3
J- u 3M 3." u 53
Podemos integrar esta expresion mediante la regla: ICL—U =lhu+C
Con lo que:
%J’%“:%lnum:ln%m (5.4)

Sustituyendo finalmente a la u por u=x’-6x, en (5.4), obtendremos el resultado final

para esta integral;
2 —_—
I)z;—é(dx =InIx3-6x+C (5.5)

PROBLEMAS PROPUESTOS
Utilizando el procedimiento presentado determinar el resultado de las siguientes integrales

c 32 5 F 2x-1
Y J 3x* —4x3 X ) J 2x* - 2x+5

[ e” | 6) [ S
2) J 24 e2x X J3x3-9

o ]

X 7 | ——

R . 4+x2dx ) J xInx

X _g X 8 [ 5(x—3) Ix
4) | gy U
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UNIDAD II La integral como antiderivada

6.- Si en integrales que contienen funciones trigonomeétricas, podemos identificar que esta
funcién esta multiplicada por la derivada de su argumento (a algin multiplo de esta
derivada), se sugiere tomar como u al argumento de la funcion.

Por ejemplo, en la expresion 3XCOS(X2 +9) se sugiere considerar como el argumento del
coseno, es decir U=X2+9

Es decir en la integral;

I3X cos(x? +9)dx (6.1)
Se sugiere:
u=x>+9
du = 2xdx (6.2)
du
dX =
2X
Sustituyendo tanto a u como la diferencial de x en (6.2), y simplificando:
du 3
3Xcosu-— ==|cosu-du 6.3
[axcosu-— = 6.3)
Integrando esta expresion mediante la regla: ICOSU =senu+C
%J'cosu du :%sen u+C (6.4)

Sustituyendo finalmente a la u por U =x%2+9, en (6.4), obtendremos el resultado final
para esta integral;

J. 3xcos(x? +9)dx=%sen(x2 +9)+C (6.5)

PROBLEMAS PROPUESTOS
Utilizando el procedimiento mostrado determinar el resultado de las siguientes integrales

1) .cos(2—4x)dx 5) .3(x+ x?)sec?(3x? + 2x3)dx
2) .sen(S—%)dx 6) |e¥sec(e* +2)dx
TR & . * cotv/x q
3).xtan§dx ).4& X
4y | (4x+2)cos(x? + x)dx g) [CosUnX)y,
R R X
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UNIDAD II La integral como antiderivada

Cuando los términos en x no se cancelan.

En ocasiones al hacer la sustitucién de u y dx, es posible que no se cancelen todos los
términos que contienen a x, esto posiblemente no sea sefial de que este mal considerada
la sustitucidbn seleccionada, si no de que tengamos que realizar un poco mas de
operaciones antes de poder visualizar la estructura final de la sustitucion, veamos algunos
casos en los cuales esto sucede.

Por ejemplo: Deseamos determinar la integral de la funcion:

J(2x 3)3 (7.1)

Como un primer paso la reescribimos como: j4x(2x—3)’3dx

La cual nos sugiere intentar la siguiente sustitucion:
u=2x-3
du = 2dx (7.2)

_du
dx_7

Realizando la sustitucion y simplificando hasta donde sea posible
I4x-u‘3d7uzf2x-u‘3du (7.3)

Podemos observar que la sustitucion sugerida, no nos permitioc el “eliminar”
completamente las “x’s”, es decir no hay forma como eliminar las “X’s”.

Bajo estas condiciones podemos hacer lo siguiente: Si después de sustituir la u aun
quedan términos con “X’s”, debemos de reconsiderar la expresion para u, en la cual
despejamos la x, y después procedemos a sustituir las “x’s” sobrantes con el despeje
obtenido.

Tenemos que: u=2x-3

_u+3
X==>= (7.4)

Sustituyendo (7.4) en (7.3) tendremos lo siguiente:

[243 +3)u‘3du = [(u+3)-udu = [ (U2 +3u)du (7.5)

Método de sustitucién Elaborado por: Eleazar Gomez Lara 11



UNIDAD II La integral como antiderivada

n+1

El resultado final lo obtendremos al aplicar la regla: Iu”du = rl:+1+C
Por lo que:
_ u?t 3u 1 3
u?+3u du—— =—=—-—+C 7.6
J( ) -1 -2 u 2u? (7.6)

Sustituyendo finalmente a la u por u=2x-3, en (7.6), obtendremos el resultado final de la

integral.
1 3
X=— - +C 7.7
J (2x— 3)3 2x—-3  2(2x-3)? (7.7)
Eiemplo 1. Determinar la siguiente integral:
j 3x/2x—1dx (7.8)
Reescribamos la integral como:
J‘3x\/2x—1dx :j3x(2x—l)%dx (7.9)
La estructura de la funcion por integrar sugiere la siguiente sustitucion:
u=2x-1
du = 2dx (7.10)
2
dx=—
du
Sustituyendo tanto a u como la diferencial de x en (7.9), y simplificando:
jBx\/Zx—ldx:ng-u%du (7.11)

Con lo cual no hemos podido “eliminar’ las “x’s”, lo que nos indica que debemos

reemplazar la “x” por una expresion que contenga u

Se tiene que: u=2x-1
Por lo que:
x:uTJrl (7.12)

Sustituyendo (7.12) en (7.11), y simplificando se obtiene:

Método de sustitucién Elaborado por: Eleazar Gomez Lara 12



UNIDAD II La integral como antiderivada

%J(UTH]u%du =%j(u +1)u%du :%[(u% +u%)du

n+l

Aplicando la regla: Iu”du _ U

n+1+C , obtendremos la integral en funcion de u:

3
4I(U/2+U%)du— {/2 “él +C=2 /2+1u%+c: (7.13)

4% % 2

Reemplazando u=2x+1 en (7.13), obtendremos:

J'3x\/2x—1dx:1—(2x 1)/2 =(2x- 1)}/+C (7.14)

2

Eiemplo 2. Demostrar que: J‘ﬁdx =— (3X + 4)% —8(3x+ 4)% +C

La integral la podemos reescribir como:

3X A
dx =|3x(3x+4) "2dx 7.15
[ g X =]3xGx+4) (7.15)
La que sugiere la sustitucion:
u=3x+4
du = 3dx (7.16)
du
dx=—
3
Sustituyendo: u y dx de (7.16) en (7.15);
j3x-u%%u=jx-u%du (7.17)
Como no se simplificaron las x’s, y como u =3x+4, entonces tendremos que:
u—-4
X=— 7.18
3 (7.18)

Sustituyendo (7.18) en (7.17) obtenemos:

o5t
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UNIDAD II La integral como antiderivada

. un+1
Aplicando nuevamente la regla: Ju”du =07

+C , obtendremos:

Iw% 4u}@du_—ﬁ—- y] :%u%—%u%+c (7.19)

2 7

Reemplazando u=3x+4 en (7.19), obtendremos:

4dx_—(3x+4)% Bax+aiic
J3x+4 3

Ejemplo 3.- Compruebe que:

| Y2x k= (V29 + 2L (29| +%(m)4+c

Reescribamos la integral como:

jx2(2x—9)% dx (7.20)
La estructura nos propone la siguiente sustitucion:
u=2x-9
du = 2dx (7.21)
du
dx=—
2

Sustituyendo (7.21) en (7.20) y simplificando, obtenemos:
ﬁu%%;:%jx?u%dx (7.22)

Podemos observar que en (7.22), no se pudieron simplificar las “x’s”, por lo que debemos

de reconsiderar que: si u=2x-9, tenemos que:

_u+9
X==3~ (7.23)

Reemplazando (7.23) en (7.22), obtenemos:

2
1ru+9) gy~ 1((,2 Bag—L (0% 1007 a1k
Zj( ; }u du—8jﬂj+18u+8gu du—8j u’3+18u’3 +81u’3 |du
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UNIDAD II La integral como antiderivada

n+1
Aplicando la regla de integracion: Iu“du = z-l-l

o % %

1 A u u u
18 873 |du=5| 5-+18—-+81-— |+C (7.24
I[ +18u”3 + ju 81%+ %+ %+ (7.24)

+C, se obtiene:

Sustituyendo: U=2X—9 en (7.24), logramos el resultado final:

I x2\3/2x—9dx=%(\3/2x—9)10 g;(\#zx 9) +%(§/2x—9)4+c

PROBLEMAS PROPUESTOS

Utilizando el proceso descrito determinar el resultado de las siguientes integrales

1y [2x(x—2)5dx 5) [4x VAx+5 dx
2) [3x J2x -1 dx 6) [ %2 Y2x+1 dx
3) .34—)(3dx 7 [3x5 ¥3xz+1 dx
J Ix— J
) y - 33
4) | x> (x3—-2)" dx 8) | 4)(2+3dx

PROBLEMAS PROPUESTOS

Ejercicios: Comprobar las siguientes integrales indicando la sustitucién realizada y la
formula de integracion utilizada.

X 1 * 2 3

1) jmdx:gln\x%]pc 4) | VBx=10dx =1z /(5x-10) +C

sec?V/x * dx 1 _1(2x)
2 dx=2tanVx+C 5 =2=sen +C
55 W e 2" 13

4 1 6) .egxdx Ze% +C

3) J- coSaX dx == In[l+sen4x|+C 1 3

1+sen4dx 4
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UNIDAD II La integral como antiderivada

7 [xefax=1e?ic 13)jseczxtan xdx = 12 +C
J 2 COS” X
8) | —— \/4x +15+C
) J «/4)( +15 14)j8xsen x2dx =—-4cosx?+C
25—3x
9) [25%dx=—%_+C
3In2 1
" 15) j —=cot(9x)+C
10) 3csc4xcot4xdx:—3CSZ4X+C sen2(9x) 9
11) 'sec(7z-x)tan(n-x)dx=lsec(7r-x)+c 16) I COSX__dx=+2senx+C
J T J2senx+1
. 3
12) 23en2(3x)cos(3x)dx:2's’%(3x)+c

PROBLEMAS PROPUESTOS

Utilizando el método de sustitucion, efectle cada una de las siguientes integrales:

a) .\/2x+3dx b) ! dx C) J‘xlex3+1dx
J J3x+4
~ . 4 o
a) [ ax e) |—2—dx f) |2 dx
o 4X+5 o X +16 o X2+1
g) [ —dx hy [—X_dx ) [ ax
J V4x+5 Jx+1 J(x-1)
) Iesxdx K) j xe* dx D & ax
Je ' +3
X X—=5
m n dx 0 I—dx
) jxlogx ) Jl/4x+2 ) (x +5)’

p) I2x3(1+ xz)%dx
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