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Συνισταμένη, κοίλη σφαίρα και μερικές  άλλες εφαρμογές… 

Καλοκαιρινές…. 

Ας ξεκινήσουµε µε ένα γνωστό παράδειγµα. 

Παράδειγµα 1ο:  

Η λεπτή οµογενής ράβδος ΑΒ του διπλανού σχήµατος έχει 

βάρος w=100Ν, µήκος ℓ=4m και ισορροπεί οριζόντια στηρι-

ζόµενη σε τρίποδο, σε απόσταση x=1m από το ένα της άκρο 

Α, ενώ δέχεται την επίδραση µιας κατακόρυφης δύναµης F, 

στο σηµείο Γ, όπου (ΑΓ)=3,5m. Να βρεθεί η δύναµη που ασκείται στη ράβδο από το τρίποδο. 

Απάντηση: 

Στο σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στη ράβδο, όπου Ν η κάθετη αντίδραση από τρίπο-

δο (δύναµη στήριξης) και Τ η αντίστοιχη (στατική) τριβή. 

 

Από την ισορροπία της ράβδου παίρνουµε:  

 

Εξάλλου Στ(ο)=0 → F·(ΟΓ)-w·(ΟΚ)=0 → 
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Οπότε από την (1) παίρνουµε Ν=w-F=60Ν. 

Βλέπουµε δηλαδή ότι δεν ασκείται δύναµη τριβής από το τρί-

ποδο, παρά µόνο µια κατακόρυφη δύναµη Ν=60Ν. 

Με βάση τα παραπάνω θα µπορούσαµε να υποστηρίξουµε ότι: 

                  ΣFx=0 → Τ=0 

∑ = 0F
r

→ 

                        ΣFy=0 → Ν+F-w=0 (1) 
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Η συνισταµένη του βάρους και της δύναµης F, είναι µια κατακόρυφη δύναµη µέτρου F1=w-F= 60Ν µε φορά 

προς τα κάτω, η οποία ασκείται στο σηµείο Γ, οπότε στη ράβδο ασκούνται µόνο δύο δυνάµεις: 

Η F1=60Ν µε φορά προς τα κάτω και η αντίθετή της Ν=60Ν µε φορά προς τα πάνω, οι οποίες ασκούνται στο 

ίδιο σηµείο, συνεπώς η ράβδος ισορροπεί. 

Ή για να το πούµε µε άλλα λόγια: 

Η συνισταµένη δύο παραλλήλων δυνάµεων µε αντίθετη φορά, είναι 

µια δύναµη, της ίδιας διεύθυνσης, µε φορά αυτή της δύναµης µε το 

µεγαλύτερο µέτρο, ενώ το µέτρο της είναι ίσο µε τη διαφορά των µέ-

τρων των δύο δυνάµεων. Το σηµείο εφαρµογής της συνισταµένης, εί-

ναι στην προέκταση του ευθυγράµµου τµήµατος που ενώνει τα ση-

µεία εφαρµογής των δυνάµεων, προς την πλευρά της µεγαλύτερης 

δύναµης. 

 

 

 

Ας προχωρήσουµε τώρα µε έναν  υπολογισµό, στο πνεύµα των τελευταίων εξετάσεων. 

Παράδειγµα 2ο: 

Από µια οµογενή σφαίρα ακτίνας R, έχουµε αφαιρέσει µια σφαιρική περιοχή 

ακτίνας r= ½ R, το κέντρο της οποίας Κ, απέχει d=14cm από το κέντρο Ο της 

σφαίρας. Να βρεθεί το κέντρο µάζας της κοίλης σφαίρας. 

Απάντηση: 

Ας θεωρήσουµε ότι η σφαιρική περιοχή κέντρου Κ, γεµίζεται µε ένα υλικό της 

ίδιας πυκνότητας µε το υλικό της κοίλης σφαίρας. Έτσι θα είχαµε µια πλήρη 

σφαίρα µε κέντρο µάζας, το κέντρο της Ο και βάρος: 

w= Μg=ρgV= gR ρπ ⋅3

3

4
 (1) 

όπου ρ η πυκνότητα του υλικού. 

Αντίστοιχα το βάρος της µικρής σφαίρας, θα ασκείτο στο κέντρο της Κ και θα ήταν: 

w1 = m1g=ρgV1 = gr ρπ ⋅3

3

4
   (2) 

Αν αντί να αφαιρέσουµε το υλικό περιεχόµενο της µικρής σφαίρας, ασκούσαµε 

στο Κ µια κατακόρυφη δύναµη, µε φορά προς τα πάνω, µέτρου F=w1, θα παίρ-

ναµε ουσιαστικά την κοίλη σφαίρα µε βάρος  

w2=w-F 

το σηµείο εφαρµογής του οποίου, (το κέντρο βάρους Σ, και κέντρο µάζας, αφού 

το βαρυτικό πεδίο είναι οµογενές), θα βρίσκεται στην προέκταση της ΟΚ, προς 
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την πλευρά του Ο, όπως στο σχήµα. Στην πραγµατικότητα δηλαδή µπορούµε να θεωρήσουµε ότι το βάρος 

της κοίλης σφαίρας είναι η συνισταµένη του βάρους της συµπαγούς σφαίρας και της αντίθετης του βάρους 

που θα είχε η κοίλη αν πληρούτο από το ίδιο υλικό. 

Αλλά τότε από το θεώρηµα των ροπών (η ροπή της συνισταµένης είναι ίση µε το αλγεβρικό άθροισµα των 

ροπών των συνιστωσών) παίρνουµε: 

Fww )()()( 2 ΣΣΣ += τττ  → 

0=-w·x+F·(x+d) → 
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Αλλά µε διαίρεση των (1) και (2) κατά µέλη παίρνουµε: 
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Σηµείωση: 

Προφανώς θα µπορούσε να υποστηρίξει κάποιος ότι το βάρος w της συµπαγούς σφαίρας, είναι η συνισταµέ-

νη του βάρους w1  της περιοχής της κοίλης και του βάρους w2 της κοίλης σφαίρας και να γράψει: 

21 www
rrr

+= → )( 12 www
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−+=  

Καταλήγοντας στο ίδιο συµπέρασµα… 

Και αν την κοίλη σφαίρα την βυθίσουµε στο νερό; 

Παράδειγµα 3ο: 

Η παραπάνω κοίλη σφαίρα βυθίζεται στην θάλασσα σε ορισµένο βάθος και αφήνοντάς την, παρατηρούµε 

ότι παραµένει στη θέση της (δεν ανεβαίνει, ούτε κατεβαίνει). Να υπολογιστεί η πυκνότητα του υλικού από 

το οποίο είναι κατασκευασµένη, αν η πυκνότητα του νερού είναι ρ=1g/cm3. 

Απάντηση: 

Από τη στιγµή που η σφαίρα δεν µετακινείται κατακόρυφα η συνισταµένη δύναµη που δέχεται είναι µηδενι-

κή, συνεπώς το βάρος της w2 εξουδετερώνεται από την άνωση: 

w2=Α → w-w1=ρgV 

όπου w1=F= 1/8 w 

οπότε  
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∆ηλαδή αν αφεθεί η κοίλη σφαίρα µέσα στο νερό θα ισορροπήσει; 

Παράδειγµα 4ο: 

Η παραπάνω σφαίρα αφήνεται στη θέση που φαίνεται στο (α) σχήµα. Θα ισορροπήσει; 

Αν όχι, ποιο από τα διπλανά σχήµατα δείχνει την τελική θέση ισορροπίας της; 

 

Απάντηση: 

Οι δυνάµεις που ασκούνται στη σφαίρα είναι το βάρος της, στο κέντρο µάζας της Σ και η άνωση, στο κέ-

ντρο ανώσεως, το οποίο είναι το κέντρο βάρους του εκτοπιζόµενου υγρού,  συνεπώς το κέντρο Ο της σφαί-

ρας, όπως στο σχήµα: 

Έτσι στην αρχική θέση µόλις αφεθεί η σφαίρα θα δεχτεί τις δυνάµεις, όπως στο δι-

πλανό σχήµα.  

Οι δυο αυτές δυνάµεις αποτελούν ζεύγος, το οποίο έχει ροπή µέτρου τ=w2·x, η ο-

ποία θα του προκαλέσει γωνιακή επιτάχυνση τείνοντας να το στρέψει αντίθετα από 

τη φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού. 

Έτσι ενώ το κέντρο µάζας Σ θα παραµείνει ακίνητο, η σφαίρα θα εκτελέσει µια φθί-

νουσα στροφική ταλάντωση (εξαιτίας της αντίστασης του νερού) και θα ισορροπήσει όπως στο σχήµα (δ). 

Ερώτηση: 

Ποιο είναι το κέντρο ανώσεως και πώς βρίσκεται; 

Απάντηση: 

Αρχικά να πούµε τι είναι η άνωση. 

Είναι µια δύναµη που ασκείται από το υγρό, σε ένα σώµα που είναι 

βυθισµένο, µε κατεύθυνση προς τα πάνω και ίσο κατά µέτρο µε το 

βάρος του εκτοπιζόµενου υγρού. Στην πραγµατικότητα είναι η συνι-

σταµένη των δυνάµεων που ασκείται από το υγρό στο σώµα. Ας το 

αποδείξουµε, όχι στην περίπτωση της παραπάνω σφαίρας, για να 

αποφύγουµε τις δύσκολες µαθηµατικές πράξεις, αλλά στην περίπτωση του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου 

του σχήµατος. 
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Στην πάνω επιφάνεια ασκείται κατακόρυφη δύναµη. Με φορά προς τα κάτω µέτρου F1=p1·S= (pο+ρgy1)· S, 

όπου pο η πίεση στην επιφάνεια του υγρού (στην περίπτωσή µας η ατµοσφαιρική πίεση). 

Στην κάτω επιφάνεια η αντίστοιχη δύναµη έχει φορά προς τα πάνω και µέτρο F2= p2· S = (pο+ρgy2)· S. 

Εξάλλου σε κάθε στοιχειώδη επιφάνεια dΑ στην δεξιά πλευρά dF=p·dΑ=(pο+ρgy)·dΑ. Η δύναµη όµως αυτή 

εξουδετερώνεται από µια αντίθετη δύναµη, στην ακριβώς απέναντι στοιχειώδη επιφάνεια. 

Έτσι η συνολική δύναµη είναι κατακόρυφη µε φορά προς τα πάνω µέτρου: 

ΣF=F2-F1=(pο+ρgy2)· S-(pο+ρgy1)· S=ρg·S·(y2-y1)=ρg·S·h 

Όπου ρ η πυκνότητα του υγρού και h το ύψος του παραλληλεπίδου. Αλλά S·h=V ο όγκος του στερεού, συ-

νεπώς και ο όγκος του εκτοπιζόµενου υγρού, οπότε: 

ΣF=ρgV=mg 

Το βάρος του υγρού που εκτοπίζεται. Η δύναµη αυτή ονοµάζεται άνωση. 

 Ας πάρουµε τώρα τον ίδιο όγκο υγρού. Οι δυνάµεις που δέχεται είναι το βάρος 

και η άνωση. Αλλά αφού ισορροπεί  και το βάρος ασκείται στο κέντρο µάζας Κ 

της ποσότητας αυτής και η άνωση θα ασκείται στο σηµείο Κ, το κέντρο άνω-

σης. 

 

Ερώτηση: 

Ένα σώµα σχήµατος παραλληλεπιπέδου, επιπλέει στην επιφάνεια υγρού, όπως στο σχήµα. Να σχεδιαστεί η 

άνωση που ασκείται πάνω του και να βρεθεί το κέντρο άνωσης. 

 

Απάντηση: 

Οι δυνάµεις που ασκεί το υγρό στο σώµα, φαίνονται  στο σχήµα, όπου οι οριζόντιες δυνάµεις που ασκούνται 

στο στερεό αλληλοεξουδετερώνονται. Οπότε τελικά η άνωση, δεν είναι τίποτα άλλο από τη συνισταµένη 

των κατακορύφων δυνάµεων που δέχεται η βάση Α=ρgV1, όπου V1 ο όγκος του στερεού, που έχει βυθιστεί. 

 



Υλικό Φυσικής-Χηµείας Μηχανική στερεού. 

www.ylikonet.gr 
 

6

Ποιο είναι το κέντρο άνωσης; Μόνο µε αυτές τις πληροφορίες, δεν µπορούµε να απαντήσουµε. Η άνωση 

έχει γνωστό φορέα, την ευθεία ε1, η οποία περνά από το κέντρο της βάσης, αλλά όχι ένα «γνωστό» σηµείο 

εφαρµογής. Αν όµως αντικαταστήσουµε το µέρος του στερεού που είναι βυθισµένο, µε ίσο όγκο νερού, 

προφανώς η ποσότητα αυτή του νερού  ισορροπεί και µάλιστα η ισορροπία του είναι αδιάφορη, οπότε το 

κέντρο άνωσης C, θα ταυτίζεται µε το κέντρο βάρους του νερού. 

Από τη στιγµή τώρα, που κάθε σώµα που βυθίζεται σε υγρό, δέχεται δύναµη κατακόρυφη µε φορά προς τα 

πάνω, θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε ότι και κάθε στοιχειώδης µάζα του σώµατος, δέχεται αντίστοιχη δύ-

ναµη. Αλλά στην περίπτωση αυτή, κάθε στοιχειώδης µάζα dm ενός σώµατος δέχεται από το βαρυτικό πεδίο 

της Γης στοιχειώδες βάρος dw, αλλά όταν βυθίζεται  στο υγρό, θα δέχεται επιπλέον και µια στοιχειώδη ά-

νωση dΑ, την οποία µπορούµε να αποδώσουµε σε ένα αντίστοιχο οµογενές βαρυτικό πεδίο έντασης 1g
r

, 

όπως στο σχήµα. 

 

Έτσι αφού  dw=dm·g, αντίστοιχα θα έχουµε dΑ=dm·g1. 

Όµως dm=ρ1·dV, οπότε dΑ=ρ1·g1·dV , ενώ και dΑ=ρ·g·dV, οπότε εξισώνοντας τα  δεύτερα µέλη βρίσκουµε: 

ρ1·g1·dV = ρ·g·dV → 

gg
1

1 ρ
ρ

=  

Όπου ρ η πυκνότητα του υγρού και ρ1 η πυκνότητα του υλικού από το οποίο αποτελείται η στοιχειώδης µάζα 

dm. 

 

Ας δούµε τώρα αν µια ισορροπία είναι ευσταθής ή όχι. 

Παράδειγµα 5ο: 

Στην επιφάνεια ενός υγρού ισορροπεί µια ανοµοιογενής σφαίρα κέντρου µάζας C, µισοβυθυσµένη και έστω 

Κ, το κέντρο άνωσης. Η παραπάνω ισορροπία είναι ευσταθής, ασταθής ή αδιάφορη; 
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Απάντηση: 

Και στις τρεις παραπάνω περιπτώσεις η σφαίρα ισορροπεί. Για να χαρακτηρίσουµε την ισορροπία, ας υπο-

θέσουµε ότι οι τρεις σφαίρες, εκτρέπονται λίγο προς τα δεξιά. Η περιστροφή έγινε ως προς άξονα κάθετο 

στο επίπεδο της σελίδας, που περνά από το κέντρο µάζας C και προφανώς προκλήθηκε από κάποια ροπή. 

Στο παρακάτω σχήµα δείχνει την κατάσταση, κατά την οποία οι σφαίρες έχουν στραφεί κατά µια µικρή γω-

νία. 

 

Στα δυο πρώτα σχήµατα, η ροπή της άνωσης (ως προς οριζόντιο άξονα κάθετο στο επίπεδο της σελίδας που 

περνά από το κέντρο µάζας C), τείνει να στρέψει τη σφαίρα µε φορά αντίθετη της φοράς περιστροφής των 

δεικτών του ρολογιού, µε αποτέλεσµα η σφαίρα να έρθει στην αρχική του θέση ισορροπίας. Συνεπώς οι δυο 

ισορροπίες είναι ευσταθείς. 

Αντίθετα στο 3ο σχήµα η ροπή της άνωσης θα προκαλέσει γωνιακή επιτάχυνση και θα αυξήσει τη γωνιακή 

εκτροπή, ανατρέποντας τη σφαίρα, ώστε να αποκατασταθεί η κατάσταση που φαίνεται στο (α) από τα αρχι-

κά σχήµατα. 

Ερώτηση:  

∆ηλαδή όταν το κέντρο βάρους C, είναι ψηλότερα του κέντρου άνωσης, η ισορροπία είναι ασταθής; 

Απάντηση: 

Όχι η πρόταση είναι λανθασµένη. 

Ας δούµε τα παρακάτω σχήµατα, όπου οι σφαίρες έχουν εκτραπεί κατά µια µικρή γωνία. 
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Στο πρώτο σχήµα, ο φορέας της άνωσης τέµνει την διάµετρο που περνά από το κέντρο µάζας C, στο κέντρο 

Ο, το οποίο είναι πάνω από το κέντρο µάζας. Στην περίπτωση αυτή η ασκούµενη ροπή της άνωσης ως προς 

το κέντρο µάζας C, θα προκαλέσει γωνιακή επιτάχυνση, όπως στο σχήµα, επαναφέροντας τη σφαίρα στην 

αρχική θέση ισορροπίας της. 

Στο δεύτερο σχήµα, το κέντρο Ο, είναι χαµηλότερα του κέντρου µάζας C, µε αποτέλεσµα η αντίστοιχη ροπή 

να τείνει να περιστρέψει δεξιόστροφα τη σφαίρα, όπως στο σχήµα, µε αποτέλεσµα η σφαίρα να ανατρέπεται. 

Γενικότερα: 

 

Το σηµείο Μ, στο οποίο η άνωση τέµνει τον άξονα του πλοίου που περνάει από το κέντρο βάρους (κέντρο 

µάζας C), ονοµάζεται  µετάκεντρο και η πλεύση των πλοίων εξασφαλίζεται αφού το µετάκεντρο Μ είναι 

πάνω από το κέντρο βάρους C. Έτσι στο πρώτο σχήµα η ισορροπία είναι ευσταθής, ενώ στο δεύτερο το 

πλοίο θα ανατραπεί. 

Η ισορροπία βέβαια εξασφαλίζεται ευκολότερα, όσο χαµηλότερα βρίσκεται το κέντρο βάρους.  

Βλέπουµε δηλαδή γιατί στα πλοία χρειάζεται έρµα, πράγµα όµως που δυστυχώς δεν διαθέτουν αρκετοί συ-

νάνθρωποι!!!  

To ύψος CM του µετάκεντρου από το κέντρο µάζας, στα ποντοπόρα πλοία είναι από 20 έως 60 cm, µε απο-

τέλεσµα να παρουσιάζουν αργή και σταθερή ταλάντωση. 

 

dmargaris@sch.gr 

 


