Matematika Dasar

INTEGRAL PERMUKAAN

Misa S suatu permukaan yang dinyatakan dengan persamaan z = f( X,y ) dan D
merupakan proyeks S pada bidang XQY. Bila diberikan lgpangan vektor F( x,y,z ) = f(
xy.z)i+9(xyz)j+h(xyz) k danvektor n merupakan vektor norma dari S. Maka
integral dari lapangan vektor F atas permukaan S dinyatakan dengan :

®F- ndA=®F- n dA

S D
Untuk S permukaan tertutup, dinotaskan dengan : @ F - n dA . Bentuk integra tersebut

S
disebut | ntegral Permukaan.

Vektor poss ( poss suau titik, misa ( X,y,z ) yang terletak pada permukaan S
yang dinyatakan sebagal besaran vektor ) dari S, dinyatakan dengan :

r(xy)=xi+yj+tzk=xi+yj+ f(xy)k
Norma n dari permukaan S diberikan,

S i j k
n:ﬂ,‘ﬂ_y:1 0 fy|=-fxi- fyj+k
01 fy

yang mempunya aah ke atas, sedangkan norma yang mempunya aah ke bawah
diberikan,

[ T ¢
qqr _ 9qr . .
n=—"—=|0 1 f,|=fi+f,j-Kk
X y X y
Ty 9 101,

Oleh karena itu, integra permukaan dengan vektor norma n mempunya arah ke atas
dapat dituliskan :

@F - ndA = @(f (x,y.2)i + g(xy,2)j +h(x,y,2)k)- ( fi- fy] +k) dA
S D
=@‘)(- f f, - gfy+h) dA
D
Bentuk dA = dx dy atau dA = dy dx.

Contoh 8
Hitung @F- ndA bila F( xy,z) =18z i- 12 j + 3y k dan S merupakan bagian dari
S

bidang 2x + 3y + 6z = 12 yang terletak di oktan pertama.

Jawab :
Dari 2x + 3y + 6z = 12 didapatkan z = f ( x,y ) = 2 - /3 x - ¥y dan vektor poss dari
sembarang titik pada permukaan S, r (Xy ) =X i+yj+zk =xi+yj+(2-1U3x-%

y ) k. Normd bidang, nzm’ hlis —li +%j +Kk.

x Ty 3
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12- 2xij
Proyeks dai S pada bidang XOY, D= i(xy)‘0£x£6 0Ly E Xg atau
|
12- i
D=1(xy)0£ExE 3y,0£y£4§
|
Jedi
®F - ndA=90 0 ?18 ag_g_( 12%-——+3y—dydx
S 0 0
6 (12-2X)3 1 1 dee 1o e 16
= ¢ 185-—-—— =2 D432
(()) Oo ¢ & > V5% 3 (- & 55 3y dy dx
6 (12- 2%)3
=0 0(6-2x)dydx=24
0 0

Seringkdi dijumpa bentuk permukaan S bermuka dua ( mempunya dua muka /
99), secara figs kita dgpat menghitung besarnya garis gaya ( fluks ) dari gaya / lgpangan
vektor F(xyz)=f(xyz)i+g(xyz)]j+h(xyz)k yarg menembus permukaan S
menggunakan integra permukaan.

Misd S merupakan permukaan yang mempunya dua S9 yang dinyatakan dengan
z="f (xy ). Maka besar garis gaya ( fluks ) dari gaya F(x,y,z) =f(xy,z) i + g( Xy.Z2) j
+ h(xy,z) k menembus permukaan S dinyatakan oleh :

fluks F=F - ndA =@(- f fx- gfy+h)da

S D

Contoh 9

Hitung besar garis gaya ( fluks) dari F ( x,)y,z) = -y i +x | yahg menembus permukaan S
yang merupakan bagian dari bidang z = 8x - 4y - 5 yang terletak di atas segitiga dengan
titik sudut (0,0,0), (0,1,0) dan( 1,0,0).

Jawab:
Proyeksi Spadabidang XOY, D ={(xy)0£ x£1,0£ y£- x+1 .

1-x+
fluks F=@®F-ndA=d(- ff,-gf,+gJda=0 o(L- (- y)©®)- x(- 4)) dydx =2
S D 0 O

Satu  cara dikenakan untuk menentukan besar garis gaya ( fluks ) dari gaya F

yang menembus permukaan S. Bila permukaan S bermuka dua yang tertutup dan
menutupi volume V' maka besar fluks dari F dicari menggunakan teorema divergend.

Teorema Divergens

Misd S merupakan permukaan padat yang menutupi volume V. Méaka integrd
permukaan dari lgpangan vektor F( x,y,z ) =f(xy,z) i +g(xy,z) j +h(xyz) k atas
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permukaan S atau besarnya fluks dari F yang menembus permukaan S dapat disdesaikan
menggunakan integra rangkap tiga, yaitu :

F - n dA = apdiv F dVv

S S
Vektor norma n diambil yang mengarah kduar. Teorema di aas lebih dikend dengan
Teorema Divergensi Gauss ( Teorema Gauss).

Contoh 9
Hitung @F- n dA bila
S
a F(xyz)=(2-2i+xXyj-xZ k dan'Smerupakan daerah yang dibatas oleh x =
0, x=1,y=0,y=1,z=0danz=1

Jawab :

divF = f,+gy+h =242 25z, S={(xy.)0ex£10£y£10£2£ 1)
111 11

@F - ndA=a@dvF dv=000(2+x%- 2x] dxdydz=">

S S 000 6

Contoh 10

Hitung besar fluks dari gaya F( xy,z) =4x i - 2 y*j + Z k yang menembus permukaan
Syang dibatas oleh 3* +y*=4,z=0danz=3.

Jawab :
divF=fy+gy+h,=4- 4y+2z,

S:{(x,y,z)|- 2EXE2, - 4- X2 £ yEN4- X2 OF z£3]

3 2 4- X2
@WF ndA=@pdvF dv=00 o (4-4y+47dydxdz

s S 0-2_ 4 2

324 x?
=400 O (4-4y+42)dydxdz=120p- 128
00 O

Teorema Stokes

Misd S permukaan terbuka bermuka dua dinyatakan oleh z = f(x,y) yang dibatas
oleh lengkungan / lintasan tutup sederhana C. Maka integrd dari F( x)y,z) =f(xy,z) i +
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g xy.z)j + h(xyz) k aas lengkungan / lintassn C daam arah positif® dapat
dinyatakan sebagal integra permukaan dari curl F atas S berikut.

OF-d =@curl F- ndA

C S
Norma n ditentukan dari normdisas gradien dari permukaan S yang dinyatakan secara
o . Nf(x,y,z)
impligt, f(x\y,z) =0, yatu n :m.

Contoh 11
Diketahui lapangan vektor F( xy,z ) =3y i-xzj+yZ k dan S pemukaan
paraboloida 2 z = ¥ + Yy dibatas oleh z = 2 dengan lintasan C merupakan kelilingnya
Gunakan teorema Stokes untuk menghtiung @curl F - n dA

S
Jawab :
Lintasan C,>X° +y> =4 ,z=2aaux=2cost,y =2sint,z=2dengan O£ t £ 2p.

2
@ecurl F- n dA = F- dr = 6(3ydx- xzdy + yz> dz) = 33(Zsint)(- 2sint) - (Zcost)(z))dt
s C C 0

=-12p

Soal Latihan

(Nomor 1sd3) Sdesakanintegrd @F- n dA bila

S
1. F(xy,z)= i+ j+xyz kdanpermukaan S dinyatakan oleh daerah yang dibatas
z=xy,0£Ex£ydan OEy£1
2. F(xyz)= coshx i+dnhy k dan pemukaan S dinyatakan oleh daerah yang
dibatas z=x+y’, 0£y£xdan OE£XE 1.
3 F(xyz)= xi-2xX j+yz k dan permukaan S dinyaiakan oleh daerah yang
dibatas z=x+y,0£x£ydan O£y £ 1.

(Nomor 4 sd 6) Hitung besar fluks dari gaya F yang menembus permukaan S bila

4. F( xy,z) = (9-x*) j dan permukaan S merupakan bagian bidang 2x + 3y + 6z = 6
yang terletak di oktan pertama.

5. F(xy,z)=yi-Xxj+2 k danpermukaan S ditentukan oleh z = +/1- y2 L0EXED

$ Lintasan C mempunyai arah positif bila seseorang berjalan menyusuri lintasan tersebut maka permukaan
Sselalu terletak di sebelah kirinya.
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)1/2 yarg

6. F(xy.z)= 2i+5 j+3 k den permukeen S adeleh begian dari 2= x? + y?
terletak di dalam tabung X2 + y? = 1.

(Nomor 7 sd 10 ) Gunakan teorema divergens gauss untuk menghitung @F- n dA bila
S

7. F(xy.z)= zi+x j+y k dan permukaen Sditentukan oleh O£ z £+/9- x? - y?

8. F(xy,z)= xi+2y j+3zk dan permukaan SberupakubusO £X £1,0£Ey£1,0£
zE1

9. F(xy,z)= 3xi- 2y j+4zk dan permukaan Sdinyatakan oleh ¢ + y* + Z £ 9

10. F( xy,z ) = xyz k dan permukaan S merupakan tetrahedron yang dibatas oleh bidang
x=0,y=0,z=0danx+y+z=1

(Nomor 11 sd 13 ) Gunakan teorema Stokes untuk menghitung @curl F - n dA
S

11. F(xy,z) = xy i +yz j+xz k dan S merupakan segitiga dengan titik sudut ( 0,0,0 ),
(1,00) dan (0,2,1)

12.F(xy,z) = yz i + 3z j + Z k dan S merupakan bagian bola X + y* + Z = 16 yang
terletak di bawah bidang z = 2.

13.F(xyz)= (z-y) i+(z+x)j-(x+y)k dan S merupakan bagian paraboloida
z=1- X - y? yang terletek di atas bidang XOY.
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