Matematika Dasar

INTEGRAL GARIS
Misa kurva C dai titk A sampa titk B di A% ditentukan olen persamaan
parameter X = X(s), Yy = y(S) dan z = z(s) dengan s merupakan panjang busur dari C yang
diukur dari sebuah titik ( x,z ) pada C. Maka didapatken (ds)2 = (dx)2 +(dy)? + (dz)2.
Bilar =x i + 'y j+z k merupakan vektor poss dari titik ( X,y,z ) maka % merupakan
vektor satuan’ yang menyinggung kurva C. Hal ini ditunjukkan berikut :

or| . dy. dz | _ ()2 + ()% + ()2
ds e B (ds)? -

1

@ dsJ ds

Bila gaya yang bekerja di tittk ( x)y,z ) dinyatakan dengan medan vektor ,
F(xyz)=f(xyz)i+g(xyz)]j+h(xyz) k dengan medan skdar f , g dan h
kontinu, maka besanya kerja atau usaha, W yang dilakukan oleh F untuk
menggerakkan partikel dari titik A ketitik B sepanjang kurva C dicari sebagai berikut.

Misd %:T. Maka besar usaha, DW yang dilakukan oleh F untuk

menggerakkan partikel dari titik P ( x,y,z ) sgauh Ds sepanjang kurva C addah :

DW=F-T Ds
Oleh karena itu, usaha yang dilakukan oleh F untuk menggerakkan partike dari titik A
sampai titik B sepanjang kurva C diberikan :

W=QFTds= (‘)F-% ds= QF- dr
7t C c ® ¢
Bentuk integral di atas
dinamakan integral garis dari medan
vektor F atas kurva C.

X

F Dai r = xi +yj+ zKk

didapatkan dr = dx i + dy j + dz k .

f B Maka besar usaha, W yang dilakukan
A o "Y oleh gaya F sepanjang C adalah :

W= QF-dr = (‘)(f(x,y,z) dx+g(x,y,2 dy+h(x,y,2 dz)
C C

Bila kurva C yang dinyatakan dengan persamaan parameter (t), X =x (1), y =y
(t)danz=2z(t) denganaf t £ b makabesar usaha:

# vektor satuan adalah vektor yang mempunyai norm atau panjang satu
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W = o (f (x y,2)dx+ g(x v, dy +h(x,y,2) dz)
C
b
=gt (x(), (), z(t)) g(x(t),y(t),z(t)) + h(x(V). y(0).2(0) )ﬁdt
a

Untuk medan vektor di Az, F(xy)=f(xy)i+g(xy)]j,makabesar usaha
yang dilakukan gaya F ( Xy ) sgpanjang kurva C yang dinyatakan oleh persamaan :
X =X(t) dany =y(t) dengan a£ t £ bdituliskan:

W = C(‘:if(x,y)dx+ g(x,y)dy)

b
=05t (x(0), y(t)) + gx(0) y(t))aadt
a

Bila kurva C dinyatakan ddam bentuk y = v(x) dengan a £ x £ b maka x dapat
dipandang sebaga parameter, menggantikan parameter t. Sehinggga kurva C diberikan
dengan persamaan :

X=X,y=v(x);aEX£EDb

Besar usaha, W yang dilakukan oleh gaya F sepanjang kurva C addah :

(o

W = (‘)(f (x,v(x)) + g(x,v(x))v'(x)) dx
a

Contoh 2
Tentukan besarnya usaha yang dilakukan medan vektor (gaya) , F(xy)=(x+2y)i+
( X -y ) J untuk memindahkan partikd sepanjang kurva / lintasan C yang diberikan

dengan persamaan : X =2 cost, y =4 snt dengan O£t£%.

Jawab :
W= QF-dr = (‘)[(x+2y)dx+(x- y)dy]
C C

%

= @[(2cost+85int)(-2)sint +(2 cost - 4sint)4cost]dt =1-p
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Contoh 3
Hitung integrd garis : c‘)(yzdx- xzdy+xydz) bila C merupakan kurva yang dinyatakan
C

dengan persamaan : x:et,y:e3tdanz:e't ;O0EtE£ 1.
Jawab :

1
(‘)(yzdx- xzdy+xydz) =0-3et dt =1- 3
C 0

Contoh 4
Tentukan besar usaha yang dilekukan oleh gaya F(xy )=y i + x2 j untuk memindahkan
partikel sepanjang kurvay = x2 dari titik (-2,4) ketitik (2,4).

Jawab :

N
[ERN
(e}

s 2 P 3 ——
W—Cc:(ydx+x d)—g(x +2x)dx—

Teorema Green

Suatu kurva C dari titik A ( »,y1 ) sampa titik B ( »,y2 ) dinyatakan dengan
pesamaan x = X(t) dan 'y = \(t) ; a £t £ b dikatakan kurva tutup bila ujung-ujungnya
sing berimpit, yatu A = B aau  x1(@) = xp(b) dan y1(8) = yo(b). Kurva tutup C
dikatakan kurva tutup sederhana bila kurva tidek berpotongan kecudi pada ujung-
Ljungnya

Misd diberikan medan vektor di AZ, F(xy)=f(xy)i+g(xy) jdengan
medan skaar f ( Xy ) dan g ( xy ) kontinu dan mempunya turunan parda pertama
kontinu pada R ( Dagrah R merupakan daerah yang dibatas aau dilingkupi oleh kurva
tutup sederhana C ). Maka integral garis dari medan vektor F atas kurva tutup sederhana
C dengan arah postif ( aah pogtif dari lintasan tutup sederhana dapat diketahui bila
kita berjdan mengikuti larah lintasan terssbut daerah R sddu terletak di sebeah kiri kita
) dapat disdesaikan menggunakan integra rangkap dua berikut

\ ~&g IO
O(f (X,y) dx+g(x,y) dy) = WCq " w5 dA
c R * Tyve

Bentuk di atas dinamakan T eorema Green ( di Bidang).
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Contoh 5

Hitung integrd gais xy2 dx - x2y dy|, kurva C merupakan segmen garis dari titik
C
(0,0) ke (2,0) dan berakhir di (2,3).

Jawab :

¢ Y C=GUGUG

dengan:
C, C1 segmen garisdari (0,0) ke (2,0)

Co segmen garisdari (2,0) ke (2,3)
R C3 segmen garisdari (2,3) ke (0,0)

Oleh kaena itu, Bilamana integrd gais
=C X > disdesskan  secara  langsung  didapatkan
L perhitungan berikut :

Cs

o[ xy? dx- x%y dy) = (‘)(xy2 dx- X%y dy) + 0(xy2 dx- X%y dy)+ (‘)(xy2 dx- X%y dy

C G Co Cs
Sedangkan bila digunakan teorema Green maka didapatkan :
2~ ¥ . 2 1o
f(xy) = ® —=2 ; XY) =Xy ® —=-2
(xy) =xy 5 -2 g(x,y) = x7y w2

N .

R:i(x,y)| 0£x£2,0£y£:—;x§

2 3x/2
(‘)(xy2 dx - xzydy) =- 4xydA=0 O- 4xydydx=-18
C R 00

Dari bentuk teorema green di bidang, misad f (xy ) = -ydang ( xy ) = x. Maka:
0
(- ydx+xdy) = Cg‘)gﬂ—(x) . 1(- y): dA=2¢) dA. Hal ini depat dismpulkan behwa
C rEW Ty e R
luas daerah yang dilingkupi lintasan tutup sederhana C yaitu daerah R mempunyai luas

1
Luas R:—é(- ydx+xdy)
2C

Contoh 6
Hitung luas Ellips yang dinyatekan dengan : x =acost,y =bdnt

Jawab :
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2p
Luas= %0( y dx + X dy) = (‘)[(a cos t)(b cos t)- (bsin t)( asin t)] dt =pab
C 0

N |-

K ebebasan Lintasan

Secara umum, integral garis dari medan vektor F sangat bergantung dari bentuk
kurva C yang diberikan waaupun ujung-ujung dari kurva sama. Berikut akan dibahas
gyarat perlu dan cukup agar integral garis dari suatu medan vektor F atas kurva C bernila
sama waaupun bentuk kurva berbeda asd ujung-ujungnya tetgp. Hda ini, kita katakan
integral garis bebas kurva/ lintasan / tapak.

Misa D merupakan daerah pada bidang XQOY dan F(xy ) =f(xy) i +g( Xy ) |
dengan medan skdar f ( X,y ) dan g ( x,y ) kontinu pada D. Makaintegra garis:

o f (xy) dx+g(x,y) dy)

C
bebas lintasan di D bila terdapat fungs P ( x)y ) ( dissbut_fungs potensial ) sehingga
berlaku:

Px.y) _
p1

f (xy) dan W= 9(x.y)

Syarat di atas dapat juga dituliskan bahwaintegral garis bebas lintasan bila berlaku :

T (x.y) _ 9x.y)
¥ T

Dai deferensd totd fungs P ( xy ), dP(x,y) =

TP(X,y) e+ TP(X,y)

T v
didgpatkan : dP( x,y ) =f (xy ) dx + g ( X,y ) dy. Bila kurva C mempunya arah dari titik

(X1, y1) ketitik ( x2, y2 ) maka:

dy. Maka

(Xz,Y2)
Jrouy) dx+gxy)dy)= o (f(xy) dx+g(xy) dy)
C (%.1)
(Xz,yz)
= o dP(xy)
(Xl,Y1)

=P(x2,y2)- P(x¢,v1)

Medan vektor F sehingga integrd garis dai F atas lintasan C bebas lintasan
dinamakan _Konservatif. Untuk medan vektor di AZ , F(xy)=1f(xy) i+ag(xy) ]
T x.y) _Tgkx.y)

N

konservaif bila dan hanya bila . Sedangkan untuk medan vektor di
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A% F(xyz)=f(xyz) i+g(xyz)j+h(xyz) k konsarvaif biladan hanyahila
rot F=cul F=Nx F= 0atau To(x.y.x) _ h(xy.2 : W (x.y.x) _ Thixy.2) dan

T v T T«
o0y, T (xy.2

X )%

Bila C merupakan kurva tutup dan medan vektor F ( di AZ aau AZ) konservatif

maka e‘)(f(x, y) dx + g(X,y) dy): 0
C
atau

O(f (xy.2) dx+g(x,y.2) dy +h(x,y,2)dz) = 0.

C

Pamasdahan yang dihadgpi disni addah bagamana menentukan fungs
Potensa P bila F konsarvatif. Misd F( xyy ) =f( xy ) i + g( xy ) j konservatif. Maka
untuk menentukan fungs P(x,y ) sehingga berlaku

Pxy) _ Py _ . :
CY f (x,y) dan v g(x,y) dilakukan berikut.
Dari W = f(x,y), misd P(x,y) = Of (x,y) dx = f1(x,y)+k(y). Maka
ﬂp%’y) - Wlf[;’ Y 1 (y) = g(x.y) . Sehingga diperoleh bentuk K (y) berikt :
k(y) = (‘)?g(x,y)- %dy. Dengan cara sama dapat ditentukan fungs potensd, P

dari medan vektor, F konsarvatif di A 3.

Contoh 7
Sdidiki gpakah medan vektor F konservatif. Bilaya, tentukan P ( fungs potensd )
a F(xy)=3yi+3x]

b. Fx,y.2) :(excosy+yz)i +(xz- et siny)j +xyk

Jawab :
a f(xy)=3y dang(xy)=3x

Karena E = % = 3 maka F konservatif.

v
Misd P (x,y ) fungs potensd. Maka :
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P(x, y) = of (x,y) dx = 33y dx = 3xy + C(y)
TP(x,y)
v
Jadi P(x,y) =3xy+C

=g(x,y) P 3x+C'(y) =3xb C(y)=C

b . b
b. f(xy,2 =eXcosy+yzb — =-eXsiny+zdan— =
(XY,2) y+yz W y © y

[ [

X,y,2) =xz- e¥siny b —= =z- e*sinydan— = x

a(xy,2 y W y @
Th Th

h(x,y,2) = Pp —=ydanh— =x

(X,Y,2) = xy x y W

Jadi F konsarvatif. Misd P ( x,y,z) fungs potensd. Maka
P(x,y,2) = (‘{excosy+yz) dx=eX siny +xyz+C(y, 2)

=g(x,y,2) P - exsiny+xz+%:- esiny+xzb C(y,2) = L(2)

=h(x,y,z) b xy+L'(z2)=xyb L(z)=C

=3 2[3

Jadi P(x,y,z) = €Xsiny+xyz+C

Soal latihan

( Nomor 1 sd 3 ) Hitung integrd (‘)(xz- y)dx+(y2- x)dy
C

menghubungkan titik (0,1) ketitik ( 1,2 ) berbentuk :

dengan lintasan C

1. Gaislurus.
2. Garislurusdari (0,1) ke(1,1) kemudiandari (1,1) ke(1,2).

3. Parabolax:tdany=t2+1.

( Nomor 4 sd 6 ) Diketahti F(x,y,z) = (3><2 - 6yz)i +(2y+ 3¢)] +(1- 4xy22) k . Hitung

OF - dr dari titik (0,0,0) sampai titik ( 1,1,1) melaui lintasan C

C

4, x:t,y:t2,2=t3.

5. Gaislurus.

6. Garis lurus dari ( 0,0,0 ) sampa ( 0,0,1 ) kemudian menuju ( 0,1,1 ) seterusnya menuju
(1,1,1).
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( Nomor 7 sd 8 ) Hitung integra @[(ny x2) dx+(x+y2) dy] Lintasan C berupa
C
lengkung tertutup merupakan batas dari deerah yang dibatasi olehy = x > dany * = x.

7. Perhitungan langsung.
8. Gunakan teorema Green.

( Nomor 9 =d 14 ) Hitung integrd garis berikut :

9. ¢f3xy dx+ 2xy dy); C merupakan segiempet dibatasi olehy =1,y =2,x = -2, x = 4
C

10. ﬁ(xz- yz)dx+xdy ;Co x2+y2=9

11. e‘)(x cosy dx - y sinx dy) : C kubus dengan titik sudut (0,0), (0, ¥2p ), (Y2p, Y2
C
p)dan(¥2p,0).

12 e‘)[(xz- y) dx+xdy] coxl+y’=4
c

13. 9 (ex+y2) dx+(ey+x2) dy] :Co© y:xzdany:x
C

14. & (ex- y3) dx+(cosy+x3) dy] :Co x2+y2:1
C

(Nomor 15 sd 19) Hitung integrd berikut dengan mencari potensanyaterlebih dahulu.
Lp/2)
15. O [exsin y dx+ € cosy dy]
(00)
(32
16. O [ery dx + x%eY dy]
00
11y
17. O [(6xy3 + 222) dx + 9x2y2 dy+ (4xz+1) dz]
(0,00
(111
18. (‘)[(yz +1) dx+(xz+1) dy+ (xy + 1) dz]
(01,0
(-10p)
19, f(y+2) dx+(x+2) dy +(x+y) dz]
(0,0,0
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