Matematika Dasar

INTEGRAL RANGKAP DUA

Misd  diberikean daerah di bidang XOY yang berbentuk persegi panjang,
D:{(x,y)| a£x£b,c£y£d}dan fungs dua peubah z = f ( x,y ) > 0. Maka untuk

menghitung volume benda ruang yang dibatas di atas oleh kurva z = f ( xy ) dan di
bawah oleh D dilakukan sebagai berikut.
Bagi dagrah D menjadi  sub

vt persegi panjang yang berukuran Dx; dan
Dy;. Ambil sebuah titik pada sub persegi

d panjang, misad titik potong diagond

( %,Yi ), sehingga kita dapatkan bangun

Dyi ruang yang dbaas di aas oleh

z=1f (xy ) dan d bawvah oeh sub

persegi panjang. Bangun ruang ( patid
c ) tersebut akan mendekati bangun balok

dengan tinggi f ( X,y ). Maka kita
dapatkan volume tigp-tigp partis addah
heslkdi luas das ( DAj = Dxj Dy;j ) dan
tinggi Cf Cxy ) ) yan
Vi =1 ( x,yi ) DAj . Bila tigp-tigp partis kita jumlahkan maka dapat dituliskan dadam

v

a Dx; b X

n n

bentk : aVi=a f(xi ,yi)DA- . Jdumlah volume patis tersebut akan merupakan
i=1 i=1

volume bangun ruang yang dibatas di aas oleh z = f ( X,y ) dan di bawah oleh D hila

diambil sebanyak tak hinggapartis aaun ® ¥ , yakni :

v=lim a f(x.y)DA
Integral rangkap duadari z =1 ( x,y ) atas daerah D didefiniskan sebagai berikut:

n
(‘bf(x,y) dA= lim & f(xi,y,)DA-
D n® ¥ =1

Sfa-dfa dari integra rangkap dua diberikan berikut :
1. (‘]‘)[a f (x,y)+ bg(x, y)] dA=a@mf (x, y) dA+b(‘]‘)g(x, y) dA
D D D

2. BlaD=B E CdanB G C=A£maka ®f (x,y) dA= @ (x,y) dA+@f(x,y) dA
D B C
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Iteras Integral

Untuk menghitung integrad rangkep dua dari z = f ( X,y ) aas daerah berbentuk
persegi panjang D kita lakukan sebagai berikut.
Luas penampang benda yang

3 tegak lurus terhadgp sumbu Y dengan
T 7 c £y £ d, ms Ay) addah
b
z Aly;) = of (x, y) dx.
—— a
— | Volume bangun ruang  merupakan
> g
e Sd jumlah voume : a A(yi) Dy untuk
a Y i=1
n® ¥.
r'g Oleh karena itu, integrd rangkep dua
b dai z = f ( Xy ) aas dagrah D dapat
X Dy disdlesalkan dengan cara berikut :
d d & u
() f(x,y) dA = (‘)A(y) dy = O €Of (x,y) dyﬁdx.
D c c

Dengan menggunakan pendekatan yang sama seperti di atas, integrd rangkap dua
dai z=f (x)y ) aas daerah D dapat diselesaikan dengan cara sebagai berikut :

b éd u
®f(x,y) dA= 0&d (x,y) dxUdy
D a@c H

Metode penydesaian integral rangkap duadi atas dinamakan lterasi Integras.

Contoh 1
Hitungintegrd @ f (X,y) dA bila
D

a f(x,y)=2xy dan D:{(x,y)|o<x<2,1<y<3}

b. f(xy) = x2 dan D daerah tertutup yang dibatas oleh garisx = -1, x =1,y =0,y =
1.

Jawab :
23 2 B8 )
a ®f(xy)dA = 002xy dy dx :(‘)xg(‘ﬂy dy =dx =16
D 01 0 €1 9
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11 15l 2
b. @f(xy)dA= O OX? dx dy = ogox dx_dy——
D 0-1

Integral Rangkap atas Daerah Sembarang

Misd R merupakan daerah sembarang . Maka untuk menghitung integrd rangkap
duadai z =f ( x)y ) aas daerah R dilakukan berikut. Dibentuk daerah persegi panjang D
yang mdingkupi daerah R dan didefiniskan suatu fungs baru, g (X, y ) yaitu:

Nila integra rangkep dua dari g ( x,y ) aas D sama dengan integra rangkap dua
dai f(xy)aasR,dituliskan:

f(x,y) dA = @g(x,y) dA
R D

Hd ini menunjukkan bahwa untuk menghitung integrd rangkap dua aas suatu daerah
sembarang dapat dicari dengan menggunakan pendekatan yang sama seperti menghitung
integral rangkap atas daerah berbentuk persegi panjang.

Adapun daerah sembarang secara umum dapat dibedakan menjadi dua tipe yaitu

1. Tipel, R:{(x,y)IaE XEb,V(X) £YE w(x)}
Integra rangkap duadari z=f (x,y ) aasR dituliskan dengan :

b eN(x) u
Cof(x y)dA 00 f(x y) dyde
R a av(x) u

2 Tiepll, R={(xy)|a(y) £ xE h(y),c£ y £ d}
Integra rangkap duadari z=f ( x,y ) atas R ditluskan dengan :

d eh(Y) u
@f(xy)da= 08 o f(xy) axlay
R c eg(y) a
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v

O a b o] X
X
Tipe |
Tipe Il
Contoh 2
Hitungintegrd @ f (%, y) dA bila
R

a f(x,y)=2xdan R:{(x,y)‘0<x<1,x<y<- x2+]}
b. f(x,y) = 2y dan R merupakan daerah tertutup yang dibatasi oleh x = 2, y = ¥ , sumbu
X.

Jawab :
1-x%+1 1 &x’+1 0 1
a ®F(xy)dA=9 O 2xdydx=q®@x% o dy. dx=-=
R 0 X 0 X a 6

b. Daerah R dapat dituliskan menjadi :
] Rlz{(x,y)‘0£x£2,0£y£x2} atau

i. R ={(xy)|JyEx£20£y£4]

2 X2 Zaz o 32
Untuk Ry, @F (X,y) dA= 0 02y dy dx = 0% 02y dy: dx = —
Ri 00 0&0 ) 5

4 2 4 &2 0 2
Untuk R, @f (x,y) dA= 0 02y dxdy = Ry § odx_ dy =
0.y '

Ro 0 8\/?@

Perubahan Urutan Integras

Seringkdi dijumpai ddam perhitungan integra rangkap dua, kita dihadapkan
kepada bentuk iteras yang diberikan tidek dapat dilakukan secara langsung seperti apa
yang diminta. Sebagal contoh, perhitungan integrd rangkap dua berikut tidek depat
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dilakukan dengan iterad yang diberikan ( dengan mengintegralkan terhadap y kemudian
terhadap x ).

Untuk menydesaiken integrd di aas kita harus merubah urutan integrad. Bila integrd
dituliskan dalam bentuk :

(ﬁ[‘)ey2 dA
R

. x N
maka R = i(x,y)IOE X£ 4,5 £EyE Zg. Daerah R digambarkan berikut :
|

Daerah R dapat juga dinyatakan dengan :
Y R={(xY)|0£y£2,0£x£ 2y}

Oleh karenaiitu, nilai integrd dari :

/ 4

22y

- 2 5 2
2 o oeY dydx=¢¢g e dxdy
0% 00
/O 4 X
Contoh 3
Ubahlah urutan integras dari integral rangkap berikut
2 y?
a 00 f(xy) dxdy
00
0 x2
b. 0 0 f(xy) dydx
-1 .2
Jawab :

Danang Mursita
Sekolah Tinggi Teknologi Telkom, Bandung



Matematika Dasar

a Mid R:{(x,y)‘0£x£y2,0£ y£2}. Maka R:{(x,y)|0£ x£4,0£y£«/§}.

2y? 42
Jadi 0 O f(Xxy)dxdy=0 O f(xYy)dydx.
00 0+/x

b. Mid R:{(x,y)‘- 1EXEQ,- x2£y£x2}.
Maka R={(xy)|- 1Ex£ -~ y,- 1£y£  E{(xy)| 1£x£ - Jy, 08 y£1]

0 X2 0 -y 1-4ly
Jd o O f(x,y)dydx=90 o f(x,y) dxdy+o o f(xy) dxdy
1 .y2 11 0 -1

Koordinat Kutub

Kadang-kadang perhitungan integra rangkap dua daam koordinat cartesus ( x
dan y ) membutunkan perhitungan yang rumit. Untuk lebih  menyederhanakan
perhitungan kita kenakan koordinat kutub ( polar ).

Misd ( x)y ) merupakan titik pada
koordinat cartesus. Maka daam koordinat
kutub didapatkan hubungan : X =r cos q
- () dany =rsgnaq.
Integral rangkep dua dari f ( xy ) aas
daerah R dapat dituliskan :

r y @ f (x,y) dA= (‘]‘)f(rcosq,rsinq) dA
\ R R
> =wF(r.q) dA
q ® (r.q)
O X Sumbu Polar

Dalam koordinat cartesius, dA = dx
dy aau dA = dy dx , sedangkan dalam
dalam koordinat kutub : dA = | Xr,q) | dr dq atau dA =| Jr,q) | dg dr dengan

K I .
|1 .”q:cosq-rsm: _ _ o
J(r,q) v W snq  rcos r disebut deter minan Jacobi dari r dan .
r a9

Sehingga bentuk integral dalam koordinat kutub dituliskan berikut :

@ (x,y) dA = ®F(r,q) | 3(r,q)| drdg = ®F (r,q) r drdq
R R R
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Contoh 4
1 1- x2
Gunakan koordinat kutub untuk menyelesakan 0 O  xdy dx
0_./1 2
Jawab :
Misd R:{(x,y)|0£x£1,- N1- X2 £y £41- xz}. Maka R merupakan daerah
setengah lingkaran dengan O£ r £ 1 dan _7£q£%.
1 V1- X2 1p2 1, apl2 >
Jdi o o xdydx=¢9 ¢ r°cosgdgdr =or g o} cosqdq— dr =—
01,2 0-p/2 0 &pi2 2 3
Soal Latihan

(Nomor 1 sd 6) Hitung nilal integral rangkap dua berikut :

1 @(1+8y)dA;D={(xy)LEx£ 212 yE 2
D

2 & 4xy3)dA D={(xy)- 1£x£1-2£ y£2)}

g

& 0
. QLZdA D={(xy)|[0£ xELOEYE
Dgw/ +y +1g {( )| ]}
4, (D(xsmy ysmx)dA,D i(x y)‘0£x£%0£yggg
|

3
O(2x- xy) dx dy
0

2
OX cos(xy) dy dx
1

o
N

(Nomor 7 sd 16 ) Hitung integra rangkap dua berikut :

[EEN

X
7.00 xy2 dydx
0,2
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34/9- y?

8. O ydxdy
0

X3

O s ni dy dx
0 X
2

10. (‘)(x2 - yz) dy dx
0

o V)
oof&éo»g ©

2y% ¥,
11. 0 0 ¢ Y dxdy
10
12. 6xy dA ; R daereh dibatasi olehy = 0, x = 2 dany = x°.
R
13. (@xy dA ; R merupakan trapesium dengan titik sudut ( 1,3 ), (53 ), (21) dan (
R
41).
14. c‘[‘)xcos(xy) dA ; Rdaerahdibatas olehx=1,x=2,y=Yp dany=2p / x.
R
15. (D(x +y) dA : Rdaerah dibatas oleh y = x2 dan'y = /X
R

16. (Dxy2 dA ;R daereh dibatasi olehy =1,y =2, x=0dany = x.
R

( Nomor 17 sd 22 ) Hitung integral rangkap dua berikut dengan merubah urutan
integrasinya terlebih dahulu.

14 2

17. 90 Y dydx
04x
21

18. 0 O cos(xz) dx dy
%
4 2 3

19. 0 O €* dxady
0.y

31Inx

20. 0 O Xxdy dx
10
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1 cos x

21. 0 O xdydx
0 0
1 %
2.0 0O
0 Sin'lx

secz(cos x) dx dy

(Nomor 23 sd 29) Sdlesaikan integral rangkap dua berikut ( Gunakan koordinat kutub )

2,..2
23, e Y dA : R dagreh di dalam lingkaran X + y° = 4
R

24. (DV4- X2 - y2 dA ; R dagrah di kuadran pertama yang dibatas oleh : x2 + y2 =4,

R
y=0dany=x.
1
25. W dA ; R daerah di kuadran pertama yang dibatas oleh : x2 + y2:4,
4+ X" +y
R
y=0dany=x.
26. Gy dA : R daerah di ddam X + y° = 4 dan di luar ¥ + y* = 1 yang terletek di
R

kuadran pertama.
2

1+1-x -
27.0 O (4- x2- y2) % dy dx

0 O

141 y?
28.0 O si n(x2 + y2) dx dy

0O O

2 V2x- x° }/
2.0 0O (x2 + y2) 2 dy dx

1 0
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