Matematika Dasar

INTEGRAL FUNGSI TRIGONOMETRI

Bentuk integra yang dicakup disini adaah bentuk integra dari Of (X) dx dengan
f(x) merupakan fungg :
. sn"x cos'x
tan"x sec”'x , cot"x csc'X
tan"'x cot"x
an (mx) cos (nx), Sn (mx) sSn(nx), cos (mx) cas (nx)

Integral bentuk (‘)cosnx dx & oo n" x dx dengann 1 B”.

Misd n bilangan ganjil. Maka sin"x dan cos'x difektorkan menjadi sin x sin”'x
dan cos x cos'x dengan (1) merupakan bilangan gengp. Untuk mencari solus
2 2

digunakan identitas sin® x+ cos™ x = 1 dan dengan subgtitus integras.
Contoh

. . , N 1
Osmsx dx = cﬁlnzxsmxdx: - dl- cos? x)d(cosx) = COS X - §COSBX+C

Sedang untuk n bilangan genap , maka snx dan cos'x diurakan sehingga
menjadi  jumlah  sukusuku  ddam  codnus, yatu  digunekan  identitas

COS2x = 2 coszx- 1=1- Zsinzx.

Contoh.

.2 1 1 1.
0S~ X dx = 1+cos2x) dx=—x+—sin2x+C
* 05( ) 2" "2

Bentuk integra  (sin"x dx dan (ros"x dx dapa juga dihitung dengan rumus
redukd, yaitu integra di atas dinyatakan daam suku-suku dari integrd yang sgenis
namun untuk pangkat yang lebih rendah. Disni akan diberikan rumus reduks untuk
(‘)cosn X dx sebagai berikut :

Misd cof'x=cos" Ixcosx, u=cod"1x & dv=cosxdx. Maka

du=-(n- Dcod" 2x sinx dx & v=sinx
Dengan mengunakan metode integral bagian didapatkan :

(‘)cosn X dx = Cposn' lx cosx dx= Qu dv=uv- Qvdu

2x cos™ 2 X dx

x sinx+(n- 1)(‘(1- coszx)cosn' 2y dx

= cos™ 1x sinx+(n- 1)dsin
= cos™ 1

1

=cos’m *x sinx +(n- 1)Ocosn'zxdx- (n- 1) ocos x dx
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Bila suku paing kanan dipindahkan ke ruas kiri maka didapatkan:

nocos” x dx = cos” Lx sinx + (n- 1) &cos™ 2y dx
atau

d:osnxdx——cosn Iy sinx+ 1= d:osn 2x
n

Dengan cara serupa diperoleh rumus reduks untuk osi n"x dx, yatu:

n-1 n2

, 1. n-1
(‘ﬁlnnxdx:-ﬁsm X CosX +—— osin™ “x dx

Contoh

1 . 2 1 . 2 .
(‘j:os3x dx = Ecoszx sinx +§(‘3cosx dx = gcoszx sinx +§smx+C

Integral bentuk Csi n"'x cos” x dx dengan m,n T B™.

Bila m aau n meupakan bilangan ganjil maka untuk suku yang berpangkat
ganjil difektorkan dengan dn x aau cos x sebaga sdah satu faktornya dan digunakan

identitas sin® x+ cos®x = 1. Namun bila m dan n keduanya merupakan bilangan genap

(m = n) maeka digunekan identitas sn 2x = 2 dn X c©os X dan
C0S2x = 2 cos? x- 1=1- 2sinx. Sedang untuk m dan dan n bilangan gengp tetapi m
1 n dapat disdesakan menngunakan metode yang kita bahas pada  bagian sdanjutnya
dengan identitas dan carayang digunakan tetap sama seperti bilamanam = n di atas.

Contoh.
a osi n3x coszx dx = gsi n2x coszx sinx dx = - (‘{1- 0032 x) cos2 X d(cosx)
1
=—cos5x- 1cos?’x+ C
5 3
1- cos2x 1+ cos 2x
b. osm xcos X dx= ¢ > > dx
1 1 1 sin 4x
:—c‘(l- cosZZX)dx:—c‘)(l- cos4x)dx:—x- +C
4 8 8 32

Integral bentuk (‘)tanmx sec"x dx & (‘potmx csc M xdx dengann 1 B”.

Untuk m = 1da1 n = 0 kitalakukan integras sebagai berikut :
(i) ganx dx = 0— dx = ¢y —d(sm x) In(cos x)+C
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(if) ¢pot x dx = @%dxz Infsin x) +C

Sedang untuk m = 0 dan n = 1 kita lakukan manipulas integrad sebaga berikut:

s . aesecx + tan x0 ‘%02x+ secxtan X
(i) osecxdx = osecxhdx =0
SEC X + tanXg SecC X +tan X

d
-3 (Secx+tanx)

v = Ir(%cx+tanx)+c

(i) gesc xdx = - In(cscx+cot x)+C

Untuk atau n = 0 aau m = 0 dgpat digunakan rumus redukd, dengan

menggunakan identitas tan®x = sec?x- 1 & Cot2x = CSC2X - 1didapatkan:

(@) Atanx dx = gtan" 2y tan® x dx = Aran™ 25 (seczx- 1)dx

m1l

tan " “X
= ‘tanmzx d(tan x)- c‘)tanmzx dx:ﬁ- c‘)tanan 2x dx
m1
. cot X
(i) (‘j:otmx dx=- ——- c‘)cotmzx dx
m- 1
(iii) opec” x dx = dsec™ 2 x sec? x dx = (‘jsecn'zxd(tan x)
n- 2
Sec Xtanx n-2 -
- N nzxdx
n-1 n-1
n-2
, CsC Xcotx n- 2 -
(iv) (‘pscnxdx:- ] +rl lc‘pscn 2y dx

Untuk m ganjil, maka integrd akan mudah disdesaikan bila digunakan bentuk
d(scx)=scxtanxdx aaud(cscx)=-cscx cotx dx dan identites

tanzxzseczx-l& cotzxzcsczx-l. Sedang untuk m gengp akan mudah

disdesaikan bila kitareduks ke dalam suku-suku dari sec x atau csc X.

Contoh.
a dan3x sec?’x dx
Misd u = sec x. Makadu = sec x tan x dx
3 3 2

X %02 X (tanx secx) dx
(‘:(seczx- 1) se(:2 x(tan X %cx)dx = (‘{u2 - 1)u2du

1 1 1 1
=P Zu3+ :gseCSX- gsec3x+C

otan”x sec”x dx = ¢tan

b. (‘janzx secx dx = (‘{seczx- 1)secx dx = Cﬁecsx dx- QOsecx dx
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. secx tanx 1
Dengan rumus reduks didapatkan: (‘Jsecsx dx = — —osecx dx
) secx tanx 1
Jedi : (‘)tanzx SeCX dX_T- Eln(secxﬂanx) +C
C. (‘janzx sec4x dx
Misa u:tanx.Makadu:seczxdx
(‘Jtanzxsec4xdx:(‘3tan2xseczxseczxdx:c‘yz(u2+1)du
1 1 1 1
:—u5+—u3+C:—tan5x+—tan3x+C
5 3 5 3

Integral bentuk : osin(mx) coq nx) dx, osin(mx) sin(nx) dx, dcod mx) cod nx) dx

Bentuk di aas disdesakan dengan mengubah integran ke daam bentuk
penjumlahan atau pengurangan sebagal berikut:

sir{m) cod ) = [sir{m-+ r)x-+ sir{m- )
sin(md)sin{nx) = - Z[cosm-+r)x - cos{m- )
cos{mx) os{) = [oos{m + )+ cosm- ]

Contoh.

a ¢pir(2x) cos{ ) dx = - fsin(59) - sindJdx = ~ood5) + cosx+C

b.

Osi aelxgsin(ZX)dx—-E‘(Aé oaééxgx- coaagxggdx—- Esinaé;x9+£si ae3x9+C
el L PR -5 Th Al Tl el TR A Pl
c. ¢ros(4x) cos(2x) dx =1(‘) [cog(6x) + cos(2x)] dx = %sir(Gx) +%sir(2x) +C

0S2X +1 COS2X 2
d.(‘j:oszxsin4x dx—(gg 023~ 0

2 p& 2 5 X7

1 1 iy
§ dcost + 1)(1- 2C0Ss2X + cos2 2x) dx :§ dcost + 1)§l 2C0S2X + % dx =

i dcost + 1)(1- 4cos 2X + cos 4x) dx = id 1- 3cos2x- cos4x + cos 2x cos 4x) dx =

1 X Esm2x Esm4x+ism6x—+C
16% 4 12
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Soal latihan

(Nomor 1 sd 20) Hitung integra berikut
1. ¢y n*(5x) dx

N

© © N o o b

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.
20.

p/2
Opin°t dt

(‘):ot?’x csc3x dx
(‘):ot2(3x) csc(3x) dx
Cpin(5x) cos(3x) dx
Cpin(- 3) cosx dx
Cpin(2x) sin(3x) dx
Cpin(6x) sin(5x) dx
(rod 6x) cod 2x) dx
(ros8x) cod 2x) dx
(‘):os X sin® x dx

dpos? (2x) sin” x dx
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