Matematika Dasar

VOLUME BENDA PUTAR

Benda putar yang sederhana dapat kita ambil contoh adalah tabung dengan besar
volume addah haglkdi luas das ( luas lingkaran ) dan tinggi tabung. Volume dari benda
putar secara umum dapat dihitung dari heslkai antara luas das dan tinggi. Bila luas das
kita nyatakan dengan A(X) dan tinggi benda putar addah panjang sdang [ ab ] maka
volume benda putar dapat dihitung menggunakan integra tentu sebaga berikut :

b
V = QA(X) dx
a

Untuk mendapatkan volume benda putar yang terjadi karena suatu daerah diputar
terhadap suatu sumbu, dilakukan dengan menggunakan dua buah metode yaitu metode
cakram dan kulit tabung.

M etode Cakram

Misd daerah dibatas oleh y = f(X), y = 0, x = a dan X = b diputar dengan sumbu
putar sumbu X. Volume benda pgd/padat yang terjadi dapat dihitung dengan memandang
bahwa volume benda padat tersebut merupakan jumlah tak berhingga cakram yang berpusat
di titik-titik pada selang [a,b].

Misa pusat cakram ( X,,0 ) dan jari-jai r = f(x,). Maka luas cakram dinyatakan :
A(X)=p 2 (Xo). Oleh karenaiitu, volume benda putar :

b
V = @p | f ()]
a

Sedang hila grafik fungs dinyatakan dengan x = w(y), x =0, y = ¢ dan y = d diputar
mengdilingi sumbu 'Y maka volume benda putar :
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d
V = &p | wiy)]dy
C

Bila degrah yang dibatas olehy = f(x) 3 0,y =g(X) 3 O{ f(x) 3 g(x) untuk setigp

x1 [ab] }, x =adan x = b diputar dengan sumbu putar sumbu X makavolume :

V= tép([f ]2 - [g(x)]z) dx

Bila daerah yang dibatas oleh x = w(y) 3 0, x = \y) 3 0{ w(y) 3 v(y) untuk setigp
yl [cd]},y=cdany = ddputar dengan sumbu putar sumbu Y makavolume:

v=tp [we) - vy

Contoh :

Hitung Volume benda putar bila deerah yang dibatas oleh : y = % dan y2 = 8x diputar
mengdilingi

a Sumbu X.

b. SumbuY

Jawab :

Kedua kurva berpotongan di (0,2) dan (24).

a Padaselang[ 0,2], +/8x 2 x2.Vqumebendaputar:

2, .
V= pgjé(\/&)z - (Xz)zédx: %p

2
b. Padasdlang[ 0,4 ], [3 %.Volumebendaputar:
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Contoh :

Hitung volume benda putar bila daerah yang dibatas oleh : y =2 - x2 , Y = -x dan sumbu Y
bila diputar mengdilingi garisy =-2

Jawab

Kedua kurva berpotongan di ( -1,1) dan ( 2-2). Pada sdlang [ -1,0 ] berlaku 2 - x° 3 -x.

Jarak kurvay = 2 - x2 dany = -x terhadap sumbu putar ( garisy = -2 ) dapat dipandang
sebagal jari-jari dari cakram, berturut-turut adalah (4 - x2 ) dan ( 2 - x). Oleh karena itu,
volume benda putar :

0 . \
2
\ =p()§4- x2) - (2- x)zzdxzﬁp

1€ u S

Metode Kulit Tabung

Metode berikut sebagal dternatif lain ddam perhitungan volume benda putar yang
mungkin lebih mudah diterapkan bila kita bandingkan dengan metode cakram. Benda putar
yang terjadi dapat dipandang sebaga  tabung dengan jari-jari kulit luar dan ddamnya
berbeda, maka volume yang akan dihitung addah volume dari kulit tabung. Untuk Iebih
memperjelas kitalihat uraian berikut.

Pandang tabung dengan jari-jari kulit ddam dan kulit luar berturut-turut ry dan ro,

tinggi tabung h. Maka volume kulit tabung addah :
V = (pr2- prl) h=2prh Dr
dengan : %:r(rata- reta jari - jari),ro- r =Dr
Bila dagrah yang dibatas oleh y = f(x), y = 0, x = a dan x = b diputar mengdilingi
sumbu Y maka kita dgpat memandang bahwa jari-jari r = x , Dr = Dx dan tinggi tabung

h =f(x). Oleh karena itu volume benda putar =
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b

V = 2px f(x) dx
a

Misd daerah dibatas oleh kurvay = f(x), y = g(x) { f(X) 3 gx),x T [ab] },x=a
dan x = b diputar mengdlilingi sumbu Y. Maka volume benda putar =

b

V = 2pxf(x)- g(x)] dx
a

Bila dagrah dibatas oleh grafik yang dinyatakan dengan x = w(y), x = 0, y = ¢ dan
y = d diputar mengdilingi sumbu X, makavolume =
d

V=(®py w(y) dy
C

Sedang untuk daerah yang dibatas oleh x = w(y), x = v(y) { w(y) 3 v(y), yi [ cd]},
y =cdany = d diputar mengdilingi sumbu X. Maka volume benda putar =

d

V= ®py[wy)- vy)] dy
C

Contoh :

Hitung volume benda putar bila daerah yang terletek di kuadran pertama dibawah parabola
y =2 - dan di atas parabolay = x° diputar mengdlilingi sumbu Y.

Jawab

Kedua parabola berpotongan di ( -1,1 ) dan ( 1,1 ). Padasdang[ 0,1 ], 2- x23 x2_ Bila
digunakan metode kulit tabung, volume =

1
V= Zp@x[(z- xz)- xz]dx =p
0
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Bila kita gunakan metode cakram, maka daerah kita bagi menjadi dua bagian yaitu : pada
sdang 0 £y £ 1 dibatas x=./2- y dan sumbu Y sedang pada sdang 1 £y £ 2 dibatas

x = [y dansumbu Y. Oleh karenaiitu volume =

V= plc‘;(ﬁ)zdymf‘)(\/Z-—y)z dy =p
1

0

Contoh :

Hitung volume benda putar bila daerah D yang dibatas oleh y = 1 - x2 , sumbu X dan
sumbu Y biladiputar mengdlilingi garisx = 1

Jawab

Misd di ambil sembarang nila x pada daerah D maka didapatkan tinggi benda pgd, (1 -
x2 ) dan jari-jari ( jarak x terhadap sumbu putar / garisx = 1), ( 1 + x ). Oleh karena itu,
volume benda putar :

0
V=2p (‘3(1+ x)(l- xz)dx :gp
-1

Soal Latihan

( Nomor 1 sd 8 ) Hitung volume benda putar bila daerah berikut diputar dengan sumbu
putar sumbu X.

1.y:x2,x:0,x:2,y:0 5. y=d9nx,y=cosx,x=0,x=pl4
2. y=1Ux,x=1,x=4,y=0 6.y:x2+1,y=x+3
3.y=9-x,y=0 7.y=,y=x

4.y=x2,y=4x 8.y:x2,y=x3.

( Nomor 9 «d 15 ). Hitung volume benda putar bila daerah berikut diputar mengdilingi
sumbu Y.

— _2 =
9. x=1-y,x=0 10. x = /COSy,y:O’y:%XZO

11.y=2/x,y=1y=3,x=0
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12.y:x2-1,x:2,y:0 14.x:y2,x:y+2
13.y:x2,x:y2. 15.x:1-y2,x:2+y2,y:-1,y:1

16. Hitung volume benda putar dari daerah yang terletak di kuadran pertama yang dibatas
oleh y* = x>, garis x = 4 dan sumbu X. Biladiputar mengeliling
a Gaisx=4
b. Garisy =8

17. Hitung volume benda putar dari daerah yang terletek di kuadran pertama yang dibatas
oeh y* = x>, garisy = 8 dan sumbu Y. Biladiputar mengelilingi
a Gaisx=4
b. Garisy =8

( Nomor 18 sd 21 ) Hitung volume benda putar dengan sumbu putar sumbu Y untuk
daerah yang dibatas oleh:

18.y = cosx’, y = 0,x = 0, x = YA, 20.x =y, y =X
19.y=2x-1,y=-2x+3,x=3 21.y=2-x,y=0

( Nomor 22 sd 25 ) Hitung volume benda putar dengan sumbu putar sumbu X untuk
daerah yang dibatas oleh:

6. y2:x,y:1,x:0

7.x=2y,y=2,y=3,x=0

8. y=x2,x=1,y=0

9. xy=4,x+y=5
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( Nomor 26 sd 29 ) Gambar dan argr daerah D dan hitung volume benda putar yang
terjadi biladaerah D dan sumbu putarnya diberikan berikut :

26. y=~/X ,x=4,y=0 ; gaisx =4
27.y:1-x2(x3 0),x=0,y=0;gaisx=2
28.x:y2,y:2,x:0;garisy:2

29. x=.[2y+1,y=2,x=0,y=0 ;gaisy=3
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