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zum Ubungsblatt



Aufgabe 1:

s(t) = sin(167t) + cos(2mt)

Linearkombination von Oszillationen mit 8Hz und 1Hz

» Maximalfrequenz ist 8Hz

» Abtasten mit fs >16HzZ



Aufgabe 2:

T'=10s - Af =0.1Hz

r(t) = 2sin(67t) = 2sin(27w - 3 - 1)

— 3Hz = 30Af
2
— On, 30 — Oy —
C 22( .30 , 30)

1
x(t) = 2sin(4nt) + 8 cos(wt) = 2sin(2w - 2 - t) + 8 cos(27 - 5 t)

2 8
—7 Cp = 97 (577, 20 — 571,—20) =+ 5(571,5 + 571,5)



Vorlesung 2



letztes Beispiel:

s(t) = asin(2wvt) te[0,T]
v =mAf
1
- Cn = — (dn,,m — 5n,—m)



nun: Signal wird abgetastet mit Frequenz fs



nun: Signal wird abgetastet mit Frequenz fs

1
At = —

fs



nun: Signal wird abgetastet mit Frequenz fs

1
At:f— t—t,=nAt , n=0,...,N

s(t) — s(tn) = sn



nun: Signal wird abgetastet mit Frequenz fs

1
At:f— t—t,=nAt , n=0,...,N

s(t) — s(tn) = sn

T = NAt



nun: Signal wird abgetastet mit Frequenz fs

1
At:f— t—>t,=nAt , n=0,...,N
s(t) — s(tn) = sn
1
_ Af = =
T = NAt f T



nun: Signal wird abgetastet mit Frequenz fs

1
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nun: Signal wird abgetastet mit Frequenz fs

1
At:f— t—>t,=nAt , n=0,...,N
s(t) — s(tn) = sn
T = NAt Af—l
N T
1
- NAt
s



nun: Signal wird abgetastet mit Frequenz fs

1
At:f— t—>t,=nAt , n=0,...,N
s(t) — s(tn) = sn
1
_ Af=—
T = NAt f 7
B 1
 NAt
_Is
N

Anzahl der Frequenzen = Anzahl der Datenpunkte



falls nun Signal s(t) abgetastet wird mit Frequenz fs:

s(t) = s(tg) , tr = kAt At = 1

S

wie werden dann die Fourierkoeffizienten berechnet ?



falls nun Signal s(t) abgetastet wird mit Frequenz fs:

s(t) = s(tg) , tr = kAt At = 1

S

wie werden dann die Fourierkoeffizienten berechnet ?

erst einmal gilt allgemein:

b M
/f(t)dt%Zf(tk)At,tlz&,tN:b—At
a k=1



dann berechnen sich die Koeffizienten

1 s c 27T N 4
Cr, = T/t s(e ™ Trdt 4



dann berechnen sich die Koeffizienten

1 s c 27T N 4
Cr, = —/ s(t)e T ' dt
t

ZU



dann berechnen sich die Koeffizienten




dann berechnen sich die Koeffizienten

diskrete Frequenz



dann berechnen sich die Koeffizienten

diskrete Frequenz

Discrete Fourier Transformation (DFT)



Annahme: N Zeitpunkte
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Annahme: N Zeitpunkte

N/2

s(t) = Z Cpet 2Tt Fourierreihe
n=—N/2

N/2
S(tk) _ Z CneiQW(nAf)(kAt)
n=—N/2

N/2
_ Z ¢ ei2mnk(At/T)
n=—N/2




Eigenschaften der Koeffizienten:

1 M
- 2mtnk
CnZM];S(tk)e_z v np=1,...,N



Eigenschaften der Koeffizienten:

M
Cn —
M L Vk
k=1
| M
|'2wnk
da Con = 7 E s(tp)e™" ™



Eigenschaften der Koeffizienten:

Cn — M — S(tk)e n =1,
da C_n — M 3:1: S(tk>€ Mo =cC,




Eigenschaften der Koeffizienten:

C 1 (tr)e 5 1 N
n — 5, S\UE )€ n =1, . 9
Mkzl
| M
da C_p = — Zs(tk)e FARE = c,
Mk:1
- lle_n| = \/c_nc*_n = \/cXcp = |cp)
da Cp = Qp +1by, —|a—y, =a, , b, = —1b,




Eigenschaften der Koeffizienten:

s (tr)e 5 1,...,N
Cn — 77 n=»1=4...,
N S\UL )E
k=1
c LS (i)t =
C_n = — | —
3 7 s(tr)e c,
k=1
- lle_n| = \/c_nc*_n = \/cXcp = |cp)
da Cn = Qp +1b, —|a_, =ay 9 b_p = —1by,
bn,
tan (¢, ) = — P—n = —Pn




Real(DFT,) = Real(DFT-n) Imag(DFTh) = -Imag(DFT-n)
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Beispiel

1 s(t) =1.0-cos(2w-1Hz - t)

T=1s, N=50, At=0.02s

1 1 I 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
time

—— sample rate: ????7?

— Nyquist rate: ??7??7?

(Fourier_0.m)



Beispiel

1 s(t) =1.0-cos(2w-1Hz - t)

T=1s, N=50, At=0.02s

1 1 I 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
time

—— sample rate: 50Hz

— Nyquist rate: 25Hz

(Fourier_0.m)



|

|
' Realtell von ¢n

Imaginarteil von cn

| |
0 5 10 15 20

mode number

25

an, Real(DFT,)

2 N

_ Real(DF'T,)

— Ay =
N

c1 =25/50 — a; = 1.0



|| |
_||”|| Realteil von ¢cn

an, Real(DFT,)

2 N

_ Real(DF'T,)

— a4, =
N

Imaginarteil von cn

|
5 10 15 20 25
mode number

c1 =25/50 — a; = 1.0

maximal 25 Fouriermoden wegen Abtasttheorem



kurze Zusammenfassung



wichtige Eigenschaften eines abgetasteten Signals:

e fUr ein Signal der Dauer T ist
die kleinste auflésbare Frequenz fmin=1/T
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wichtige Eigenschaften eines abgetasteten Signals:

e fUr ein Signal der Dauer T ist
die kleinste auflésbare Frequenz fmin=1/T

e fUr eine Abtastfrequenz fsist die Anzahl der
Datenpunkte N=Tfs und es gibt N Frequenzen

e die Fourieranalyse ergibt N Frequenzen zwischen
-fs/2 und /2 mit Frequenzinterval Af=fmin=1/T
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amplitude power

phaseangle
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mode humber

Phasenwinkel

Imag(DF'T,,)

t n —
| tang Real(DF'T,)

mode humber

25

IDFT,| = \/Imag?(DFT,) + Real2(DFT,)



Beispiel: Sinus Funktion

s(t) =1.0-sin(27 - 1Hz - t)

N=50, T=1s
Af =7
At =7

_?

fmaz ="
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N=50, T=1s g
Z
g
Af=1Hz
At = 0.02s
fmaa: = 20Hz

1
o

-25

Beispiel: Sinus Funktion

s(t) =1.0-sin(27 - 1Hz - t)
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rot: Realteil, blau: Imaginartell
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real and imaginary part
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x1,

hohere Frequenzen

r1(t) = sin(2mw - 4 - t)

ro(t) = sin(2m - 15 - t)

| Powerspektrum |
20 - 371

amplitude power

(Fourier_2.m)

1
frequency

amplitude power

frequency



lineare Uberlagerung

r(t) = sin(w1t) +sin(wsat) , w1 =27-4Hz , wo =27 - 15H2

x1,%x2

Signal

time

Powerspektrum

amplitude power

frequency

(Fourier_3.m)



kUnstlicher Datensatz fur spatere Untersuchungen

Xys%g) Ky

U -1/ 1 -
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1 :
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time f samples

T=100s
At=0.033



| III il '“l l l[' l' _
Signal gf: ’M«ﬂ ‘ m

<0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time
§00
600 -
400 =

Powerspektrum

amplitude power

frequency

(Fourier_5.m)



l. Fourier Analyse

I1.1. Grundlagen

b) Fourier Theorem



Fourier Theorem (J.B. Fourier, 1800):

Fast jedes periodische Signal
kann als eine lineare Superposition von

sinus- und cosinus Funktionen dargestellt werden.



Beispiel:

05 || || || || 1
E 0
2 oo { M=150
- | | |
0'-51.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
tirne AtZOOZ
30 | T 1 I !
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0
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(Fourier_4.m)



amplitude power signal

amplitude power

0.5

U/
-US 1

-1.5

30

1 |
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5
tirne

20 +
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30
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*, /
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

frequency

e obwohl Sagezahn Frequenz 1Hz hat
zelgt das Powerspektrum hohere Frequenzen

e Grund: Analyse muss alle Ecken rekonstruieren



signal+reconstruction signal+reconstruction

signal+reconstruction

Rekonstruktion eines Signals

T, N

1.5

7y N

1.5

=0

Moden

=20

Moden

A 4 0.5 0 0.5 1 1.5

(Fourier_4.m)



N=5 Moden

1 N=20 Moden
"’f/\ fﬂj\ — ] N=50 Moc
b L " 1 N= oden

time

um den Sagezahn gut aufzulésen muss man viele hdheren
Frequenzen berlcksichtigen



l. Fourier Analyse

1.2. Mogliche Fehler in der Fourier Analyse
Aliasing
Periodizitat

Spectral leakage



—ourier transform

Fehler

x(t)e—ﬂwftdt zeitlich unbegrenzt,

zelt-kontinuierlich



o0 . '
3 _ —i27 ft zeltlich unbegrenzt,
) X(f) / z(t)e a zelt-kontinuierlich

— O

Frage: was ist die inverse Fourier-Transtormation

1 >C o
Ansatz: z(t) = /T// X (fe=™ I taf’

— + bestimme N

setze ein:

X(f) _ ./%[ /_OO /_OO X(f/)eiQWf’te—iQWftdf/dt

1 ©.@) B ®. @) . . ]
— jT//_OOX(f/) _/_006127T(f _f)tdt_

df’



T = 27t
- /OO X(f) | [ e =0rar| ap
N J_s _

_27T — 00

—5(f - 1)
— < [ XU = par
1

:/T/X(f) — N =1

inverse Fourier-Transformation: x(t):/ X(f’)emf/tdf’



Frage: wie transformiert sich eine

skalierte Zeit/Frequenz und eine
Translation in Zeit/Frequenz ?

Flzt)](v) = X (v) = / N z(t)e ™ dt

— O

Flx(at)|(v) = /OO r(at)e “™'dt , a € R

— —/ az(T)e_iZWT/a’dT ,a€R



Frage: wie transformiert sich eine
skalierte Zeit/Frequenz und eine
Translation in Zeit/Frequenz ?

O

Fla(t +b)|(v) = / ot +b)e~ 2t be R

— 00
o0
_ / x(T)e—Zzﬂ'l/Te—ZQﬂ'l/de

Fla(t +b)](v) = Flz](v)e ™"



Fehler

O

D) X.(F) = A )e—i2nftn zeitlich unbegrenzt,
) (1) t Z z(t,)e zeit-diskret aliasing

n——o>O



Sampling-Effekt auf Fourier Transformation -
aliasing

gegeben: unendlich lange abgetastete Zeitserie

tn = nAt < - fo=1/At

Abtastrate
. / dt - — At Z -
. X(f) = At Z x(ty,)e 2™ tn

Discrete Time Fourier Transform (DTFT)



Beispiel

Originalsignal mit Abtastrate 1000Hz
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Abtastrate 1000Hz und 10Hz
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Abtastrate 5Hz

2




2

o

Abtastrate 2Hz




Abtastrate 1000Hz

2 I I i I I T |

Mode
T=6s —— Af=0.166Hz At=0.001s —— N=6000



Abtastrate 5Hz

Mode

T=6s —— Af=0.166Hz At=0.2s —— N=30



Abtastrate 2Hz

2

\
o\
_1'_
-0_ | '

| !
2 3

Mode

T=6s —— Af=0 166H7 At=0.5s — N=12



Abtastrate

NN N

o
o
1 —
W

Mode

T=6s —— Af=0.166Hz At=1s —— N



longer time series

Abtastrate 2Hz

TR
R R I
. | fi' | Y \ . ]
1_5__ l I HI F(I)urieralmplituclie|Cn|I B

O \'“—= | I
0 10 20 30 40 50

Mode

T=18s —— Af=(1/18)Hz At=0.5s —— N=36



Einschub: Poisson Summenformel

g(t) = Z f(t+n) (f: periodisch mit Periode 1)
nez

() O\ (1) \f(t-2)
Beispiel:

g(t) _ Z CkeiQWkt/T T=1
ke Zg

T
. = / g(t)e—z’kat/Tdt
0



Einschub: Poisson Summenformel

g(t) = Z f(t+n) (f: periodisch mit Periode 1)
nez

() O\ (1) \f(t-2)
Beispiel:

g(t) _ Z CkeiQWkt/T T=1
ke Zg

T
. = / g(t)e—z’kat/Tdt
0

_ /T Z f(t n)e—i27rkt/Tdt
0

necz




1
0 nez =1

1
:/ Zf(t_l_n)e—i27rk(t n)dt
0

nez




1
L —12mkt —12mkn
_/0 g f(t+mn)e e . dt

nez =1
1 .
_ / Z f(t 4 n)e—z2ﬂ'k(t n)dt
0 nez
et 1 s=1
_ Z / f(s)e—i%rksds

nez

:/OO f(S)e—iQﬂ'deS

— X (k)




Poisson Summenformel

falls x(t) eine Schwartz-Funktion ist,
also x(t) € S mit

Vo, 3 € NI . sup |2°D7¢(z)| < oo }
reRn

={¢ e C*(R")|Va,6 €N;,3C 20, ¥z €R" : |2°D () < C } .




es gilt (siehe Ubungen fir Beweis):

nez

D X(f+nf)=) fia: (%) e 1R/

—>

keZ 1
fs — Kt
= Z At x(kAt)e2TTkAL
keZ
= At Y x(te)e ™ (DTFT)
keZ
0 \kez

abgetastetes Signal



= At F | ) 6(t—tr) x(t)

Fouriertransformierte von abgetastetem Signal

st periodisch in Abtastfrequenz



also:

O

S alty)e e = Y X(f =k
k—=—o0

nN=——~o&o

| | | kont. Fouriertransformation
Discrete-time Fourier Transform

(DTFT)

nAt
1/At

tn
fs



also:

O

S alty)e e = Y X(f =k
k—=—o0

nN=——~o&o

| | | kont. Fouriertransformation
Discrete-time Fourier Transform

(DTFT)
t,, = nAt

fo = 1/At

/Zeitdiskretisierung erzeugt periodische Fortsetzung
im Frequenzraum



also:

O

S alty)e e = Y X(f =k
k—=—00

nN=——~o&o

| | | kont. Fouriertransformation
Discrete-time Fourier Transform

(DTFT)
t,, = nAt

fo = 1/At

/Zeitdiskretisierung erzeugt periodische Fortsetzung
im Frequenzraum

kann Fehler erzeugen (aliasing) !!!



O

> a(ty)e P = Z X(f —kfs)

n——0o0 k_—oo

lllustration:

(T+fs)

7 B 4B

A X(F)




3elispiel

Originalsignal: abgetastetes Signal
15Hz sample rate: 20Hz, Nyquist: 10Hz
?

— 5Hz Oszillation

V\ N AA N A
0.5
% 0
2-::-o.s.
, NV NV NV




QOriginalsignal:

15HZ

10

X(Freguenz)

5
N LI DL L B

abgetastetes Signal

sample rate: 20Hz, Nyquist: 10Hz

o_————————

40

-20
Frequenz [Hz]

@)

S wlt)e T = 3T X(F - kf)

n=—oo k=—00

40



Originalsignal:

abgetastetes Signal

15Hz sample rate: 20Hz, Nyquist: 10Hz
10 — I I
L N
= L I I
: 6l | |
= | | |
B 4 I I
= L
T | |
"L I I
0 1 | ! I ! I ! |
40 20 0 20 40
Frequenz [Hz]

@)

S wlt)e T = 3T X(F - kf)

n=—oo k=—00



Qriginalsignal: abgetastetes Signal

15Hz sample rate: 20Hz, Nyquist: 10Hz

X(Frequenz)

-40 -20 0 20 40
Frequenz [Hz]

@)

D altn)e™® == % - X(f —kf)

Nn—=——oo k=—00



Originalsignal:

abgetastetes Signal

15Hz sample rate: 20Hz, Nyquist: 10Hz — 5Hz
‘ """"" e 15Hz.... ‘ ‘ """"" e 15Hz....
or 1 | | | |
| | |
8 | | |
E - | . | |
S o | | o |
S | ! 1 |
= 4 [ | [l 1 |
> | | | |
2 | I : | I : :
- | | | | |
0 | J | ] | | ] | | |
-4() -20) 0 20
Frequenz |Hz|
tn —127wftn, _ X _k )
n:z_of( )e N k;o (f — kfs)

4()



Nyquist-Grenzen
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Nyquist-Grenzen
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Fourier 7.
Resultat; (Fourier_7.m)
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weiteres Beispiel:

x1,x2

amplitude power

(k]
o

#*

/
I

QOriginalsignal:
8Hz and 15Hz
abgetastetes Signal:

¥

Abtastrate: 20Hz

0.1

/ 1"‘\"‘ W,

tirne

1 Nyquist: 10Hz

aliasing !

|
10

frequency

15

|
20

new alias frequency: 5Hz = 15Hz-Nyquist

(Fourier_6.m)



anderes Beispiel fur aliasing: Stroboskop-Effekt




llustratives Beispiel

\ Vo
5 oversampling
\/\ fs=5Hz
| .

Fo oA [ undersampling
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T/2
L.,

x(t)e 2Tt

zeltlich begrenzt,
zelt-kontinuierlich

Fehler



T/2
Xr(f) = / x(t)e ™It dt

T2

Spezialtall: Signal periodisch mit Periode P

() = 2(t + P) P=T/M

T/2 |
_ / t(t + P)e= 271t gy
_T/2



2P =1 5 2 fP =2mn,n € 2,

Periode im Signal diskretisiert Frequenzen



x(t)e ™It



M —T/24mP |
— Z/ x(t)e 2Tt dt

_T/24(m—1)P

Periodizitat

T/2+P - 2mnt
— M / —i2 gy
T/2

= M Pc¢,, = Te,
Fourier-Koeffizient

falls man annimmt, dass Zeitserie periodisch ist
und man aber nur eine Periode betrachtet,
dann kann man die Fourieranalyse anwenden.



Beispiel:

data
o

| lll " ” ol [
L
SR (Y 1 .

| |
0 10 20 30 40 50 60 70 g0 90 100

38s time
g00 . T T T T T T
_ Bo0f ~0.03Hz=1/38s .
E
a —>] |—
& 400 -
=
-1
S 200} | n @ n m -
1] 1 d| |
. 0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
(Fourier_8.m) frequency

wenn Signal periodisch ist mit Periode P, dann zeigt das Spektrum
eine Kamm-Struktur mit Diskretisierung 1/P



Fourierreihe nimmt Periodizitat an

wenn Signal selbst kelne periodische Struktur hat:

Ergebnis ist wie erwartet < :-)

wenn Signal selbst eine periodische Struktur hat:

zusatzliche unbeabsichtigte Struktur < =(




aus der Praxis:

e wenn Powerspektrum regelmalige Unterstruktur hat:

die Daten sind periodisch |

e falls Daten a priori periodisch sind:

versuche dies zu vermeiden !!



Frage: wie lautet die inverse Fourier Transformation 7

gegeben: Zeitserie mit Lange T

%f:fn:%

> Ansatz: x(t):/%/, Z X (f,)ei2mInt

nN——aoo

eingesetzt;

T/2 o0 | |
fm N / Z XT(fn)efLwante—zwamtdt

T/2

n=——oo

T/2

Z Xr(f,) / 27 (fu—f)t g

T/2



N.R.:

T/2 o127 (frn—fm)T/2 _ =327 (fr—fm)T/2
/—T/2 It = 127 (frn — fm)

B Tsin(w(n —m)) _ { T VYn=m
B m(n —m) 0Vn #m
= T0n.m

1 O

— T r XT fn)Tén,m
v 2,
1
XT(fm) — NXT(fm)

o) =75 Y Xr(fa)eh

n=——oo



