Spektralanalyse
physiologischer Signale

Dr. rer. nat. Axel Hutt

Vorlesung 8



zum Ubungsblatt



a—o00: f(t)~a—a’t |,

ft)y=0 , t<O

/_O; FOR(E = 7)dr ~ /Ol/a(

o — 00 = h(t)

0<t<1/a

, t> 1/«

o — a?7)(h(t) — Tfiz(t))dT



—F [ [ GGUERUNINT I T D dfar

Elg(H3(f")] = /_OO /_OO Elg(t)g(t)] e Odtdt’

=I2F§(t—t’)

= IgFo(f + f')

2F [ (G Py



47-‘-252 f2



weiter mit Vorlesung 8



Verbesserungen:
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Beispiele tur wavelets

Komplexwertiges Morlet wavelet
U(t) = kie " (et — ko)

realwertiges Morlet wavelet
U(t) = ket cos(5t)

komplexwertiges Gauss wavelet

U(t) = ke ot it



Verbesserungen:
2. kleine Leistung bei kleinen Skalen

keine Verbesserung in klassischer Wavelet-Analyse

da Tell der Konstruktion !!!



Verbesserungen:
3. erwelterte | eistungsspitze
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Verbesserungen:
3. erwelterte | eistungsspitze
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Fokus auf kleineres Frequenzband

noch iImmer keine Frequenzen
In gleichem Abstand
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reellw. Morlet
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e physikalische Welt der Messung:
Frequenzen sind interpretierbar

e Skalen eher nur fur Theorie interessant

e \Nahl:
Festlegung von Pseudo-Frequenzen, die von
Interesse sind



LOsung:
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or aquidistante Skalen -

Frequenz

Skale

aquidistante Frequenzen’

Frequenz
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Nun mit regelmassigem Frequenzintervall

1 analytlcal Morlet
o _ k,e—(Zﬂ'f—wO) /2@(f)

nonanalytical Morlet

~

G(f) = ke~ 2nf—w0)?/2

admissible Morlet
/ \IjMorlet(t)dt =0
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kontinuierliche W-Transformation

)= gz [ _r@¥ () a

st redundant, da a beliebig und  nicht orthogonal sind.




dies sient man auch im Frequenzraum:
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da Skalen beliebig:

CWT gut fur Visualisierung, doch keine gute Analyse

besser eine Analyse wie In Filterbanken
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Filterbank

e System generiert Satz von Signalen sp(t) aus einem Signal s(t)

e Signale sn(t) entsprechen einem Frequenzbereich eines
Bandpasstilters n

e Frequenzbereiche decken den Frequenzumfang des Signals
vollstandig ab.

Quadrature Mirror Filter:

Ho(z), H1(z) sind Filterfunktionen

@)

éATiefpass—Filter Hochpass-Filter Ho(z) = Hi(—2)

S

q) . .

i > [Ho(e")|" + [Hi(e™)[* = 1
(Abtastrate auf 2m normiert)

Frequenz



Idee:

LP




Idee:

LP

LP

e man wendet quadrature mirror filter an
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e nur Spektrum von Tiefpass-Signal wird halbiert
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Filterbanken mit konstantem Q.

e man wendet quadrature mirror filter an

e nur Spektrum von Tiefpass-Signal wird halbiert

e konstantes Q der Filter als Konsequenz

e Tiefpass-Signal hat kleinere Nyquist-Frequenz

—— kann mit halb so vielen Punkten beschrieben werden

— down-sampling des Signals ist effektiv
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mathematische Umsetzung:

| \% /_O; s(t) <t , a) dt

— \/E/ 5(v)U* (br) e*™ 4y

b: Skala a: Dilatation

Variation der Wavelet-Transformation:

Diskretisierung der Skalen und Dilatationen:

b=s", a=ks", n ke Nj

typischerweise:
s =2



1 [ t— k2"
[, . = s(t)U* dt
SV A ( =)

_\/27/ 2n ) zQwqundV

Maximum von mother wavelet. t,,,. = k2"

n=0:tmne =0,1,2,3,4,...N
n=1:tmne =0,2,4,6,8,...N

n=2: tna = 0,48 12 16,...N



Skala

"dyadisches Abtasten”




nochmal: Fn,k:/ s(t)W,, , (t)dt

1 t — k2"
\Pn,k(t) — G ( > dt

Sn

diskrete Wavelets

da / B, ()%, ()t = S

— OO

kann man mittels der DWT das Signal wieder rekonstruieren:

s(t) =) TnaWnr(t)
n,k



somitist {¥nk(t)} eine Orthogonalbasis

Beispiel: Haar Transformation

Sn Sn+1 Sn — Sn+1

2 2
= Qp, + dn
G, = Sn + Sn+1
2
dn _ Sn — Sn+1
2

S, = a, +d,

Spn+1 = Up — dn



Beispiel:

Signal sp, n=1,..,8



Beispiel:

Signal sp, n=1,..,8
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Beispiel:
Signal sp, n=1,..,8

/al\ (1/2 1/2 0 0 0 0
s 0 0 1/2 1/2 0 0
da 0 0 0 0 1/2 1/2
" 0 0 0 0 0 0
a | =12 —1/2 o0 0 0 0
ds 0 0 1/2 —1/2 0 0
ds 0 0 0 0 1/2 —1/2

\ds / \ 0 0 0 0 0 0

o 4 Koeffizienten an, 4 Koeffizienten dn

e an: liefpassfilter , dn: Hochpasstilter
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an = V.S

wi = (1/2,-1/2,0,.. )N

wy = (0,0,1/2,-1/2,0,...)zr
Haar wavelets

w,w,; = &, orthonormal

vi = (1/2,1/2,0,.. ) N

vy =(0,0,1/2,1/2,0,.. )N

Skalenfunktion

ViV, = 0k orthonormal



nachster Schritt:

e transformiere an , Ubernehme dn



nachster Schritt:

e transformiere an , Ubernehme dn

(1/2
0

1/2
0

o O O O

1/2
0
—1/2
0

o O O O

e
DO

1

o OO O~ O~ O

DO

p—
DO

|
e
OOOO\O\O

O OO kOO OO

OO = OO O O O

O O O O O O O

0

= O O O O O O

\




und noch ein Schritt:

e transformiere an , Ubernehme dn



und noch ein Schritt:

e transformiere an , Ubernehme dn
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Anwendungen:

e Beschreibung der auditorischen Filterbank

® file compression

| iteratur:

e zur Fourier-Analyse und Lineare Antwort-Theorie:
K. Meyberg, P. Vachenauer, Hohere Mathematik 2, Springer (1997)

e zur Lineare Antwort-Theorie:
F. Kuypers, Klassische Mechanik, Wiley (1997)

® ZU wavelets:
G. Kaiser, A friendly guide to wavelets, Birknauser (2011)

e Internet: A wavelet tour of Signal Processing by S. Mallat



[1l. Zeit-Frequenz Analyse

Konzept des Analytischen Signals



gegeben: Signal mit einer Frequency f:

s(t) = cos(2w ft)

Fourier Transtormation ergibt positive and negative Frequenz:

real part of Fourier transform

|
2
frequency

'
b3 T



das versteht man, da

| |
s(t) = cos(2w ft) = 5 (e’t%ft 4 6—@27rft)

w= zwei Frequenzen da das Signal reellwertig ist

Aber: man braucht die negativen Frequenzen nicht.

Frage: Kann man ein Signal mit den selben Eigenschaften
konstruieren, das aber nur positive Frequenzen hat 7

ja, das analytische Signal



Sa(t) — COS(27Tft) -+ ZSIH(QT('ft) — 6i27rft

—>

real part of Fourier transform

2
frequency

]
[ ]
—_
[a—

Wie konstruiert man das analytische Signal ?









1 O
mit der Hilbert transform — H[s](t) = —P.V./ 5(7) dr

7 e LT

analytisches Signal is eine andere Darstellung des Signals,

jedoch mit grossen Vorteilen

im Allgemeinen:

flr alle :E(t) clC — Lli(t) — Re'?

R: amplitude
®: phase



5q(t) = R(t)e!*®)

R(t): instantane Amplitude
®: instantane Phase fur R # 0

1 do(t)
2 dt

instantane Frequenz ~ f,(t)




.m)

TF_17

(

Belspiel

50

45

| .\I“ ﬂ

40

1
30

tme(s)

1
20

[y
04§

02K

V2 M

04 -

D8

0.8 3

J T T T @ T v
_
|
__
- S EA - __ . 4 {2
|
_
__
— - - _ —_ e
- _ - e
__
__
_
_
_
_
- - | - -
o _ o o
_
[
|
__
= d2 5 F Ty S
£ __ £ £
o _
- _
5 _
[} |
— - - _ - - -
o~ o~ o~
_
_
_
|
_
__
_
_
|
B -2 - = - =
__
_
|
_
__
_
1 | o 1 1 | | o 1 1
- w — w o = o o o o o — w wy
E—] L —J o o L —J [—] [ —J —J —3 L —J [—J o
- S ® o * ™ & = - - o @
- o ﬁ — <
aphydure $noaLRILRISU Mt d it A2UanbaJ) SHOS URILEEUN
P N A~
) -




