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RESUMEN de la Tesis de Daniel Fajardo Delgado, presentada como requisito
parcial para obtener el grado de MAESTRO EN CIENCIAS en CIENCIAS DE
LA COMPUTACION. Ensenada, Baja California, México. Agosto de 2003.

ANALISIS PROBABILISTICO DE ALGORITMOS
PARA CONTRACCION DE GRAFOS

Resumen aprobado por:

Dr. José Alberto Fernandez Zepeda

Director de Tesis

En el presente trabajo se hace un anéalisis probabilistico del tiempo de ejecucion del
algoritmo de simulacién de un DR-Mesh en un LR-Mesh elaborado en [Cardenas-Haro,
2001]. Dicho algoritmo reproduce el comportamiento de un ciclo de maquina de un
DR-Mesh aciclico de N x N procesadores en un LR-Mesh de O(N x N) procesadores.

Se obtiene que el tiempo de ejecucién promedio de este algoritmo es O(logn) u.t.
Esto sirve para corroborar la conjetura que hace Cardenas-Haro respecto a la eficiencia
de su simulacion. La contribucién que se obtiene al comprobar formalmente la rapidez
del algoritmo es sumamente relevante, ya que es la simulacién mas eficiente en su tipo.

En esta tesis se utilizan métodos y /o técnicas para analizar grafos generados aleato-
riamente y que modelan a un problema real. Asimismo, se definen criterios de compara-
cién de grafos para determinar si el modelo de Cardenas-Haro representa fielmente a un
patrén de conexiones reales de un DR-Mesh. Dichos criterios se basan principalmente
en caracteristicas del grafo que se evalda, tales como: regularidad, nimero de nodos,
alcanzabilidad, distribucién del grado de entrada/salida de los nodos y didmetro del
grafo.

Palabras clave: Algoritmos aleatorios, andlisis de algoritmos, evaluacién de modelos.



ABSTRACT of the thesis presented by Daniel Fajardo Delgado, as a partial requi-
rement to obtain the MASTER IN SCIENCES degree in COMPUTER SCIEN-
CES. Ensenada, Baja California, México. August 2003.

PROBABILISTIC ANALYSIS OF ALGORITHMS
FOR GRAPHS CONTRACTIONS

Abstract approved by:

Dr. José Alberto Fernandez Zepeda

Thesis Director

In this work, we present a probabilistic analysis of the execution time of the simula-
tion of parallel models DR-Mesh on LR-Mesh proposed by [Cérdenas-Haro, 2001]. This
algorithm simulates the behavior of a machine cycle of an acyclic N x N DR-Mesh on
an O(N x N) LR-Mesh.

The average execution time for this algorithm is O(logn) u.t. This helps to confirm
the conjeture of Cardenas-Haro respect to the efficiency of his simulation. The main
contribution of this work is to provide a formal proof of the execution time of this
simulation, wich is the most efficient simulation for these models.

In this thesis we design methods and/or techniques to analyze randomized gene-
rated graphs that model a real problem. Similarly, we define comparison criterion to
determine if the Cardenas-Haro’s model represents accuratelly real connection patterns
of a DR-Mesh. These criterion are based mainly on the graph’s characteristics such as:
regularity, nodes number, reachability, input/output degree distribution of the nodes,
and graphs diameter.

Keywords: Randomized algorithms, algorithms analysis, model evaluation.
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Capitulo 1

Introduccion

Conforme avanza la tecnologia, nuevos retos aparecen y la necesidad de sistemas de
cémputo que sean capaces de resolverlos se va incrementando. Hoy en dia, el computo
paralelo y/o distribuido ha ido extendiéndose a casi todos los dmbitos de la compu-
tacién. Asimismo, diversos modelos de computacién se han creado para representar
de manera abstracta el funcionamiento de una variedad de computadoras paralelas.
Dichos modelos facilitan el andlisis y diseno de algoritmos.

Modelos tales como la PRAM (méquina paralela de acceso aleatorio) [JaJ4, 1992]
muestran su eficacia en la generacién de algoritmos paralelos, pero su implementacion
en la practica esta limitada debido a las suposiciones poco realistas del acceso a recursos
tales como procesadores o memoria. Por otro lado, las arquitecturas de conexiones fijas
[Leighton, 1992] son bastante realistas pero tienen el inconveniente que los algoritmos
disenados para ellas no se pueden adaptar facilmente a otros tipos de arquitecturas.

Actualmente, los modelos reconfigurables han ganado una gran atenciéon ya que
su aplicacion para cierto tipo de problemas en computo paralelo puede tener un mejor
rendimiento que otros modelos paralelos. Comparado con los dos modelos mencionados

arriba, los modelos de computo reconfigurable proporcionan un mejor desempeno.



I.1. Modelos de ductos reconfigurables

En [Ben-Asher et al., 1995] se define a un modelo de ductos reconfigurables como
una red de procesadores operando de manera sincrona. Los procesadores que se encuen-
tran en los nodos de la red ejecutan el mismo programa, tomando decisiones locales
y realizando operaciones de acuerdo a los datos de entrada o que se encuentran alma-
cenados de manera local. El problema a resolver define la localizacion de los datos de
entrada y salida.

Un procesador se compone de una unidad aritmética, una unidad de memoria, y un
interruptor con capacidades de reconexién. Cada conexién interna del procesador se
establece segiin el modelo que se utiliza. Existen distintos modelos de ductos reconfigu-
rables tales como: Torus Polimérfico [Li y Maresca, 1989], Arreglo de Procesadores con
Sistema de Ducto Reconfigurable (PARBS) [Wang y Chen, 1990], Maquina de Ducto
Multiple Reconfigurable (RMBM) [Trahan et al., 1996], entre otros.

La rejilla reconfigurable (R-Mesh) [Li y Stout, 1991, Miller et al., 1993] es quizd el
modelo reconfigurable mas estudiado. Este modelo y algunas de sus variantes se definen
a continuacion. El presente trabajo de tesis se basa en algoritmos disenados para este

tipo de modelos.

I.1.1. Rejilla reconfigurable (R-Mesh)

La rejilla reconfigurable es un arreglo bidimensional de procesadores conectados
en forma de malla o cuadricula [Miller et al., 1993]. Cada procesador en el R-Mesh
tiene conexiones externas a los procesadores adyacentes y se comunica con ellos por
medio de un conjunto de 4 puertos de entrada/salida. Un procesador puede particionar
internamente su conjunto de puertos de tal forma que los puertos en el mismo bloque de

la particion estan conectados entre si. E1 R-Mesh permite 15 configuraciones distintas.



El R-Mesh es un modelo sincrono que puede reconfigurar sus ductos en cada ciclo de
maquina. Se supone que la propagacién de datos en el ducto es bidireccional y se realiza
en tiempo constante.

La figura 1 muestra un R-Mesh de 4 x 4 procesadores.

0 1 2 3
0
|:| Procesador
1
Ducto
’ ® Ducto transmitiendo
5 un dato
I ® Puerto
3¢ ®

Figura 1. R-Mesh de 4 x 4 procesadores.

I.1.2. Rejilla reconfigurable lineal (LR-Mesh)

Es una version restringida del R-Mesh [Ben-Asher et al., 1995]. Cada puerto en un
LR-Mesh puede conectarse a lo méas con otro puerto dentro del mismo procesador.
Permite 10 tipos de configuraciones dentro de cada procesador.

La figura 2 muestra un LR-Mesh de 4 x 4 procesadores.

I.1.3. Rejilla reconfigurable dirigida (DR-Mesh)

Sigue la estructura del R-Mesh pero con ductos dirigidos. Los datos en un ducto
dirigido se propagan solamente en una direcciéon. Cada procesador en el DR-Mesh tiene
4 puertos de salida conectados a ductos de salida y 4 puertos de entrada conectados a

ductos de entrada.



La figura 3 muestra un DR-Mesh de 4 x 4 procesadores.

E] Procesador

Ducto

Ducto transmitiendo
un dato

® Pyerto

D Procesador
— Ducto dirigido
®  Puerto de salida

O  Puerto de entrada

Figura 3. DR-Mesh de 4 x 4 procesadores.

I.1.4. Poder computacional

Una caracteristica importante de los modelos de computacion es su poder compu-

tacional, el cual se define de la siguiente manera:



Definicién 1 Sean A y B dos modelos distintos de computo paralelo, el modelo A es
computacionalmente igual de poderoso que el modelo B, si A reproduce un ciclo de
maquina de B en un tiempo constante y viceversa, permitiendo un aumento polinomial
en el numero de procesadores. Asimismo, si A simula a B en tiempo constante pero no

lo contrario, entonces se dice que A es computacionalmente mds poderoso que B.

En la figura 4 se clasifican los modelos reconfigurables que conforman parte de este

trabajo de acuerdo a su poder computacional y su factibilidad de construccién.

+ A A -
DR - MESH

Poder computacional R - MESH Factibilidad de construccion

LR - MESH
-y v+

Figura 4. Clasificacién del poder computacional de los modelos reconfigurables.

El DR-Mesh es computacionalmente més poderoso que el R-Mesh. Por su parte, se
conjetura que el R-Mesh es computacionalmente méas poderoso que el LR-Mesh aunque
no se ha demostrado formalmente.

Generalmente los modelos computacionalmente mas poderosos son mas abstractos,
pero facilitan el diseno de algoritmos. Por otro lado, los modelos menos poderosos
dificultan el diseno de algoritmos pero su implementacion en hardware es més factible.
Con base en lo anterior, surge la necesidad de crear un mecanismo que permita simular
a un modelo dado, con otro menos poderoso computacionalmente. Tal mecanismo debe
minimizar el tiempo de ejecucion de la simulacién, asi como el nimero de procesadores
empleados.

Siguiendo esta filosofia, se han disenado algoritmos que permiten simular en O(log N)

u.t. a un DR-Mesh sobre un LR-Mesh [Trahan et al., 1997]. Sin embargo, la utiliza-



cién de recursos en estas simulaciones es muy alta y hace mas dificil su realizacion en
la practica. El trabajo descrito por Trahan et al. requiere O(N'?) procesadores para
simular un modelo de O(N?) procesadores.

Posteriormente en [Fernandez-Zepeda et al., 1999], se propone una simulacién que
corre en el mismo tiempo que el anterior, pero utilizando menos procesadores (O(N®)).

Asimismo, en ese mismo articulo se propone otra simulaciéon menos eficiente en tiempo

N4
logZ N

(O(log® N) u.t.), pero con menos recursos (O( ) procesadores).

Por su parte, Cardenas-Haro desarrollé un algoritmo que reproduce el comporta-
miento de un ciclo de maquina de un DR-Mesh aciclico de N x N procesadores en
un LR-Mesh de N x N procesadores [Cardenas-Haro, 2001]. La principal ventaja de
este algoritmo es que el modelo simulador utiliza el mismo nimero de procesadores
que el modelo simulado. En el capitulo II se hace una descripcion detallada de dicha
simulacion.

El presente trabajo de tesis es una continuacion del trabajo de Cardenas-Haro, a

continuaciéon se plantea el problema a resolver.

I.2. Planteamiento del problema

Se sabe que el tiempo méximo de ejecucién del algoritmo de Cardenas-Haro es
O(N?) unidades de tiempo (u.t.). El conjetura que su tiempo de ejecucién promedio
puede ser menor que O(N) u.t., debido a que sus resultados experimentales muestran
una simulacion réapida en todos los casos probados. Cardenas-Haro no hizo un analisis
formal que determine el caso promedio del algoritmo, por tal razén en la presente tesis
se determina formalmente una cota del tiempo de ejecucién promedio del algoritmo.

Adicionalmente, surge un segundo problema. En los experimentos realizados por

Céardenas-Haro se utiliza un modelo aproximado del comportamiento de la propaga-



cién de datos en los ductos dirigidos. No es claro si este modelo aproximado refleja
fielmente el comportamiento del modelo computacional original. Asi que para resolver
el problema del andlisis del algoritmo, primero se evalia la confiabilidad del modelo
que se utilizé en la experimentacion y se determina la fidelidad del comportamiento

del modelo que se esta simulando.

I.3. Objetivos

El objetivo general de este trabajo de investigacion es encontrar una cota superior
que exprese el tiempo de ejecucién promedio del algoritmo de Céardenas-Haro. Como
una primera etapa para lograr este objetivo, es necesaria una investigaciéon de campo
y hacer una revisién del estado del arte del problema. También, repasar conceptos de
probabilidad y estudiar las propiedades de grafos aciclicos, modelaciéon con grafos, y
distintas técnicas de analisis de algoritmos aleatorios.

Por otro lado, se busca comprobar la fidelidad del modelo que Cardenas-Haro utiliza
en sus experimentos, debido a que el analisis del tiempo de ejecucién se basa en dicho
modelo. Para ello, se decide crear procedimientos y lineamientos cualitativos que lo
evalien y permitan emitir un diagnostico de si éste es una buena representacion del
modelo computacional que se pretende simular.

Se ve la necesidad de generar patrones de conexiones reales y compararlos con el
modelo de Cardenas-Haro para determinar qué tanto se aproxima uno a otro. En base
a los resultados de esta evaluacion, se realizan cambios en la estructura del modelo
propuesto por Cardenas-Haro.

Una vez que el modelo se ha evaluado y mejorado, se procede a analizarlo usando
una metodologia que inicia estudiando al modelo en su caso mas simple (de dos niveles).

Posteriormente se hace un estudio para tres, cuatro, cinco y seis niveles, hasta obtener



un andalisis general del tiempo promedio de ejecucién para p niveles. Finalmente, se

interpretan los resultados y se hacen conclusiones al respecto.

I.4. Aportaciones

En el presente trabajo se hace un andlisis del tiempo de ejecucion promedio de la
simulacién de Cardenas-Haro. El tiempo de ejecucién promedio es O(logn) u.t. que
sirve para corroborar la eficiencia de la simulacién de Cardenas-Haro y la establece
como muy cercano al éptimo en tiempo de ejecuciéon y en nimero de procesadores.
Asimismo, la contribucion que se obtiene al comprobar formalmente la rapidez del
algoritmo es sumamente relevante, ya que aporta un avance significativo al paradigma
del cémputo reconfigurable.

El analisis que aqui se realiza se basa principalmente en el modelo propuesto en
la simulacién de Cardenas-Haro. Para el modelo con dos niveles, se demuestra que el
tiempo de ejecucién promedio es de O(logn) u.t. con alta probabilidad.

El modelo de Cardenas-Haro presenta caracteristicas especiales, que hasta donde
se sabe, no se han investigado antes y que la informacion respecto a este tipo de
problemas es escasa o nula. Debido a esto, el tipo de investigacion que aqui se realiza
es del tipo exploratorio y provee nuevas herramientas que pueden ayudar a determinar
el comportamiento de modelos con caracteristicas similares.

Por otro lado, se proponen criterios y lineamientos para comparar de manera cuali-
tativa dos grafos entre si. Esto con el motivo de determinar sus caracteristicas principa-
les y evaluar si un grafo se aproxima a otro. Para nuestros propdsitos, se busca evaluar
si el modelo que Cardenas-Haro propone en su simulacién se aproxima a cualquier

patron de conexiones generado en un DR-Mesh.



También aqui, se propone una nueva alternativa de analisis mediante la transforma-
cién del grafo de estudio. Esta transformacién se realiza en el modelo de Cardenas-Haro
para generar un nuevo modelo con caracteristicas mas restringidas y quiza sea més fécil
de analizar. La transformacion involucra técnicas de redibujado y la definicién de nue-
vos nodos que proporcionan regularidad y generan una nueva distribucion de grados
de entrada.

Finalmente, se puede resumir que la solucién de este problema (tinico por sus ca-
racteristicas) formaliza la simulaciéon de Cérdenas-Haro. Esta simulacién es la més

eficiente que se conoce en su tipo.

I.5. Organizacién de la tesis

En el capitulo II se describe y analiza el trabajo de Cardenas-Haro. El capitulo III
trata sobre modificaciones hechas al algoritmo de Cardenas-Haro para simplificar el
analisis, asi como una mejor aproximacion del modelo de un patrén de conexiones real.
El capitulo IV presenta la evaluacién del modelo de Cardenas-Haro y su aproximacién
a un patron de conexiones de un DR-Mesh. En el capitulo V se determina el tiempo de
ejecucién promedio con alta probabilidad del algoritmo de Céardenas-Haro en su caso
més simple (de dos niveles). Posteriormente, en el capitulo VI se transforma el grafo del
modelo general de Cardenas-Haro y se plantea una alternativa en el analisis del mismo.
En el capitulo VII se determina el tiempo de ejecuciéon promedio del algoritmo de
Cérdenas-Haro y se simula numéricamente dicho algoritmo para los modelos con niveles
tres, cuatro, cinco y seis. Finalmente, en el capitulo VIII se presentan las conclusiones

de este trabajo de investigacion, asi como el trabajo futuro.
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Capitulo 1I

Simulacion de Cardenas-Haro

En este capitulo se hace una resena del trabajo elaborado por Cardenas-Haro, el
cual tiene por objetivo simular de manera eficiente un ciclo de maquina arbitrario de un
modelo DR-Mesh de N x N procesadores en un LR-Mesh de O(N x N) procesadores.

El algoritmo propuesto por Cardenas-Haro, se divide en 2 fases para realizar la si-
mulacion. La primera fase es la simulacion aleatoria de un DR-Mesh sobre un R-Mesh.
Esta es la parte mas compleja del algoritmo y en ésta se basa este trabajo de investi-
gacién. La segunda fase consiste en simular el R-Mesh resultante (sin ciclos) sobre un
LR-Mesh y se basa en un mecanismo presentado en [Ferndndez-Zepeda et al., 1999],
donde su implementacion es trivial. En la figura 5 se aprecian las fases que sigue la

simulacién.

DR-MESH > R-MESH —| LR-MESH

Figura 5. Etapas en la simulacién de Cardenas-Haro.

A continuacién se detallan cada una de ellas.
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1I.1. DR-Mesh sobre R-Mesh

Cardenas-Haro disené una simulaciéon de un ciclo de méquina arbitrario de un
DR-~Mesh en un R-Mesh. La reproduccién eficiente de éste implica que cualquier algo-
ritmo que corra en un DR-Mesh puede correr eficientemente en un R-Mesh.

Un ciclo de méquina de un R-Mesh consiste de las siguientes etapas:

1. Configuracion. Se conectan los puertos internamente.

2. FEscritura. Uno o mas procesadores, a través de sus puertos de salida, transmiten
un mensaje por el ducto. Estos procesadores se denominan los transmisores de la

red.

3. Lectura. Varios de los procesadores, a través de sus puertos de entrada, leen el
mensaje que el transmisor envié por el ducto. Estos procesadores se llaman los

receptores de la red.

4. Operacion. Cada procesador realiza algin célculo local.

A continuacion se explica la simulacion de cada una de estas etapas en un R-Mesh.

I1.1.1. Etapa de configuracion

Para simular las configuraciones que puede adoptar cada procesador del DR-Mesh
con sus 8 puertos, Cardenas-Haro propone el empleo de un grupo de 4 x 4 procesadores
R-~Mesh. Dicho grupo permite realizar las 4,140 configuraciones de un solo procesador
DR-~Mesh y la configuracién de sus ductos tiene una estructura equivalente a la de un
crossbar.

La figura 6a muestra un procesador DR-Mesh, con sus puertos denotados como

{N, S, E,O}. El correspondiente subindice ¢ (input) indica que se trata de un puerto
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Figura 6. Simulacién de las conexiones internas de un procesador DR-Mesh por un grupo de procesa-
dores R-Mesh; a) procesador DR-Mesh; b) grupo de 4 x 4 procesadores R-Mesh que puede simular al
procesador DR-Mesh.

de entrada, mientras que o (output) indica que los puertos son de salida. La figura 6b
muestra el conjunto de 4 x 4 procesadores R-Mesh que simula al procesador DR-Mesh
de la figura 6a. Esta configuracién en particular representa una completa desconexién
interna entre los puertos del DR-Mesh. La figura 7 ilustra un ejemplo de la simulacién

de la etapa de configuracion de un DR-Mesh de 2x2 en un R-Mesh de 8 X8 procesadores.

I11.1.2. Etapa de escritura

Esta etapa es la mas compleja de la simulacion, ya que involucra simular la direccio-
nalidad del ducto del DR-Mesh en el R-Mesh. Cardenas-Haro supone que los modelos
utilizados permiten escrituras y lecturas concurrentes. En particular, se supone que si-
guen una regla de escritura comain, la cual permite escrituras concurrentes iinicamente
si todos los valores que se escriben en el ducto son iguales.

Cuando un grupo de procesadores R-Mesh, que simulan a un procesador transmisor

DR-~Mesh, escriben informacion en el ducto, es necesario propagarla hacia la direccién
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Figura 7. Ejemplo de la etapa de configuracién; a) procesadores DR-Mesh; b) representacién en mallas
R-Mesh del patrén de conexiones DR-Mesh.

correcta, ya que el R-Mesh tiene ductos bidireccionales, mientras que el DR-Mesh los
tiene dirigidos.

Para simular la direccionalidad del ducto del DR-Mesh, se emplea un procedimiento
iterativo en el R-Mesh. En cada iteracion, la configuracién de cada grupo de 4 proce-
sadores del R-Mesh cambia, permitiendo que en cada bloque de la particiéon de puertos
solo un puerto de entrada se conecte a la vez a los puertos de salida. De esta forma,
se evita que una senal que llegue por un puerto de entrada pueda salir por otro puerto
de entrada.

Este procedimiento corre en un nimero no determinado de iteraciones, ya que una
senal que se propaga por los ductos puede sufrir varias interrupciones antes de llegar a

todos sus destinos.
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La seleccion del puerto de entrada que se conecta a los puertos de salida, se realiza
en forma aleatoria con una distribucién de probabilidad uniforme entre los posibles

candidatos (ver Figura 8).

O Puerto de entrada
@ Puerto de salida

Figura 8. Conexién de un bloque de la particién de puertos para simular la direccionalidad de un
DR-Mesh.

El peor de los casos ocurre cuando los 4 puertos de entrada son candidatos a co-
nectarse a los puertos de salida. La probabilidad de que uno de los puertos de entrada
se conecte a la salida es de }1. Por otro lado, el mejor caso ocurre cuando se presenta
un puerto de entrada como candidato. En este caso, la conexién entre los puertos es
automatica.

Cardenas-Haro disend un algoritmo que propaga los datos por segmentos, realizando

el desplazamiento de informacién sélo por los ductos que permitiria un DR-Mesh.

I1.1.3. Algoritmo de simulacién de la etapa de escritura

Este algoritmo esta formado por cuatro procedimientos, tres de ellos se ejecutan en
forma iterativa en cada grupo de procesadores R-Mesh. A continuacion se presenta el

pseudocddigo de dicho algoritmo.

ENTRADA:

- E1 patrén de conexiones de cada procesador DR-Mesh
se almacena en el grupo de 4 x 4 procesadores R-Mesh
que lo simula.
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- El dato que cada procesador DR-Mesh transmisor debe
enviar, se almacena en el grupo de 4 x 4 procesadores
R-Mesh que lo simula.

SALIDA:

- Cada puerto de entrada de cada grupo de 4 x 4
procesadores R-Mesh recibe un dato transmitido o una
seflal que indique que no recibira dato.

Configura_puertos

Para i <- 1 hasta X realiza en paralelo
Configura_direccién
Propaga_datos
Poda_nodo

Fin_Para

Fin

En el primer paso el algoritmo reproduce a la etapa de configuracion. El proceso de
escritura de datos en el ducto se lleva a cabo en el ciclo indicado en el pseudocodigo.
Después de la etapa de escritura, las etapas de lectura y operacion se realizan de manera

trivial. Los 4 procedimientos del algoritmo se explican a continuacion:

s Configura_puertos. Reproduce las conexiones internas de cada procesador DR-Mesh
en un conjunto de 4 x 4 procesadores R-Mesh. Esta conexion se realiza con ayuda

de la configuracién crossbar (figura 6b).

» Configura_direccion. En cada bloque de la particion de puertos de cada grupo de
4 x 4 procesadores R-Mesh, se desconectan los puertos de entrada excepto uno
elegido al azar. Asi se evita que un dato se envie por otro puerto de entrada,

otorgando “direccionalidad” al grafo.

» Propaga_datos. Simula la propagacion de los datos escritos por los puertos en los

ductos. Cada grupo de 4 x 4 procesadores R-Mesh, que simula a un procesador
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transmisor, escribe su dato en sus puertos de salida. Cada bloque de la particién
de puertos de cada grupo de 4 x4 procesadores R-Mesh lee sus puertos de entrada,
si en alguno de ellos se detecta el dato transmitido, entonces en la siguiente

iteracion dicho bloque propaga este dato por sus puertos de salida.

= Poda_nodos. Elimina nodos que no reciben ni transmiten datos en todo el proceso.
Conforme se desarrolla el proceso iterativo del algoritmo, se identifican los nodos
con grado de entrada cero y que no transmiten dato, y todas las cadenas lineales
de nodos conectados a éstos. Se remueven todos estos nodos a la vez. Dicho

proceso es similar a la técnica de contraccién de arboles [JaJ4, 1992].

La figura 9 muestra un ejemplo del podado de nodos y de la propagacion de datos
en base al algoritmo de Cardenas-Haro. La figura 9a muestra el patrén inicial. En la
figura 9b se muestra el estado de la malla al finalizar la primera iteracion. Como se
puede observar, el dato a se propagd una etapa por una rama y dos etapas por otra
rama. El podado remueve los nodos con grado de entrada cero y que no transmiten
datos y aquellas cadenas lineales conectadas a éstos y que tampoco transmiten datos.
En la figura 9c se muestra el estado de la malla al finalizar la segunda iteracién. Puede
verse en esta figura cémo el dato o avanzo otra etapa mientras que a los nodos blancos

los removié el proceso de podado.

(©)

Figura 9. Podado de nodos y propagacién de datos segiin Cérdenas-Haro; a) Configuracién inicial; b)
al finalizar la primera iteracién; c) al finalizar la segunda iteracién.
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II.1.4. Etapa de lectura

Esta etapa es trivial una vez que la etapa de escritura se lleva a cabo. Cada grupo
de 4 x 4 procesadores R-Mesh lee, a través de sus puertos de entrada, el dato que

se encuentra disponible en el ducto. Los datos leidos corresponden a los que leeria el

procesador DR-Mesh.

I1.1.5. Etapa de operacién

Se supone que cada procesador del DR-Mesh, R-Mesh y LR-Mesh son de igual
capacidad, y que el poder computacional del modelo no influye en su eficiencia. Debido
a esto, la operacion que se realiza en cada procesador del DR-Mesh la puede realizar
un procesador (por ejemplo el de la esquina superior izquierda) del grupo de 4 x 4

procesadores R-Mesh que simula a dicho procesador DR-Mesh.

11.2. R-Mesh sobre LR-Mesh

Se entiende por patron de conexiones reales como la reproduccion exacta de cada
una de las conexiones del modelo simulado en un grafo dirigido. El patrén de conexiones
reales resultante de la simulacion anterior es un bosque. Lo cual permite que se pueda
simular un R-Mesh en un LR-Mesh con el mismo orden en el niimero de procesadores en
O(1) u.t. [Ben-Asher et al., 1992]. Este proceso se implanta reemplazando cada arista
del arbol por 2 aristas y construir después un Tour de Euler para linealizar los ductos

[Fernandez-Zepeda et al., 1999].

I1.3. Simulacion numeérica

Para obtener un estimado del tiempo de ejecucion del algoritmo, Cardenas-Haro

propuso un modelo en donde implementé la etapa de escritura. Ademds de medir
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el tiempo de ejecucién, se pudo observar el comportamiento que siguen los datos al
propagarse. Dicho modelo se genera en forma aleatoria y su objetivo es aproximar el
peor de los casos de un patron de conexiones de un DR-Mesh, este patrén se describe en
la seccion siguiente. Por otra parte, se supone que el DR-Mesh no tiene ciclos; debido
a ésto, el patrén de conexiones de un DR-Mesh se puede ver como un grafo aciclico
dirigido (DAG).

La figura 10a muestra un ejemplo de un patréon de conexiones de DR-Mesh de 2 x 2.
La figura 10b muestra su representacién como un grafo aciclico dirigido, cada nodo de
este grafo es un bloque de la particién de puertos en cada procesador. La figura 10c
corresponde al mismo grafo acomodado horizontalmente. Note que en la figura 10c no

se incluyen los puertos de la frontera externa que no tienen conexién.

il

(a) (b)

o—0O
(©

Figura 10. Ejemplo de la modelacién de un patrén de conexiones reales; a) patrén de conexiones
del DR-Mesh; b) representacién de los bloques de la particién como nodos; c) grafo aciclico dirigido
equivalente.
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I1.3.1. Caracteristicas del modelo

El modelo aleatorio propuesto por Cardenas-Haro es una malla rectangular de nodos
compuesta por etapas y niveles. Las etapas del modelo las definen las columnas del grafo
y representa la méxima longitud que un ducto puede tener, esto es O(N?) procesadores.
Los niveles del modelo son el nimero de renglones que lo componen. El grafo tiene una
estructura similar a las redes de interconexién multietapa. En la figura 11 se muestra
el modelo de Cardenas-Haro de manera general.

T T T Ta:

2 eeoe

O(N?) etapas

¢ -

Figura 11. Modelo simplificado del grafo equivalente del DR-Mesh.

Las caracteristicas principales del modelo son:

1. Cada nodo representa un bloque de la particion interna de conexiones entre puer-
tos en un procesador DR-Mesh (o de un grupo de 4 x 4 procesadores R-Mesh que

simula dicho procesador).

2. El nimero de niveles de nodos es una constante y por simplicidad es una potencia

de 2.
3. El ntimero de etapas de nodos es O(N?).

4. El grado de entrada o salida de cada nodo se escoge de manera aleatoria y puede

ir desde cero hasta cuatro.
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5. Cada arista representa la conexion entre dos bloques de puertos en procesadores

vecinos.

6. La insercién de aristas en el modelo se hace de manera aleatoria entre pares de

nodos de etapas adyacentes.

7. Se supone que existe sélo un nodo transmisor en la malla y éste se localiza en la

esquina superior izquierda.

I1.3.2. Tiempo de ejecucion

El tiempo de ejecucion del algoritmo de Cardenas-Haro depende principalmente de
la etapa de escritura que consta de los procesos de podado y de propagacion de datos.
Ambos dependen del patrén de conexiones sobre el que se ejecutan.

Céardenas-Haro propone la utilizacién de ambos procesos por iteracién, donde el
proceso de podado debe realizarse antes de propagar el dato. El grado de entrada de
los nodos es el atributo principal que influye en el tiempo de ejecucion de estos procesos.
Si un nodo del grafo tiene un grado de entrada igual a 1, entonces el dato pasa directo a
la siguiente etapa sin interrupcién. Por otro lado, si el nodo tiene un grado de entrada
mayor a uno, entonces se realiza aleatoriamente una eleccién del puerto a conectar y
existe una probabilidad distinta de cero que la propagacion del dato se interrumpa.

Una vez que los nodos han recibido el dato correspondiente y el resto (los que
no esperaban dato) fueron eliminados en el proceso de podado, entonces la etapa de
escritura finaliza. En el peor de los casos, como el grafo tiene didmetro O(N?), el
tiempo méximo de ejecucién es O(N?) u.t. Sin embargo, Cérdenas-Haro conjetura que

el tiempo de ejecucién promedio puede ser menor a O(N) u.t.
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Figura 12. Tiempo de propagacién de un dato en una malla con 10,000 etapas y 16 niveles. Cada nodo
tiene un promedio de 1.33 enlaces de salida. El nimero de corridas es 1,000.

II.4. Experimentos de Cardenas-Haro

Cardenas-Haro realizd experimentos en una malla con 10,000 etapas y 16 nive-
les. Dicha malla se simulé con un programa de computacién utilizando 1,000 corridas
distintas. Los enlaces entre las etapas de la malla, se generaron aleatoriamente por
medio de un generador uniforme de nimeros aleatorios. En la figura 12 se muestran
los resultados obtenidos en [Cardenas-Haro, 2001]. El eje vertical indica el nimero de
experimentos. El eje horizontal muestra el nimero de intentos requeridos para que el
dato escrito por el nodo transmisor se propague hacia todos los lugares posibles. El
promedio de enlaces por nodo es de 1.33 y como puede apreciarse, se ocuparon 11 pasos
como maximo para finiquitar el proceso de propagacion del dato. Cabe senalar que no
necesariamente ha terminado la simulacién, ya que posiblemente algunos nodos que no

van a recibir datos esperen una senal de confirmacién.



22

500
450
400
350
300
250
200
150
100

50

Cantidad de experimentos

5 6 7 8 9 10 11 12 13
Reintentos requeridos para terminar la simulacion

Figura 13. Tiempo de ejecucién de la simulaciéon completa en una malla de 10,000 etapas y 16 niveles.
El niimero de corridas es de 1,000.

La figura 13 muestra los resultados del mismo experimento, pero ahora indicando
el nimero de pasos necesarios para que finalice la simulacién (es decir, que todos los
nodos han recibido un dato o senal de confirmacién).

Los resultados obtenidos por Céardenas-Haro, muestran una simulacién rapida en
todos los casos, pero aun no se cuenta con un analisis formal que determine el caso

promedio del algoritmo.

I1.5. Conclusiones de Cardenas-Haro

Cardenas-Haro concluye que la simulacién que propone es rapida en todos los casos.
Ademas, el modelo simulador requiere el mismo orden de procesadores que el modelo
simulado. La simulacién previa més eficiente en recursos requiere de O(N*/log® N)
para un modelo sin restricciones (es decir, permitiendo conexiones con ciclos).

Cardenas-Haro intuye que el tiempo de ejecucién promedio es menor a O(N), en

base a los resultados que se obtuvieron en sus experimentos.
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Capitulo 1II

Mejoras al algoritmo de
Cardenas-Haro

Céardenas-Haro define a la etapa de escritura como la parte mas compleja de la
simulacion. Esta etapa se realiza mediante un algoritmo aleatorio cuyo objetivo es
simular la direccionalidad del ducto DR-Mesh en un R-Mesh. Dicho algoritmo se com-
pone principalmente de dos partes: el proceso de podado y la propagacién del dato.
Originalmente, ambas se ejecutan en una misma iteracién y la propagacién del dato
depende del proceso de podado y de la eleccion aleatoria del puerto de entrada para
la conexién interna en cada procesador. Debido a esta dependencia y aleatoriedad, el
analisis del tiempo de ejecucion se complica.

La mejora que aqui se propone consiste en eliminar la aleatoriedad del algoritmo
para simplificar el analisis. Asi, en la siguiente seccion de este capitulo se modifica el
algoritmo aleatorio de Cardenas-Haro transformandolo en un algoritmo deterministico.
Dicha modificacion hace que propagar un dato en el modelo de Cardenas-Haro requiera
solo de una iteracion del algoritmo. En la seccion II1.2 se demuestra formalmente esta

aseveracion.
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III.1. Modificacion del algoritmo de Cardenas-Haro

El algoritmo de Cardenas-Haro es iterativo y no termina su ejecuciéon hasta que
se complete toda la simulacién. Dicha simulacién se basa en la propagacién de un
dato a través de un patron de conexiones generado aleatoriamente, dicho patrén es la
entrada del algoritmo. Dado que originalmente el algoritmo de Cardenas-Haro depende
de decisiones aleatorias (como la seleccién del puerto de entrada en cada procesador),
y ademas el resultado siempre es correcto, se define a éste como un algoritmo aleatorio
Las Vegas [Motwani y Raghavan, 1995]. En este tipo de algoritmos, cada corrida sobre
un mismo patron de conexiones puede tener un tiempo de ejecucion distinto.

Por otro lado, el tiempo de ejecucién del algoritmo esta acotado por el tiempo de
terminacién del podado, ya que el podado es independiente del avance del dato. Sin
embargo, no necesariamente ocurre lo contrario, ya que debido a la seleccion del puerto
de entrada en cada nodo la propagacion del dato puede terminar primero.

La modificacion propuesta en el presente trabajo de tesis se basa principalmente
en cambiar el orden de ejecucion tanto del podado como de la propagacion del dato.
Primero, se ejecuta el proceso de podado en varias iteraciones hasta finalizarlo y pos-
teriormente se propaga el dato en los nodos restantes. Una vez que el podado finaliza,
la propagacién del dato se realiza en una sola iteracion, ya que la seleccion del puerto
de entrada es indistinta.

Asi, el andlisis del tiempo de ejecucién del algoritmo se limita sélo al proceso de
podado. A continuacion se muestra el algoritmo de Cardenas-Haro con la mejora im-

plementada.

ENTRADA:
- El1 patrén de conexiones de cada procesador DR-Mesh
se almacena en el grupo de 4 x 4 procesadores R-Mesh
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que lo simula.

- El dato que cada procesador DR-Mesh transmisor debe
enviar, se almacena en el grupo de 4 x 4 procesadores
R-Mesh que lo simula.

SALIDA:

- Cada puerto de entrada de cada grupo de 4 x 4
procesadores R-Mesh recibe un dato transmitido o una
seflal que indique que no recibirda dato.

Configura_puertos

Para i <- 1 hasta X realiza en paralelo
Poda_nodo
Fin_Para

Configura_direccién
Propaga_datos

Fin

Se observa que los procedimientos Configura_direccion y Propaga_datos se realizan
fuera del ciclo paralelo, ya que necesitan sélo de una iteracién para completarse. Asi,
tanto el podado como la propagacién del dato se realizan de manera deterministica en
el algoritmo, por lo que éste ahora depende tinicamente de la entrada del problema y
no de decisiones aleatorias.

Para ilustrar lo anterior, las figuras 14a-c muestran un ejemplo del proceso de escri-
tura definido en el algoritmo original de Cardenas-Haro. Se observa que cada iteracion
consta del podado y de la propagacion del dato. Por otra parte, las figuras 14e-g mues-
tran el proceso de escritura del mismo grafo utilizando el algoritmo modificado. Se
observa en la figura 14e que al realizar la primera iteracién del podado resulta un grafo

cuyos nodos aun no transmiten el dato. Finalmente, la figura 14f muestra que el grafo
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ha sido completamente podado y entonces se procede a transmitir el dato por toda la

red en una sola iteracion.

Figura 14. Podado de nodos y propagacién de datos; a, b y ¢) Comportamiento utilizando el algoritmo
original de Cérdenas-Haro; d, e y f) Comportamiento utilizando el algoritmo modificado.

I11.2. Propagacion del dato

En esta seccion se demuestra formalmente que el tiempo de propagacién de un dato

en el modelo de Cardenas-Haro es de O(1) u.t. Para ello, se define el siguiente lema:

Lema 2 Sea G = (V, E) una grafo con las propiedades del modelo de Cdrdenas-Haro
cuyo proceso de podado fue finalizado. Sea v1 € V' un nodo transmisor localizado en la
etapa 1 con un dato o a transmitir. Propagar un dato o desde el nodo transmisor vy

hacia todos sus nodos sucesores, se realiza en una sola iteracion.

DEMOSTRACION. La demostracion es por contradiccién. Se supone que se completé el
proceso de podado en un grafo G = (V, E) del modelo de Cérdenas-Haro. También
se supone que se realiza una iteraciéon de propagacion del dato a y al terminar esta

iteracién existe un nodo v, que no recibié el dato a.
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El nodo v, no puede ser una hoja, ya que se supone que el proceso de podado ha
finalizado, asi que el nodo v, debe tener grado de entrada distinto de cero. Entonces
existe al menos un nodo v;_1, en la etapa previa a v, que tampoco recibio ese dato
ya que si lo hubiera recibido, éste lo hubiera propagado a v,. Esto sucede con el nodo
vk_1 y asi sucesivamente hasta llegar a un antecesor inicial que como no puede ser una

hoja debe ser el nodo transmisor vy (ver figura 15).

@ s

Figura 15. Nodos que no recibieron el dato a.

Del nodo vy al v, pueden existir muchas trayectorias, dependiendo de cuantos an-
tecesores tenga vy, pero todas ellas empiezan en v; y terminan en vg. Si vy transmite
el dato éste debid llegar a vy a través de alguna de estas trayectorias, por lo que existe

una contradiccién y el lema queda demostrado. O
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Capitulo 1V

Evaluacion del modelo de
Cardenas-Haro

En este capitulo se proponen criterios para comparar al modelo aleatorio propuesto
por Cardenas-Haro con un patrén de conexiones DR-Mesh arbitrario. Dicho modelo
tiene por objetivo estudiar la propagacion de datos en el ducto de un DR-Mesh. Asi-
mismo, facilita el entendimiento del subpaso de escritura y es la base sobre la que se

realiza el andlisis de complejidad de la simulacién.

IV.1. Preliminares

Un modelo es una representacién abstracta de un objeto, sistema o idea. Su propdsi-
to es ayudar a explicar, entender o mejorar un sistema. Es deseable que un modelo tenga

las siguientes caracteristicas basicas:

1. Facil de entender: La complejidad del modelo debe ser menor a la del sistema

que se esta modelando.

2. Dirigido a metas u objetivos: El modelo tiene el propdsito de resolver problemas

especificos que en el sistema real son dificiles de analizar.

3.  Fdcil de manipular: Debe ser sencillo comunicarse con el modelo.
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4. Completo: El modelo debe contener las propiedades y caracteristicas principales

del sistema que se modela.

5. Adaptable: El modelo debe permitir la modificacién de ciertas variables para el

estudio de diferentes casos.

Con base en las caracteristicas planteadas en el capitulo anterior del modelo pro-

puesto por Cardenas-Haro, se deduce que éste:

= Es facil de entender, ya que simplifica la generacion de cualquier patréon de cone-
xiones y ayuda en el estudio del comportamiento de propagacién de datos en el

subpaso de escritura.

» Estd dirigido a un objetivo especifico; el cual es facilitar el analisis del tiempo de

ejecucion del subpaso de escritura de un DR-Mesh.

= Es completo ya que cualquier patréon de conexiones que se genere contiene las

caracteristicas basicas de un patron de conexiones reales.

» Es adaptable porque permite la utilizacién de varios patrones de conexién para
el estudio de diferentes casos, asi como la facilidad para modificar los parametros

del modelo como niimero de etapas, niveles y grado de los nodos.

Por lo anterior, se aprecia que en principio el modelo de Cardenas-Haro retine
estas caracteristicas basicas para ser un buen modelo, siempre y cuando éste sea una
representacion fiel de un patrén de conexiones reales. Para evaluar la fidelidad del
modelo, en la seccién IV.2 se proponen algunos criterios adicionales de evaluacién.

Por otro lado, el modelo de Céardenas-Haro se visualiza como un grafo, donde
cada nodo representa un bloque de la particion de puertos dentro de cada procesa-

dor DR-Mesh; cada arista representa al ducto que conecta a un par de bloques en
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particiones de puertos de procesadores vecinos. Dicho grafo no contiene ciclos, por
lo que las propiedades que conforman el modelo corresponden a las propiedades de
un grafo aciclico. Esto provee la disponibilidad de una teoria formal para su estudio

[Harary et al., 1965], siendo tres los principales beneficios.

1. Se dispone de un vocabulario para describir la estructura del modelo de Cardenas-
Haro, atribuyendo términos (conectividad, grado, didmetro, etc.) establecidos en

la teoria de grafos y topologias para un manejo mas preciso.

2. Existen técnicas de computo y féormulas para calcular las caracteristicas cuanti-

tativas y cualitativas del modelo.

3. Es posible obtener conclusiones acerca de ciertas propiedades de diversas estruc-
turas de la teoria de grafos, para un mejor conocimiento de las propiedades del

modelo de Cardenas-Haro y de cualquier grafo de conexiones reales.

IV.2. Criterios de comparacién

Para evaluar el modelo de Cardenas-Haro con respecto a cualquier patréon de cone-
xiones reales, en el presente trabajo de tesis se proponen algunos criterios de compa-
racion. Estas sirven para analizar las similitudes entre ambos grafos y a continuacion

se describen brevemente cada una de ellos.

» Regularidad. Un grafo es regular si alguna de sus propiedades bésicas siguen un

patron uniforme para algin criterio especifico.

» Numero de nodos. Cuando se comparan dos grafos, el nimero de nodos juega un
papel importante. Se dice que dos grafos tienen el mismo orden de nodos si uno

de ellos tiene o nodos y el otro O(«) nodos.
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= Alcanzabilidad. Es el mdximo nimero de opciones que un nodo tiene para conec-

tarse.

» Distribucién del grado de entrada/salida de los nodos. Establece la conectividad

del grafo en cada una de sus etapas.

= Didmetro. Es la distancia méas larga que existe entre cualquier par de nodos del

grafo.

Con base en estos criterios de comparacién, se decide si el modelo propuesto por
Cardenas-Haro se aproxima a un patron de conexiones reales. Asimismo, se determina
si el tiempo de ejecucién promedio del algoritmo de Cardenas-Haro se basa en un caso
general del patron de conexiones reales.

Si un grafo del modelo de Cardenas-Haro fuera un supergrafo de cualquier grafo de
conexiones reales, entonces el modelo seria una buena representacion para estudiar la
propagacion de los datos. A continuacién se comparan ambos grafos (el de Cardenas-
Haro y el de conexiones reales) en base a dichos criterios y se evalia la relaciéon que

existe entre ellos.

IV.2.1. Regularidad

Un grafo es regular cuando sus propiedades siguen un patrén de comportamiento
especifico. Dichas propiedades pueden ser: el numero de nodos, ntimero de aristas,
longitud de las aristas, grados de entrada/salida de los nodos.

A continuacién se evalua el modelo de Cardenas-Haro con respecto al patrén de

conexiones reales con base en estas propiedades.
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Regularidad de nodos

Un grafo es regular en sus nodos cuando el nimero de nodos por etapa se man-
tiene constante. De acuerdo a esta definicién, el modelo de Cardenas-Haro es regular,
mientras que un patrén de conexiones reales no lo es.

Para superar esta diferencia entre ambos, el presente trabajo de tesis propone un
método de regularizacion de nodos. Dicho método consiste en utilizar nuevos nodos
que se incrusten en el grafo de conexiones reales para completar el niimero de etapas
y niveles, y otorgarle al grafo la misma regularidad que cualquier grafo del modelo de
Cardenas-Haro.

Estos componentes (llamados NOP) se eliminan en el proceso de podado sin afec-
tar el tiempo de propagacién de los datos. Para este caso, los nodos NOP tienen las

siguientes caracteristicas:

» Otorgan al grafo de conexiones reales homogeneidad en el nimero de nodos por

etapa.

» Tienen grado de entrada/salida cero cuando regularizan el grafo.

(a)

Figura 16. Nodos NOP para regularizar grafos; a) Grafo no regular en sus nodos; b) Grafo regular en
sus nodos.

En la figura 16a se muestra un grafo de conexiones reales no regularizado. En la
figura 16b se muestra el mismo grafo ya regularizado con nodos NOP. Estos se etiquetan

con N y tienen grado de entrada/salida igual a cero.
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Regularidad de aristas

Cuando el numero de aristas en las etapas de un grafo se mantiene constante, enton-
ces se define al grafo como regular en sus aristas. Por lo que el modelo de Cardenas-Haro
y cualquier patron de conexiones reales no son regulares bajo esta propiedad.

En la figura 17 se muestra un caso del modelo de Cardenas-Haro con cuatro niveles,
se puede apreciar que en cada etapa del mismo existen distintos nimeros de aristas.
Al igual que este modelo, un patrén de conexiones reales (regularizado en sus nodos)

tampoco es regular en este aspecto.

—O

O\ O O

O X¥O—
O

Figura 17. Grafo no regular en aristas.

El nimero de aristas en cada etapa la define la distribucion de grados de entra-

da/salida de los nodos.

Regularidad de la longitud de aristas

Un grafo es regular en la longitud de sus aristas cuando todos sus enlaces abarcan
un numero constante de etapas. En el modelo de Cardenas-Haro, los nodos sélo se
conectan a etapas adyacentes, por lo que la longitud de sus aristas abarcan siempre
una etapa. Por otro lado, un patréon de conexiones reales puede tener enlaces que
abarcan dos o més etapas por lo que no es regular en este aspecto (ver figura 18a).

Para regularizar las longitudes de las aristas del patrén de conexiones reales, se
establecen nuevos nodos y aristas NOP que permitan completar enlaces de mas de una
etapa entre dos nodos al conectarse como una cadena de nodos lineales (ver figura 19).

Para este caso, estos nodos NOP tienen las siguientes caracteristicas:
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Figura 18. Nodos NOP para enlazar dos o mas etapas; a) Grafo no regular en la longitud de aristas;
b) Grafo regular en la longitud de aristas.

= Permiten la representacién del enlace entre dos nodos que no se encuentran en

etapas adyacentes.

= Tienen grado de entrada 1 cuando conectan nodos con una distancia de dos o

mas etapas. El grado de salida es mayor o igual a 1.

= No afectan el tiempo de ejecucion.

Aristas
;o Atsa o NOP -
: real J: ]: J jt2  jtk1 j
Nodo Nodo Nodo Nodos Nodo
real real real NOP real
(a) (b)

Figura 19. Tipo de conexiones entre nodos; a) Conexién directa entre dos nodos; b) Conexién indirecta
entre dos nodos mediante nodos NOP.

Algo sensato es minimizar el niimero de los nodos y aristas NOP que se agregan.

Eso se puede hacer redibujando el grafo de tal manera que el nimero de nodos por
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etapa se reduzca. La figura 23a muestra un grafo de conexiones reales sin regularizar
y la figura 23b muestra el mismo grafo ya regularizado en sus nodos y en la longitud
de sus aristas, mediante la inserciéon de nodos y aristas NOP. Por otro lado, la figu-
ra 23c muestra un grafo del modelo de Cardenas-Haro, donde se observa la regularidad
implicita de éste. Cabe notar que el mecanismo de minimizacién de niveles y de etapas

del grafo esta fuera del alcance de este trabajo de tesis.
Regularidad de grados de entrada/salida

Este criterio trata sobre la consistencia que existe en los grados de entrada/salida
de los nodos de un grafo. Un grafo del modelo de Cardenas-Haro y uno del patrén de
conexiones reales, no son regulares en este aspecto.

En el capitulo VI se propone un método para regularizar los grados de entra-
da/salida de los nodos del modelo de Cardenas-Haro. Este método transforma a los
nodos con grado de entrada/salida tres y cuatro a nodos con grados de entrada/salida
menor o igual a dos. Esta transformacion distribuye conexiones de nodos reales de una
etapa a dos o mas etapas, lo cual modifica los grados de salida de los nodos sin afectar
el tiempo de ejecucion. Un ejemplo de esta configuracion de conexion se ilustra en la
figura 20. La figura 20a presenta un nodo cuyo grado de salida es igual a cuatro; puede
verse como se modifica para que sea un conjunto de nodos con grado de salida menor

o igual a dos (ver figura 20b).

IV.2.2. Numero de nodos

El nimero de nodos en un grafo de conexiones reales varia de acuerdo al tipo de
conexiones internas en cada procesador. Este ntimero va de N? hasta 8N? nodos. El
modelo que Cardenas-Haro propone es regular, por lo que el niimero de nodos es igual

al producto de sus lados. Si el ancho se escoge constante, entonces el niimero de etapas
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Aristas Nodos y Aristas
reales NOP
Nodo ! \
reales
Nodo O %2\0 :8
real O
(a) (b)

Figura 20. Tipo de conexiones de los nodos NOP; a) Conexién directa entre etapas (drbol cuaternario);
a) Conexién indirecta entre etapas (drbol binario).

es O(N?). El modelo de Cdrdenas-Haro se puede fijar con 8 N2 nodos, siendo el méximo
nimero de nodos que pudieran existir en un DR-Mesh; en tal caso el niimero de nodos
del modelo real es normalmente mas pequeno, pero ambos son del mismo orden.

Se deduce que cualquier grafo de un patréon de conexiones reales puede empotrarse
en el modelo propuesto por Cardenas-Haro, ya que se puede dibujar como un grafo
regular. Los nodos que no correspondan al patrén de conexiones (nodos NOP) no

influyen en el tiempo de ejecucion.

I1V.2.3. Alcanzabilidad

Existen limitaciones en las conexiones de un patrén de conexiones reales debido a las
caracteristicas de conexion del DR-Mesh. Por otro lado, en el modelo de Cardenas-Haro
las conexiones se generan aleatoriamente, y un nodo en la etapa j — 1 puede conectarse
a cualquier otro nodo de la etapa j, teniendo como tnica restriccion la limitacion de
cuatro conexiones por nodo. Asi, el modelo Cardenas-Haro puede generar patrones de
conexion que en un DR-Mesh no se pueden realizar.

En la figura 21a se muestra un patrén de conexiones de un DR-Mesh. Se observa
que el nodo etiquetado como 2 no puede conectarse a los nodos a y b directamente.

En la figura 21b se muestra el patrén de conexiones reales regularizado y se ve esta
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limitacion. El modelo de Cardenas-Haro podria permitir que el nodo 2 se conectara a

los nodos a, b, ¢, d simultaneamente.

b )« i
o—0

® 0 @ ©

(a) (b)
Figura 21. Alcanzabilidad de las conexiones; a) El nodo 2 no es vecino directo del nodo a y ¢; b)
patrén de conexiones reales restringido.
Sea A el conjunto de todas las posibles conexiones en un DR-Mesh y sea B el
conjunto de todas las posibles conexiones que el modelo de Cardenas-Haro genera.

Entonces A C B; tal que |B| representa una cota superior de |A].

IV.2.4. Distribucién del grado de entrada/salida de los nodos

En los experimentos reportados por Céardenas-Haro se utilizan grafos aleatorios
de 16 niveles cuyos nodos tienen una distribuciéon de grados de salida definida para
representar un peor caso de cualquier patrén de conexiones reales. Se asume que existe
un ducto largo que funge como ducto troncal de longitud O(N?) que representa dicho

caso.
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Sin embargo, la probabilidad de tener este comportamiento en el patrén de cone-
xiones reales es muy baja, por lo que esta distribucién de grados de entrada/salida no
es la mas justa. Como raramente se encuentra este tipo de conexiones en un patrén
real, el modelo de Cardenas-Haro no es representativo del caso promedio del mismo.

Una forma de simular un caso mas representativo del patrén de conexiones reales,
es establecer una distribucién uniforme en las conexiones de cada una de las etapas del
modelo. Asi, cada conexién tiene la misma probabilidad de ocurrir.

El ntimero de aristas en un DR-Mesh es ligeramente menor a SN2, lo que implica
que en promedio existe entre una y dos aristas por nodo. Al asumir conexiones equipro-
bables en el modelo de Cardenas-Haro, se establece un grafo mas denso que un patrén
de conexiones reales.

La distribucién del grado de entrada de los nodos definen la conectividad del grafo,
tal que existen dos tendencias principales: convergencia y divergencia. Se entiende por
grafo convergente cuando la forma de las conexiones simula a un arbol, cuyo recorrido
va desde las hojas hasta la raiz. Un grafo diverge cuando sigue la misma estructura
pero el recorrido se ramifica, es decir, va desde la raiz hasta las hojas. La figura 22

muestra un ejemplo de estas dos tendencias de conectividad.

8\/\0\/\
N

(@

Figura 22. Tendencias en las conexiones del modelo de Cérdenas-Haro; a) Grafo convergente; b) Grafo
divergente.

La conectividad divergente facilita la propagacién de datos, ya que como los no-

dos tienen grado de entrada uno, las senales de confirmacién se propagan facilmente,
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asi que el proceso de podado se agiliza. La conectividad convergente es un caso mas
dificil de analizar por la forma como se interrumpe la propagacién de informacién. El
modelo propuesto por Cardenas-Haro sigue una tendencia de conexiones mixta (con-
vergente/divergente). Se conjetura que una tendencia de conexiones mixtas no es méas

dificil de analizar que una tendencia convergente.

IV.2.5. Diametro del modelo

El didmetro del grafo esta influenciado principalmente por el ducto mas largo del
patron de conexiones, lo cual puede fungir como una cota inferior del niimero de etapas

del modelo. En [Harary et al., 1965] se deduce el siguiente teorema:

Teorema 3 Sea G un grafo del modelo de Cdrdenas-Haro, y sean el camino mas largo
de GG. Entonces el nimero mas pequeno de etapas en cualquier asignacion de etapas de

Gesn+1.

Aunado a este numero minimo de etapas, existe también un numero de nodos y
aristas NOP que se anaden al nodo troncal. Aunque esto toma importancia en la
regularidad del modelo, no afecta en el tiempo de ejecucién por las caracteristicas de

estos nuevos componentes.

IV.3. Conclusiones

Los criterios de comparacién son el punto de partida sobre el cual se concluye que
el modelo de Cardenas-Haro es una buena representacion de un peor caso de un patron
de conexiones reales. A continuacion se explica la evaluacién correspondiente a cada

uno de estos criterios.

» Regularidad. El modelo de Céardenas-Haro es regular en nodos mientras que un

patron de conexiones reales no lo es. Sin embargo, mediante la insercién de nodos
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NOP en el patréon de conexiones reales, éste se regulariza sin afectar el tiempo
de ejecucion. Por otro lado, también existe una diferencia entre ambos grafos en
la longitud de sus aristas. Dicha diferencia se resuelve mediante la insercién de
nuevos nodos y aristas NOP. Asi, se concluye que la aproximacién entre ambos

grafos con respecto a regularidad es del 100 %, sin alterar el tiempo de ejecucién.

Numero de nodos. Existen méas nodos podables en un grafo de conexiones reales
regularizado que en un grafo del modelo de Cardenas-Haro. Esto debido a que los
componentes NOP insertados para la regularizacion del grafo son podables. Sin
embargo, debido a la conectividad con la que se presenta el modelo de Cardenas-

Haro, el proceso de podado se realiza en un mayor tiempo.

Alcanzabilidad. Cualquier patron de conexiones reales se encuentra mas limitado
en sus conexiones que el modelo de Cardenas-Haro, por lo que algunas conexiones
del modelo no son representativas del problema. Sin embargo, analizar las cone-
xiones de un DR-Mesh es complicado por las restricciones que presenta, mientras
que en el modelo de Cérdenas-Haro la generacién de conexiones es trivial. Debido
a esto, se concluye que aunque el modelo genera algunas conexiones no reales,
éste representa una cota superior en el tiempo de ejecucién al analizar todas las

posibles conexiones de un DR-Mesh y otras mas.

Distribucién del grado de entrada/salida de los nodos. El modelo de Cardenas-
Haro se encuentra mas densamente conectado en cada una de sus etapas que un
patron de conexiones reales. Por lo que existen més nodos con grado de entrada
mayor a dos que interrumpen el proceso de podado. Por otro lado, se conjetura

que una distribucion més justa y que represente en promedio cualquier patrén de
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conexiones reales, es establecer a cualquier conexién con la misma probabilidad

de ocurrencia.

= Diametro del modelo. Este punto afecta directamente al tiempo de ejecucion de
ambos grafos. Entre mas grande sea el nimero de etapas, més tiempo tomara en
podarse el grafo. Por otro lado, el diametro del modelo de Cardenas-Haro es
O(N?), mientras que en un grafo de conexiones reales sin regularizar generalmente

€S menor.

Cualquier grafo de conexiones reales establecido en un DR-Mesh de N x N, es
un subgrafo del modelo de Cardenas-Haro con una distribuciéon de grados de entra-
da/salida equiprobables. Siendo este tltimo, facil de analizar por la regularidad que
presenta y superior en su tiempo de ejecucion.

Cardenas-Haro asume una distribuciéon de grados de salida en los nodos que facilita
la generacion del grafo. Sin embargo, la conectividad que resulta no es la més justa.
Por lo que en esta tesis se asume que el grafo tiene conexiones equiprobables, lo cual
provee una distribucién mas justa de las conexiones. La distribucién de grados de en-
trada/salida de los nodos depende de este factor y su definicién se basa principalmente
en el nimero de niveles del modelo. Se analizan estos casos en el siguiente capitulo.

Con base a esta evaluacién, se concluye que el modelo de Cardenas-Haro con cone-
xiones equiprobables se aproxima satisfactoriamente a cualquier patrén de conexiones

reales, por lo que se procede a realizar el andlisis probabilistico en este modelo.
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Figura 23. Ejemplo de grafos con 40 etapas; a) grafo de conexiones reales; b) grafo de conexiones

reales regularizado mediante nodos NOP. ¢) grafo del modelo de Cardenas-Haro.
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Capitulo V

Modelo de dos niveles

El tiempo de ejecucion del algoritmo de Cardenas-Haro depende principalmente de
la etapa de escritura que consta de los procesos de podado y de propagacion de datos.
La propagacién del dato se puede realizar en O(1) u.t. como se demuestra en la seccién
IT1.2, por lo que el analisis se cierne principalmente en el proceso de podado.

En este capitulo se determina el niimero de pasos promedio que tarda en finalizar
el proceso de podado en un grafo G = (V| E) del modelo de Cardenas-Haro con dos
niveles (renglones) y n etapas (columnas). Dicho proceso depende totalmente de la

conectividad del grafo. En la figura 24 se ilustra un ejemplo de este tipo de grafo.

Nodo cee
transmisor ¢

Figura 24. Grafo de acuerdo al modelo de Cardenas-Haro con dos niveles.

La estructura del grafo GG es similar a las redes de interconexién multietapa. El
nodo localizado en el nivel 7 y en la etapa j se etiqueta como v; ; donde 1 <1 <2y
1 < 7 < n. El objetivo es determinar, analizando la conectividad de G, el nimero de

iteraciones necesarias para que el proceso de podado finalice.
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En este analisis, primero se construyen las conexiones entre etapas de la malla de

acuerdo a tres criterios:

1. Los grados de salida de los nodos son equiprobables.
2. Los patrones de conexién entre etapas son equiprobables.

3. Los grados de salida y patrones de conexion son no equiprobables.

En la seccién V.1 se definen los eventos elementales de conexién y se fundamentan
cada uno de los criterios mencionados. En la seccién V.2 se estudia el primer caso,
éste asume que para la construccién de conexiones de la etapa 7 — 1 a la etapa j los
grados de salida de los nodos en la etapa j — 1 son equiprobables. En la seccién V.3 se
trata el segundo caso, éste otorga a cualquier patrén de conexion por etapa, la misma
probabilidad de ocurrencia. Posteriormente, en la seccion V.4 se realiza el analisis del
tiempo de ejecucién promedio correspondiente a los dos primeros casos, respectivamen-
te. Finalmente, en la secciéon V.5 se hace el analisis para el tercer criterio, cuando el
grado de salida de los nodos son no equiprobables y se determina el tiempo de podado

para este caso mas complejo.

V.1. Definicion de eventos

En esta seccién se definen todos los eventos de conexion y sus probabilidades de
ocurrencia. Primero, se define el conjunto S que representa el espacio de salidas y
cuyos elementos (denominados eventos elementales) representan diversos patrones de
conexioén entre la etapa j—1 y la etapa j. Debido a las propiedades del grafo del modelo
de Cardenas-Haro, cada nodo en la etapa j — 1 puede tener cero, una o dos conexiones
con la etapa j. En la figura 25 se muestran los posibles enlaces de comunicacién (aristas)

que pueden existir en un patrén de conexion.
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Figura 25. Posibles enlaces de comunicacién en un patrén de conexiones para una red de dos niveles.

A cada enlace se le otorga una etiqueta y un valor binario. Este valor binario es 1
si tal enlace estd presente en el patron y 0 si no lo esta.

La generacion de conexiones se puede ver como un experimento cuyo espacio de
salidas son 16 posibles patrones de conexion o eventos elementales por etapa denotados
por Mypeq, donde a,b,c,d € {0,1} y representan los enlaces provenientes de los nodos

de la etapa j — 1 (ver figura 26).

Moooo
Mooot Miio0o

Mooio Moot Mino Mo
Moo Moo
Moot M

Moot~ Miooo Moo
Mo

Mot

Figura 26. Espacio de salidas para la generaciéon de conexiones; cada evento elemental representa una
posible conexién.

Una vez definido el espacio de salidas S y sus eventos elementales, se procede a
definir los eventos C7' sobre el espacio de salidas S. Sea CJ' el evento “Los grados
de salida de los nodos vy ;1 y v2 ;-1 son x y y, respectivamente”, donde 0 < z,y < 2.
Note que los eventos C’%;l son disjuntos donde = # y y j € {2,...,n + 1}. Esto se
aprecia en la tabla I que muestra cémo cada evento C@l es un conjunto de eventos

elementales.
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Tabla I. Eventos del grado de salida de los nodos de la etapa j — 1.

Conexion | Eventos elementales
ot [ {Moono}
j—1
Coa {Moo10, Mooo1 }
iy { Moon1 }
j—1
Cio {Mi000, Mor0o }
Cﬁl {Mo101, M1010, M1oo1, Mor1o}
i3t [ {Moi, Mion}
C%,Bl {Mi100}
it | {Muor, Mino}
05,51 {Mi111}

El primer criterio establece que todos los grados de salida de los nodos en la eta-

pa j — 1 son equiprobables, por lo que C’g{;l = é. Entonces dado que existen distintos

nimeros de eventos elementales en cada conjunto C7-1, los eventos M. tienen proba-

Ty
bilidades distintas. La tabla II muestra las probabilidades de cada uno de estos eventos.
La probabilidad de cada evento elemental M ;.4 se asigna dividiendo é entre el nimero
de elementos del conjunto Cg;l al cual el evento M,p.q pertenece.

En el segundo criterio se establece que los 16 eventos elementales son equiprobables.
Asi, Mapea = 15, Ya,b, ¢,d. Por lo tanto, la probabilidad de CJ ' varfa en proporcién

al nimero de eventos elementales que lo conforman (ver tabla I). En la tabla III se

muestran las probabilidades de los grados de salida de los nodos localizados en la etapa

j—1.
V.2. Grados de salida equiprobables

Una vez que se definen los eventos, en esta seccién se determinan los grados de
entrada de los nodos en el grafo con base en el primer criterio. Supéngase que cada nodo

en la etapa j — 1 puede tener grado de salida uno, dos o tres con probabilidades Pg,
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Tabla II. Probabilidad de los eventos elementales de conexién cuando los grados de salida son equi-

probables (CI7 1 =3, 0 <z,y <2).
Mabcd

Probabilidad

0000
0001
0010
0011

0100
0101
0110
0111

1000
1001
1010
1011

1100
1101
1110
1111

010 | | 0 1 =50 | =& =& =55 | o | &~ & =0 | o155 | G o1

Tabla III. Probabilidades de los grados de salida de los nodos en la etapa j — 1, utilizando el criterio
de conexiones equiprobables (Maypcd = 15, a,b, ¢, d € {0,1}).

Probabilidad

—_

N e N e NN N T =N =N TN
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Pgy y Pso, respectivamente. (Inicialmente, se contempla el problema con probabilidades
de salida distinta, con el objetivo de obtener expresiones adecuadas para el manejo de
distintos parametros. Posteriormente, para simplificar el andlisis, en la seccion V.3 se
asume que Pgg = Ps; = Pgs.)

Con la distribucién de probabilidad del grado de salida de los nodos en la etapa
7 — 1, se determina la distribucién de probabilidad del grado de entrada de cada nodo
de la etapa j. En la tabla IV se presenta la probabilidad de cada evento C’i;l y en la

figura 27 se dan dos ejemplos de estos eventos.

Tabla IV. Probabilidad de los eventos de grado de salida.

Evento | Probabilidad | Evento | Probabilidad | Evento | Probabilidad
Cio. Pgy Cly' Ps1Psy Cly' Ps>Psy
C[jﬁl PsoPs1 C{EI Pgl C%,Il Ps3 Psy
05,51 PgoPss C'f; Pg Pss C%,El PZ,

Etapa j-1 Etapa j Etapa j-1 Etapa j

Figura 27. Ejemplos de dos eventos en la etapa j — 1; a) C’g;l; b) C’{;l

b)

Ahora se presenta el procedimiento para calcular la probabilidad de que un nodo
en la etapa j tenga grado de entrada cero, uno o dos. Esto se basa en que el grado de

entrada de un nodo en la etapa j lo fija el tipo de conexién entre la etapa j — 1 y la j.



Sea F? el evento “el grado de entrada de un nodo en la etapa j es igual a z

0 < z < 2. La probabilidad del evento EJ se denota como P},
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7. donde

. Se utiliza el teorema de

probabilidad total [Papoulis y Pillai, 2002] para obtener Py, PL, v PlL,; este teorema

se expresa a continuacién:

Pj. = P(E]) =

Las probabilidades condicionales

la tabla V.

.+ P(C35

P(Cy, Y P(EI|CE,!

)+ P
)P(EL|C3 5!

;i P(ECE!

Tabla V. Probabilidades condicionales de los grados de entrada en la etapa j.

(1)

P(EJ|CJ ) para 0 < x,y,z < 2 se presentan en

Grado de entrada cero

Grado de entrada uno

Grado de entrada dos

P(E}|CT,Y) P(E{!O*) 0 P(E5|0*1> 0
P(E)|C, ‘1>:% P(E|C3 >=é P(E}|C3 ) 0
P(EJ|C ):0 P(E{|C} ):1 P(E3|CY ):0
P(EJICT,) =1 p(mc >=% P(EJ!C H=0
P(EjCI ) =1 P(E]|CY, >:é P(E3|CY >*i
P(E}|C15Y) =0 P(EJ|O >=é P(W >=%
P(E}|CI,') =0 P(E{|C,) =1 P(E3|C3,") =0
P(EJ|ICI) =0 P(EJIC >=% P<EJ\C >=%
P(E}C]5) =0 P(E]|C35') =0 P(E3|C3,') =1

Sustituyendo los valores de las tablas IV y V en la ecuacién 1 para 0 < z < 2 se

obtiene lo siguiente:

J
Pgy =
J
Pg =

J
Pgy, =

P2, + PsoPs; + =21

PSl
4

P
PsoPs1 + 2PsyPsa + % + Pg1 Pso

P
P2, + Pg Pgy + -2

2
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Una vez calculadas las probabilidades P%O, PL. v P}, se calcula el niimero espe-
rado de nodos con grado de entrada cero en la malla de estudio. Sea X una variable
aleatoria que indica el nimero de nodos con grado de entrada cero, su distribucion de

probabilidad se muestra en la tabla VI.

Tabla VI. Distribucién de probabilidad de X.

x| P(x)
01— P

Note que la malla tiene 2n nodos y que los dos nodos de la primera etapa tienen

grado de entrada cero. El valor esperado de X se calcula con la ecuacion 5.

E(X)= Y aP(x) (5)

Vnodo k

asi

E(X) =2+ % (1) Pho (6)

P2
E(nodos con grado de entrada cero) = 2 + (2n — 2) (Pgo + PsoPs1 + %) (7)

Utilizando el mismo procedimiento, se determina el niimero esperado de nodos con

grado de entrada uno y dos.

E(nodos con grado de entradauno) = (2n — 2)(PsoPs1 + 2PsoPs2 +

P | pyp 8
9 S1 52) ()



51

P2
E(nodos con grado de entrada dos) = (2n —2) <P§2 + Ps1Psy + %) (9)

Si se establece que las probabilidades de salida son equiprobables, Psg, Ps1 vy Pso
tienen cada una un valor de % Sustituyendo estos valores en las ecuaciones 2, 3 y 4, se

obtiene:

; 1
) o p— 10
EO 47 ( )

; 1
Pl == 11
FE1l 27 ( )

]
Pl, =~ 12
E2 47 ( )

para 2 < j < n.

V.3. Patrones de conexiéon equiprobables

En el procedimiento de la seccion V.2 se fijan las probabilidades del grado de salida
de los nodos, y a partir de éstas se obtienen las probabilidades de grado de entrada de
los mismos. En la presente seccién se establece como punto de partida que todos los
patrones de conexion en el espacio de salidas son equiprobables (esto es, la probabilidad
de cualquier evento M .4 es igual a %), y a partir de éstos se obtienen las probabilidades
de grado de entrada.

Para calcular las probabilidades de grado de entrada para un nodo x, es necesario
analizar todos los posibles patrones de conexion en la etapa anterior a x. Asimismo,
es posible mediante este procedimiento obtener las probabilidades de salida, las cuales

son simétricas a los siguientes resultados:
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1. El nodo z tiene grado de entrada cero cuando los enlaces a y ¢ son iguales a
cero (ver figura 28), entonces se obtiene que Pgy = i, ya que de los 16 posibles

patrones de conexion sélo 4 satisfacen esta condicion.

2. El nodo x tiene grado de entrada uno cuando a + b = 1, de aqui que Pg; = %

3. El nodo z tiene grado de entrada dos cuando a y ¢ son iguales a uno, quedando

1
Pgy = 1.

Figura 28. Posibles enlaces de comunicacién en un patrén de conexiones para una red de dos niveles.

Como se puede observar, se obtienen las mismas probabilidades de entrada que
para el caso de distribucién equiprobable de los grados de salida. Asi, que los valores
esperados de nodos con grado de entrada cero, uno y dos son iguales a los de las

ecuaciones 10, 11 y 12, respectivamente.

V.4. Tiempo esperado del podado

Una vez obtenidas las probabilidades de entrada de cada nodo, se procede a realizar

el analisis del tiempo de podado. Antes, es necesario definir lo que es un nodo podable:
Definicién 4 Un nodo x es podable si cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

1. El nodo xz tiene grado de entrada cero y ademds no escribe en sus aristas de

salida.
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2. El nodo x tiene grado de entrada uno, no escribe en sus aristas de salida, 1y

ademads su antecesor es podable.

El podado es un proceso iterativo. En cada iteracion se eliminan a todos los nodos
que se hayan identificado como podables. Después de eliminarlos, se identifican nuevos
nodos podables que se eliminan en la iteracion siguiente. Note de la definicién 4, que si
ningin nodo cumple la condicién 1, entonces ningiin nodo puede cumplir la condicion
2 v no pueden existir nodos podables. Esta propiedad es importante para detectar el
final del proceso de podado, éste ocurre cuando no existen nodos de grado de entrada
cero que no escriben en sus aristas.

Un parametro importante durante el proceso de podado es el nimero de nodos que
se eliminan en cada iteracién. En esta seccion se calcula el valor esperado de esta clase
de nodos. Con base en estos calculos, se puede obtener el tiempo esperado del proceso
de podado.

Es importante recalcar que:

= Kl grado de entrada de un nodo de la etapa j es independiente del grado de

entrada de los nodos de la etapa j — 1.

= Un nodo con grado de entrada uno que no escribe es un nodo podable si todos

sus antecesores también son podables.

Con base en estas observaciones, se puede ver a cada nodo podable como una
Prueba de Poisson [Papoulis y Pillai, 2002], ya que dichos eventos son independientes
entre si y cada uno tiene una probabilidad particular que depende de j.

Definase a R’ como el evento “el nodo z en la etapa j es podable”. La probabilidad

de R es igual a:

P(R’) = Ppy + Py P(R'™) (13)
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El primer término del lado derecho de la ecuacién 13 es la probabilidad de que el
nodo z en la etapa j tenga grado de entrada cero (condicién 1 de la definicién 4). El
segundo término representa la probabilidad de que el nodo z en la etapa j tenga grado
de entrada uno y ademds que el antecesor de z sea podable (condicién 2).

Al desarrollar la recursién, se obtiene que:

PR = Pl + PR P(R)

P(RIY) = Pl + PR*P(R)

P(R?) = Pgy+ Pp P(RY) (14)

Donde P(R') es la probabilidad de que el antecesor de x en la etapa 1 sea podable,
la cual es % (En la etapa 1 existen dos nodos con grado de entrada cero, pero uno de
ellos es transmisor, asi que sélo uno de ellos es podable).

Como se supone que los patrones de conexién son independientes unos de otros
en cada etapa, se puede observar que la probabilidad de que un nodo tenga grado de
entrada cero o uno en la etapa j, es la misma en la etapa j + 1 para 2 < 57 < n — 1.
Entonces, se puede simplificar la notacién haciendo Pgg = PL, y Pgi = Pl Al resolver

la recurrencia se obtiene que,

P(Rj) = Pgo+ Pp1(Pgo + Pr1(Pro + Pri(...Pgo + Pg1(Pro + Pr1/2)...)))

P(R?) = %""PEOZE:(PEI)k
P(R) = % + Pro (%) (15)
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Factorizando la ecuacion 15 queda que

; 1 (1 Pro Pro
P(RY) = (P )t (_ _ ) 16
() = (Pey ™ (5 - 1o ) + T (16)
Note que si Pgy = Pgo entonces Pgo+ Prs = 2Pgg = 1 — Pgy por lo que 15% = %
Si sustituimos este valor en la ecuacion 16, el primer término se cancela y
; Pro
P(R) = 17
(R) = 5 (17)

Si Py = Pgs, P(RY) se vuelve constante e independiente de la etapa j. Sustituyendo

los valores de las ecuaciones 10 y 11 en la ecuacion 16 se obtiene:

P(RY) = % (18)

Sea Y una variable aleatoria que indica el nimero de nodos podables. Su distribu-

cién de probabilidad se muestra en la tabla VII.

Tabla VII. Distribucién de la variable aleatoria Y.

y| Py
1| P(R)
01— P(R7)

El nimero de nodos que se espera se poden en la primera iteracién se calcula de la

siguiente forma:

ElY] = 1+2i(1)P(Rj) (19)

E[Y] = 1+2

[~]=
N —

[|
N

J
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EY] = 1+n-1

E[Y] = n (20)

Al final de la primera iteracién, de un total de 2n nodos, se espera que n nodos se
poden (100 % de los nodos con grado de entrada cero y 50 % de los nodos con grado
de entrada uno). Unicamente permanecen aquellos nodos con grado de entrada dos y
50 % de los nodos con grado de entrada uno. A su vez, cada nodo con grado de entrada

dos se afecta de la siguiente manera:

a) Si antes de la primera iteraciéon, ambos antecesores del nodo eran podables, en-
tonces el nodo con grado de entrada dos se transforma en un nodo con grado de

entrada cero. La probabilidad de que esto ocurra es:
j N2 1\? 1
Phym = PR = (5) =5 1)

b) Si antes de la primera iteracion, sélo uno de sus antecesores era podable, entonces
el nodo con grado de entrada dos se transforma en un nodo con grado de entrada

uno. La probabilidad de que esto ocurra es:

Pl = 21PR)[1 - PR =2 (5) (5) =3 (22)

¢) Si ninguno de sus antecesores era podable, el nodo con grado de entrada dos

permanece como tal. La probabilidad de que esto ocurra es:
J 712 1)’ 1
Phog=[1- PR = (5) =5 (23)

De lo anterior se deduce que:
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s 25% de los nodos con grado de entrada dos se transforman en nodos con grado
de entrada cero.

= 50 % de los nodos con grado de entrada dos se transforman en nodos con grado

de entrada uno.

» 25% de los nodos con grado de entrada dos permanecen como nodos con grado

de entrada dos.

Un resumen de lo acontecido en la primera iteraciéon se puede observar en la ta-

bla VIII.

Tabla VIII. Resultados de tres iteraciones.

Después de la | Después de la
Inicio ler. iteracion | 2a. iteracién
Total de nodos | 2n | 100% | n 100 % 7 100 %
Grado de entrada cero | 2 | 25% | & 12.5% 35 6.25 %
Grado de entrada uno | n | 50% | 3n 5% %n 82.5%
Grado de entrada dos | 2 | 25% | 2 12.5% 35 6.25 %

Como se observa de la tabla, Pgy = Pgs al final de la primera iteraciéon, de aqui que
la ecuacion 17 siga definiendo la probabilidad de que un nodo especifico se pode y ésta
sigue siendo % El grafo resultante en la primera iteracién ya no conserva la regularidad
del grafo inicial; ademés, ahora existe una mayor proporcion de nodos con grado de
entrada uno.

Las probabilidades de que los nodos con grado de entrada dos se transformen a
nodos con grado de entrada cero, uno o dos no cambian, asi como las proporciones de

nodos podables para las iteraciones siguientes. Con base en ésto, se define el siguiente

teorema:
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Teorema 5 FEl nimero promedio de iteraciones del proceso de podado del modelo de
Cdrdenas-Haro con 2 niveles y con una distribucion equiprobable del grado de salida de

los nodos (o con una distribucion de patrones de conexion equiprobables), es ©(logn).

DEMOSTRACION. Dadas las caracteristicas del modelo, la probabilidad de que un nodo

se pode siempre es %, independientemente de la etapa y de la iteracién (ecuacion 17).
Note que el nimero de nodos con grado de entrada cero disminuye en promedio a la
mitad en cada iteracién. El porcentaje de nodos con grado de entrada cero al final de

1)72 % 100, de aqui que en promedio después

la iteracién i esta dado por la expresion (
de ©(logn) iteraciones no existen nodos con grado de entrada cero y por lo tanto no

hay nodos podables. O

V.4.1. Andlisis con alta probabilidad (W.H.P.)

En esta parte se demuestra que el proceso de podado para el modelo con dos niveles
se realiza en O(logn) u.t. con alta probabilidad. En [JaJ4, 1992] se define el concepto

de alta probabilidad de la siguiente manera:

Definicién 6 Un algoritmo A se encuentra acotado por una funcion f(n) con alta
probabilidad si para cualquier tamano de entrada n, la cantidad de recursos utilizados

por el algoritmo A es a lo mds a.f(n) con probabilidad de 1 — L., donde las constantes

nec’

a, ¢ son mayores que cero. Bl término L se denomina probabilidad de error.

nec

Existen patrones de conexion en el grafo generado por el modelo de Cardenas-
Haro que hacen que el tiempo de ejecucién sea mayor a O(logn) u.t. Dichos patrones
de conexién los denominamos subredes lentas. Una subred lenta es aquella en la que
ambos nodos de la etapa k tienen grado de entrada cero, en las ¢ etapas subsecuentes no
ocurre ninguna etapa en el que ambos nodos tengan grado de entrada cero, y ademaés

existen al menos logn etapas en las que ambos nodos tienen grado de entrada dos.
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El tiempo de podado de estas redes es proporcional al nimero de etapas en las que
ambos nodos tienen grado de entrada dos. Se busca demostrar que con alta probabilidad
la ocurrencia de este tipo de redes es muy pequena.

Sea A; el evento “existe una secuencia ininterrumpida, en la cual, en j etapas
todos los nodos tienen grado de entrada dos”, y sea B; el evento “existe una secuencia
ininterrumpida de ¢ etapas”.

Sea A el evento “existe una secuencia ininterrumpida con al menos logn etapas en
la que todos los nodos tienen grado de entrada dos”. Se busca expresar a P(A) como
una probabilidad de error tal que la probabilidad de que A no ocurra sea con alta

probabilidad. Se tiene que:

A= U 4 (24)

PA) = U P(4) (25)
Para obtener P(A;) se aplica el teorema de probabilidad total en la ecuacién 26.
P(A;) = > P(B;)P(4;|B) (26)
i=j

donde P(A;|B;) es la probabilidad de tener j etapas de nodos con grado de entrada
dos en un grafo ininterrumpido de ¢ etapas. Esta probabilidad sigue el comportamiento
de una distribucién binomial cuyo valor es igual a (;) p’q"7, para j < i, donde p es la
probabilidad de que aparezca una etapa cuyos nodos tiene grado de entrada dos y ¢ la

probabilidad de que aparezca cualquier otra conexion excepto aquella en la que ambos
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nodos tienen grado de entrada cero. Por tanto, se tiene que

Py
= 27
P2

- 1 —=£2_ 28

q () )

Asi, la ecuacién 26 se puede expresar de la siguiente manera:
2
(29)

piay = Srim( o

i=j

La probabilidad de que exista una red ininterrumpida de ¢ etapas (denotada por

P(B;)) es (1 — P%,)", al sustituir este valor en la ecuacién 29 resulta:

Py = - e ()
-z i(l - Péo)iC) q

J
)

(30)

Sea ¢ = (1 — P3,)q, entonces

P(4;) = @Zc @
- (5

Haciendo k =i — 7 entonces ¢ = k + 7, sustituyendo este valor de 7 en 31 queda

Py = (2 e (F1)

4/ k=o

pc i k+j
() e () @

k=
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Utilizando la expresién 2.5.7 de [Wilf, 1994] la ecuacién 32 se puede expresar como

la ecuacion 34.

SV - e

vk

Por lo tanto,

q

P4y < (p—) T (34)

Sustituyendo el valor de P(A;) en la ecuacién 25 se tiene lo siguiente:

PUA) = Y P(4)

A
=
V)
=
= |
N———
<.
—~
—
|
o —
SN—
<
+
=

- (- >Z = c>>j )

2 2
Se sabe que p = li%o, g=1— (fﬁ%g) y ¢ = (1 — P%,)q. Al sustituir estos valores

en la parte derecha de la ecuacién anterior, queda que

P2
B-(1— P]%O)q

pe _ 1-PZ,
al—c) [1 - ((1 — Pio) (1 - :J%f%o)ﬂ
- TS
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Por lo que se tiene que:

1 o pPz, Y
P(A) < S k2 37
(4) < (Pgwpg?) 2 (Péowgg) (37)

j=logn

2

E2 _ 1
5 5 c1 = 55—, entonces
PE0+PE2 y PEO+PE2 ’

Sea o =

n2
C1 Z Oéj

p(A) <
j=logn
n? logn—1
= [Zaj— > aj] (38)
J=1 Jj=1

La ecuacion 38 representa la suma de dos series geométricas que convergen en la

siguiente expresion:

1 — an2+1 1— CYlogn
P(A —
(4) = CI[ -« l-« 1
alogn_an2+1
= —_— 39
0| (39

Por simplicidad, se acota la ecuaciéon 39 por arriba y se sustituye el valores de c; y

a, lo que resulta

g
=
A

1
“ (1 — 04> al%s"

— < 1 1 alogn
P2 + P2 P§2
EO E2 1 — 52—
PiotPhs

1 1
- () w= .
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donde k = é y k > 1. Se sabe por la propiedades de los logaritmos que,

log, n
log,n = (41)
F log, k
Al despejar se obtiene que
log,n = log, n'°&2" (42)
Sustituyendo en la ecuaciéon 40 queda,
1 1
P(A) S (Pl%v()) klng nlog2 k
B 1 1
- P—%O nlogz k
- ()
P, nlog?(é)
1 1
= 43
(%) <>

Esta expresion sélo es valida para Pgy # 0 y se aplica para cualquier distribucién
de grados de entrada del grafo. Cuando Pgy = 0 entonces no hay nodos podables y no
se requiere el proceso de podado.

Para el caso en que se supone que las conexiones son equiprobables, se tiene que
Pro = Pgso. De aqui que la ecuaciéon 43 se reduce a la siguiente expresion:

Py < () (44

Eo/) T
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Entonces se concluye que con alta probabilidad no existe una subred lenta y por
tanto proceso de podado para un modelo con dos niveles finaliza en O(logn) u.t. con

alta probabilidad.

V.5. Grados de salida y patrones de conexiéon no
equiprobables

El caso més complicado para el analisis es cuando la distribuciéon de probabilidad
del grado de salida en un nodo no es uniforme. Sin embargo, este caso también es el méas
rapido, ya que se requieren menos iteraciones para completar el proceso de podado.

Este analisis se basa principalmente en la distribucién de probabilidad de los grados
de entrada de los nodos en la etapa j, que a su vez depende de la distribucién de grados
de salida de los nodos en la etapa j — 1. Asumiendo una distribucién de este tipo, se
obtiene el factor de reduccién del grafo de la definicién 4 (seccién V.4).

Asimismo, la distribucién del grado de entrada de un nodo depende de la etapa en
la que se encuentre, esto es mas evidente en las primeras etapas. Conforme el indice de
la etapa aumenta, la variabilidad del factor de podado decrece. Dado que se consideran
n etapas en el grafo, existe poca variacién en el factor de podado por etapa. Es posible
eliminar dicha dependencia estableciendo una cota definida por la ecuacion 17.

Por otro lado, la variacion de distribucion de los grados de entrada muestra una
ventaja en el tiempo de ejecucién (se realizan menos iteraciones) sobre los criterios
anteriores.

En la figura 29 se muestran dos grafos formados por distintas distribuciones de
grados de entrada. En la figura 29a se ilustra un grafo donde existen muchos nodos
con grados de entrada cero y dos. En este caso, al realizar una iteracién, se eliminan

todos los nodos con grado de entrada cero y todos los nodos con grado de entrada dos
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a) b)
Figura 29. Ejemplos de distribucién de los grados de entrada; a) Grafo donde Py = Pgo = 0.5; b)
Grafo donde Pg; ~ 1.

se transforman a grados de entrada uno. Finalmente queda una cadena lineal por la
cual el dato se propaga en una tltima iteracion.

En la figura 29b se muestra un grafo cuyos nodos casi en su totalidad son de grado
de entrada uno. En este caso se observa que al momento de iterar se elimina una sola
cadena de nodos formada por el nico nodo podable localizado en la etapa 1. En la
siguiente iteracion se propaga el dato.

En ambos casos, se observa que la probabilidad de que un nodo se pode es mayor o
menor a % (a diferencia de lo que ocurre en los casos de distribuciones equiprobables).
Al finalizar la primera iteracion, todos los nodos podables se eliminan y se genera una
nueva distribucion de grados de entrada. En dicha distribuciéon, no existen nodos con
grado de entrada cero y por tanto no existen nodos podables en la siguiente iteracion.
Asi, sélo se requiere de una sola iteracion para completar el proceso de podado.

Para corroborar estas observaciones, se realizé una simulacion numérica para grafos
con valores de n igual a 100, 10,000 y 1,000,000. Las figuras 30, 31 y 32 muestran los
resultados de dichas simulaciones, respectivamente. El méximo nimero de iteraciones
que se obtiene de un modelo con n = 100 es de 12, lo cual es menor a 2log, 100. Para
n igual a 10,000 y 1,000,000, resultan 25 y 38 iteraciones, respectivamente. En ambos
casos los resultados son menores a 2log, n. Sin embargo se observa que la mayoria de
los casos muestran un nimero de iteraciones menor a O(logn). Por lo que se conjetura

que el tiempo de ejecucién promedio podria ser de O(loglogn).
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Iteraciones

PE2

PEO

Figura 30. Grafica del nimero de iteraciones para un modelo de dos niveles y n = 100.

Asimismo, se observa de los resultados, que existe un nimero mayor de iteraciones
sélo cuando se cumple la condicién Pgrg = Pgs. Si dicha condicién se cumple, entonces
se tiene una distribucion de grados de entrada igual a la de los dos primeros criterios,

1

por lo que la probabilidad de podado es de ; en cada iteracion. Asi, el tiempo de

ejecucion promedio es de O(logn) iteraciones y ocurre cuando Pgy = Pga y Prp > 0.
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Figura 31. Gréfica del niimero de iteraciones para un modelo de dos niveles y n = 10, 000.
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Figura 32. Grafica del niimero de iteraciones para un modelo de dos niveles y n = 1,000, 000.
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Capitulo VI

Transformacion del modelo de
Cardenas-Haro

En este capitulo se plantea una posible alternativa para analizar el modelo de
Cérdenas-Haro; esta alternativa consiste en transformar el grafo G = (V, E)) del modelo
de Cardenas-Haro en un grafo G* = (V*, E*) cuyos nodos sélo pueden tener grado de
entrada menor o igual a dos. El objetivo de esta transformacién del modelo es facilitar
el analisis del nimero de iteraciones del proceso de podado para un grafo con p niveles
y n? etapas (modelo general).

Para realizar la transformacion del modelo, se define un nuevo tipo de nodo deno-
minado convergente, el cual siempre tiene grado de entrada dos y grado de salida uno.
Los nodos convergentes permiten transformar a un nodo con grado de entrada tres o
cuatro en un conjunto de nodos con grado de entrada maximo de dos. La figura 33

muestra la utilizacion de este nodo:

‘°

O
@

Figura 33. Ejemplo de la transformacién de un nodo mediante nodos convergentes; a) Nodo v con
grado de entrada 4; b) Transformacién del nodo v mediante nodos convergentes.
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En la figura 33a se muestra el nodo v cuyo grado de entrada es cuatro. Los nodos
de la etapa anterior que lo conectan se etiquetan como 1, 2, 3 y 4. Al transformar
las conexiones del nodo v mediante nodos convergentes (etiquetados como C'), que-
da un conjunto de 3 nodos en dos etapas del grafo entre los nodos 1-4 y el nodo v
(ver figura 33b). Esta transformacién afecta al tiempo de ejecucién del algoritmo de
Cardenas-Haro; por ejemplo, el grafo de la figura 33a se poda completamente en dos
iteraciones, mientras que el grafo de la figura 33b requiere de tres iteraciones. Asi,
por cada iteracién del proceso de podado se requiere de una iteraciéon adicional para
eliminar los nodos convergentes que se haya insertado.

Por otro lado, también es posible transformar los grados de salida de los nodos del
grafo GG. Para ello se realiza un proceso inverso al de los nodos convergentes mediante
la utilizaciéon de nodos NOP, los cuales distribuyen una conexién en dos o mas etapas.
Un nodo NOP sélo puede tener grado de entrada cero é uno (ver capitulo IV) y en este
caso se restringe su grado de salida en a lo mas dos. En la figura 34 se ilustra un ejemplo
de lo anterior. La figura 34a muestra un nodo v con grado de salida cuatro. Este nodo
se transforma mediante nodos NOP en el grafo que se muestra en la figura 34b. La

transformacion mediante nodos NOP no alteran el tiempo de ejecucion del algoritmo.

@ OO0
0 20 OO,
3 ©

O O
@ (b)

Figura 34. Ejemplo de la transformacién de un nodo mediante nodos NOP; a) Nodo v con grado de
entrada 4; b) Transformacién del nodo v mediante nodos NOP.

Al aplicar los nodos convergentes y NOP para la transformacién total del grafo

G, se obtiene un nuevo grafo G* cuyas distribuciones de grados de entrada/salida son
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mas “sencillas” de analizar. La figura 35 muestra un ejemplo sobre la transformacion
general de las conexiones de la etapa j — 1 a la etapa j de un grafo G del modelo de
Cardenas-Haro con p niveles. Ahi se muestra una conectividad maxima de cuatro.

Los nodos etiquetados como 1, 2, 3, 4, ... se denominan origen y se conectan a
algunos nodos vy, v9, v3, vy, ... denominados destino. En el nuevo grafo, cada nodo
origen sigue una trayectoria lineal mediante nodos NOP (etiquetados como N) hacia
la misma etapa en que los nodos destino reciben una senal. Otros nodos NOP que no
contienen etiqueta, se utilizan para dar regularidad al grafo. Por su parte, los nodos
convergentes conectan todos los nodos origen en cada nodo destino. Cada nodo destino
se localiza en una misma etapa para la conexion de la siguiente etapa. Note que no
existen nodos con grado de entrada mayor que dos.

Al transformar las conexiones de la etapa j — 1 a la etapa j de G, se tiene que el
nimero de etapas se incrementa en uno por cada nivel que tenga el grafo. Si el nimero
de niveles es igual a cuatro, entonces por cada etapa el grafo se incrementa a lo mas
en cuatro etapas. Asi, el nimero de etapas y por tanto el nimero de nodos contenidos
en él, se incrementa.

Asimismo, el nimero de niveles se incrementa de p a lo mas a 2p + 1, ya que se
requiere de un nivel por cada nodo origen y cada nodo destino para que éstos al final
de la transformacion se establezcan en una misma etapa.

De aqui que se define el siguiente lema:

Lema 7 Sea G = (V,E) el grafo del modelo de Cdrdenas-Haro con n* etapas y p
niveles y sea G* = (V* E*) el grafo transformado usando el procedimiento descrito

arriba, entonces G* tiene a lo mds 2p + 1 niveles con pn?® + n? etapas.
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Cabe enfatizar que el nimero de iteraciones para completar el proceso de podado
en G* se incrementa en un factor de 2 (una para eliminar los nodos normales y otra
iteracién adicional para eliminar los nodos convergentes).

A pesar del incremento en el nimero de iteraciones, el tiempo de ejecucién del
algoritmo se mantiene en el mismo orden. Sin embargo, se conjetura que con la trans-

formacion del modelo el andlisis del tiempo de ejecucion del algoritmo es mas sencillo.

~
—

A
+

~

2p+1

@

606666666

(b)

Figura 35. Transformacién general de las conexiones de la etapa j — 1 a la etapa j del grafo G.
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VI.1. Analisis del grafo transformado

El analisis se basa en un caso restringido del modelo de p niveles cuando Pg3 =
Pg4 = 0. Esto forma parte de un caso general del modelo con dos niveles, por lo que se
tiene que este andlisis se realiza sobre cualquier grafo del modelo de Cardenas-Haro con
p niveles, utilizando un criterio de conexiones y de grados de salida no equiprobables.

Asi, se conjetura que el numero esperado de iteraciones necesarias para finalizar el

proceso de podado en el grafo G* es de O(logn) iteraciones.
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Capitulo VII

Analisis general

En la seccion VII.1 de este capitulo se obtiene el nimero esperado de iteraciones
necesarias para finalizar el proceso de podado del grafo G = (V, E) del modelo de
Céardenas-Haro con p niveles y n? etapas. Asimismo, se establece un procedimiento
general del podado basado en las distribuciones de grados de entrada en cada iteracion
del algoritmo. Para ejemplificar dicho procedimiento, en la secciéon VIL.2 se simula
numéricamente el proceso de podado para los modelos con tres, cuatro, cinco y seis

niveles.

VII.1. Analisis del modelo de p niveles

El propésito de este analisis es determinar el factor de reduccién de los nodos con
grado de entrada cero en cada iteracién del algoritmo de Cardenas-Haro. Una vez que
no existan nodos con grado de entrada cero, entonces no existen nodos podables y el
proceso de podado finaliza.

Dada una distribucion inicial de grados de entrada en los nodos del modelo de
Cardenas-Haro, se determina la probabilidad de que cualquier nodo del grafo localizado

en la etapa j sea podable. Dicha probabilidad se denota como P(R’) y se representa
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por la siguiente ecuacion:

P(R’) = P(R")(Pg1)’" + Pro (%) "

Cuando existen uno o mas nodos escritores en el grafo el proceso de podado tarda
menos en completarse, por lo que en este analisis se supone que no existen nodos
escritores en el grafo. Asi, la probabilidad de que un nodo sea podable en la primer

etapa (denotada por P(R')) es 1 y se obtiene la siguiente expresion:

PUV) = (Pay 4 P (1)

Pro B PEO(PEl)j_l

= (P )t
(Pp1) +1—PE1 1 — Py,
Py i—1 Py
_ P (1- ) 16
1—PE1+ Bl 1 — Py (46)

Conforme j (el nimero de la etapa) se incrementa, la probabilidad de que un nodo
sea podable (denotada como P(R’)) se hace cada vez menor. Esto se debe a que j
representa la longitud de una cadena de nodos podables con grado de entrada uno
que dependen uno de otros. Esta dependencia se puede eliminar considerando un valor
promedio de las probabilidades de que un nodo con grado de entrada uno sea podable

El modelo de Cérdenas-Haro se compone de n? etapas (donde n? es el nimero de
procesadores en el DR-Mesh), por lo que el valor promedio de la posicién de un nodo

2 ., ..
en el grafo es %, por lo que la ecuacién 46 se puede expresar de la siguiente manera:

Pry

Pn2/2 A7
1 — PEl + E1 ( )

P(R) =

Note que en la ecuacién 47 ya no existe dependecia de j.
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Sea k una iteracién del algoritmo de Cardenas-Haro y sea G = (V, E) un grafo
donde dicho algoritmo se ejecuta. El factor de reduccion del grafo G en cada iteracién
k depende del grado de entrada de sus nodos. Por lo que se define a E%*) como el evento
“el grado de entrada de un nodo en la iteracién k es igual a 2”7, y a R® como el evento
“cualquier nodo localizado en la etapa j es podable en la iteracién k”.

Un nodo se considera inactivo si éste se podd en alguna iteracién, asimismo, un
nodo se considera activo en caso contrario. Sea A®*) el evento “el nodo estd activo
al final de la iteracién k”, entonces P(A®)) = 1 — P(R™). Utilizando el teorema de
probabilidad total se define la probabilidad de que un nodo se pode (o se desactive) en

la iteracion k (denotada como P(R™)) en la siguiente expresion:

k k k k

P(R®) = PR®|EMPY + PIRV|EMPY) +
k k k k

PR |EP|PE) + PI[RW|EM PE) +

PIR®|EPM P (48)

Por cada k se eliminan en G todos los nodos con grado de entrada cero (por lo que
P[RW|E®] = 1) y una parte de nodos con grado de entrada uno. Los nodos con grado
de entrada dos, tres y cuatro, no se podan pero sus distribuciones se pueden afectar (es
decir, se pueden tranformar a nodos con grado de entrada menor). Asi, la ecuacién 48

se reduce a la siguiente expresion:

P(R®) = Pi + Pl PR EY) (49)
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Despejando la ecuacion, se obtiene la probabilidad de que un nodo se pode dado

que tiene grado de entrada uno. Esto se expresa de la siguiente manera:

k

P(R®) — Py
k
Py

PRW|EP] = (50)

Sea P]g;)_) gy la probabilidad de que un nodo con grado de entrada x, en la iteracion
k, cambie a grado de entrada y en la iteraciéon k + 1, para 1 <z < 4y y < z. La
probabilidad de que un nodo con grado de entrada uno permanezca igual al finalizar

la primera iteracion se obtiene a partir de la ecuacion 50 y es:

P(R®) — Py

P ]Ejkl)—>E1 = 1=
B3

(51)

Por otro lado, los nodos con grado de entrada dos, tres y cuatro, se transforman
como se indica abajo. Note que el cambio en sus grados de entrada depende totalmente

de la probabilidad de podado de sus predecesores.

= Los nodos con grado de entrada dos se afectan al finalizar la iteracion k de la

siguiente manera:

P m = [P(R®)? (52)
Py 5 = 2P(RW)(1 - P(RW)) (53)
Py p = [1—PR®)? (54)

= Los nodos con grado de entrada tres se afectan al finalizar la iteracion k£ de la

siguiente manera:

P m = [P(R®)P (55)



Py g = 3P(RW)2(1— P(R®)) (56)
Py gy = 3P(R™)(1 - P(R®))? (57)
Pg?—»ES = [1_P(R(k)>]3 (58)

= Los nodos con grado de entrada cuatro se afectan en la iteracion k de la siguiente

maneras:

Py g = [P(RW)? (59)
Pyl g = 4PRW(1- P(RW)) (60)
Py g = G6PRM)?(1— P(RM))? (61)
Pyl py = AP(RW)(1 - P(R™))? (62)
Py py = [1—PRM) (63)

La distribucién de grados de entrada de los nodos en la iteracion k+ 1 se determina
por medio de las probabilidades de cambio de los nodos con grados de entrada dos,
tres y cuatro, dado que cada uno de ellos se encuentra activo. Asi, la probabilidad de
que un nodo tenga grado de entrada y en la iteraciéon k + 1 se define por medio del

teorema de probabilidad total de la siguiente manera:
k1 k) plk
Py = Y EIYPEL, (64)
=y

Usando la ecuacion 64 se obtiene la probabilidad de que un nodo tenga grado de

entrada cero en la iteracién k + 1, ésta se expresa como sigue:

k1 k) 1o (k k) o (k k) o (k
P éo ) = P éz)P éZ)HEO + P, 1(33)P JEJ:LEO + P, }(34)P }(34LE0 (65)
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Al sustituir las probabilidades de cambio (ecuaciones 52, 55 y 59), la ecuacién

anterior queda,
Pt = PEIP(RWY + PEIP(R®) + PR P(R®)? (66)

Siguiendo el mismo procedimiento, se obtiene la distribucion de los grados de en-

trada restantes. (Note que P,E;kl)ﬂ B0y P]gg)ﬂ go Son ambos cero.)

= Probabilidad de que un nodo tenga grado de entrada uno en la iteracién k + 1:

P = PeVPE g+ PR Py + P P + PEIPEL
= Pl = (P(R®) = Piy))/Pe)] + 2P P(RY)(1 = P(RY)) +
3Pg P(RY)* (1= P(R™)) + 4P P(RU)(1 = P(RY))
= Pi[1 = ((P(RY) = Pi)/Pi)] + (1= P(R™))

2P0 P(R®) + 3P P(R®)? + 4PJ) P(R™))?] (67)

= Probabilidad de que un nodo tenga grado de entrada dos en la iteracion k + 1:

k1 k) ok k) p(k k) ok
PGV = PRIPY) oo+ PRPY o + PR PY)

= P (1 — P(R®))? 4+ 3P% P(R®)(1 — P(RM))? +
6Pgy P(R™)2(1 — P(R®))?

= (1= P(RW))[Py) + 3P P(RY) + 6PE] P(RW)?) (68)

= Probabilidad de que un nodo tenga grado de entrada tres en la iteracién k + 1:

k1 k) 1o (k k) o (k
P é:a =P é?,)P }(33)AE3 + P p(34)P }(34)—>E3
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= Pp/(1 - P(RW))’ + 4P P(RW)(1 - P(RW))’

= (1= P(RV))* [P + 4PgI P(RY)] (69)

= Probabilidad de que un nodo tenga grado de entrada cuatro en la iteracién &+ 1:

k+1 k) (k
P 1(5’4Jr ) = P 1(E4) P 1(34)—>E4

= (1- P(RW))*Py) (70)

Se busca demostrar que la probabilidad de que un nodo tenga grado de entrada
cero se reduce en una fraccion constante en cada iteracion, por lo que el analisis se
enfoca principalmente a la ecuacién 66. Por simplificacion se factoriza dicha ecuacion

de la siguiente forma:
PR = P(RWY? PG+ PG + P +a+ 8 (71)

donde a = Pgs |(P(R)M)? — (P(R)P)?| y B = Ppy [(P(R)M)* — (P(R)®)?].

Dado que ng) + P,E;’? + Pg;) + Pg;) + ngl) = 1, entonces

PE = P(R®Y?[1 — Pgy — Pei] + a+ 3

= P(RM)P(RW)[1 = Pgy — Pma] + a+ (72)

Se sabe que P(R®) = ng)/(l - Pékl)) + Pgi/Q (ecuacion 47), al sustituir éste en el
primer factor del primer término de la derecha en la ecuacién 72 resulta:

P(R®)(Pyy) 2 k k
P — <[1 ij(kﬁ0>[1—P,gﬁ>]+P<R<k>><PJ§’?> (1= P - P PRV +
—4E1

a+ 0
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= Py [P(RY) = P(RW)?] + P(RW)(PL))"™” — P(RW)(Pg) /2% 4

a+ 0 (73)

Se tiene que (P(R)*™)2 > (P(R)®)3 > (P(R)®)* por lo que los terminos a y 3 de
la ecuacién 73 son negativos. Asimismo, para una n muy grande el termino (Pgi))”Q/ 2
es casi cero por lo que el resultado de sumar los iltimos cuatro terminos de la derecha
de la ecuacién es negativo. Asi, es posible acotar por arriba a la ecuacion 73 por lo que

resulta que,
Pt < P [P(R®) — P(R®)?] (74)

Se puede verificar que la funcién f(z) = z — 2? donde 0 < x < 1, es siempre menor

o igual a 1 (ver figura 36); si z = P(R™®), entonces

ket L
Py < P (75)

=
=
&
\
>

Figura 36. Grafica de la funcién f(z) =z — 2.

Sea X} una variable aleatoria que representa el nimero de nodos con grado de

entrada cero en la iteracién k, entonces por la ecuacién 75 se tiene que

ElXe] < B[] (76)
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Asi, el nimero de nodos con grado de entrada cero disminuye en promedio al menos

en cada iteracién; por lo que después de O(log, n) iteraciones, en

en un factor de i

promedio, no existen nodos con grado de entrada cero en el grafo.

VII.1.1. Analisis con alta probabilidad

El proceso de podado tarda més de O(logn) iteraciones para completarse cuando
existe un patrén de conexiones (denominado subred lenta) de més de logn etapas. Para
el caso de dos niveles se pudo comprobar que la probabilidad de ocurrencia de estas
redes es muy baja. Aunque conjeturamos que con alta probabilidad la subred lenta no
se presenta, no ha sido posible probarlo debido a la dificultad que presenta.

Para encontrar la probabilidad de que una subred lenta de dos niveles aparezca en

una red de p niveles, se propone la siguiente estrategia:

1. Encontrar la probabilidad de ocurrencia de una célula lenta en cada etapa de
la red. Una célula lenta es una conexion con las caracteristicas de la figura 37.
Para ello se requiere obtener el total de conexiones que se pueden generar en una
etapa. El total de conexiones depende de la alcanzabilidad de los nodos de la red,
ya que éstos sélo pueden tener grado de entrada/salida maximo de cuatro. Para
cada conexién se requiere encontrar cuantas células lentas se presentan en ella.
Con esta informacion se puede encontrar el valor esperado de células lentas por

etapas en la red.

Figura 37. Célula lenta.
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2. Después, se requiere calcular la probabilidad de que las células lentas de cada
etapa empalmen (se conecten) con otras en las etapas vecinas. El nimero de
etapas consecutivas que se conectan de esta forma debe ser mayor a O(logn)

etapas.

Conjeturamos que la parte més compleja es la nimero 1; para solucionar este pro-

blema se requieren conocimientos profundos de anélisis combinatorio.

VII.2. Simulacion numérica

En esta seccion se ejemplifica el procedimiento general mediante la simulacién
numérica del modelo de Cardenas-Haro con tres, cuatro, cinco y seis niveles. Asimismo,
se plantea el problema de la definiciéon de una distribucién inicial de grados de entrada

conforme se aumenta el nimero de niveles en el modelo.

VII.2.1. Modelo de tres niveles

En la presente seccién se obtiene el nimero de iteraciones en que finaliza el proceso
de podado de un modelo de Cardenas-Haro con tres niveles. Se asume que las posibles
conexiones por etapa son equiprobables y con base en esto se calculan las probabilidades
del grado de entrada de los nodos del modelo de Cardenas-Haro.

Existen 4% = 64 posibles combinaciones de grado de salida en la etapa j — 1y
29 posibles patrones de conexién de la etapa j — 1 a la etapa j, que representan los
eventos elementales de un conjunto de muestreo. Cada nodo en la etapa j — 1 tiene uno
de cuatro posibles grados de salida (0, 1, 2 6 3) y cada etapa consiste de tres nodos.
Inicialmente, el analisis se enfoca al criterio de grados de salida equiprobables.

Sea (Y71 una posible combinacién de grados de salida en la etapa j — 1, donde x,

x7y7z

y, z representan el grado de salida de los nodos vy ;_1, v2j—1 y v3—1, respectivamente,
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en la etapa j — 1 del modelo para 0 < z,y, 2 < 3. En la tabla IX se muestran cada uno
de estos eventos de combinacién de grados de salida (denotadas por Ev.) del modelo
con tres niveles.

A continuacion se obtiene la probabilidad de que un nodo en la etapa j tenga grado
de entrada cero, uno, dos o tres (denotados por PL,, PL,, Phy y P, respectivamente).
Para ello se utiliza el teorema de probabilidad total expresado en la ecuacién 77 y cuyas

probabilidades condicionales se muestran en las tablas X y XI.

Pp. = P(El) = P(Cy")P(ELCE,") + P(C31 ) P(ELCE,") +

.+ P(C3,NP(EICY,Y) (77)

Al sustituir los valores de las tablas para determinar los grados de entrada de los

nodos, se tienen las siguientes expresiones:

< 27 54 27 36 36
Pgy = 27P50+ 27P50P31+ 27P50P52+ 27PSOP51+ 27PSOP51P52+
9 8 12 6 1

= PsoP+ — P2, + —= P3P Pg P2, + — P} 78
57150 52+ 57 s1+27 S1 S2+27 S1 52"‘275 (78)

, 27 54 81 36 90
Pl = 27P50P31 + 27P50PS2 + 27P30PS3 + 27PSOP51 + 27PSOPSIP52 +
108 36 12 36 27

—— PsoPs1 Ps3 + — Psg P2y + 27P51 + 27P51P53 + 5

27 27
9 36 54 6
27PS2PSS + 27P51P52P53 + 27P50P52P33 + 27P52 (79)

P51PSQ+
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Ply = o PouPsiPss + o2 PsoPsiPss + o-PsoPhy + o PsoPsaPos + oo Poo Py +
i;PSUPSZi + 267P51 + g;P51PS2 + ;;PSIPS2 + 2$PSIPS3 + 2$PSIP52 +
;(Z 51Ps2Ps3 + ;;lpmpgg + ;31352 + 2$P52P53 + §ZPS2P53 (80)
Ply = 27P51 + 267P51PS2 + 297P51P5'3 + 7PSIPS2 + 2$PSIPS2PS3 +
gzpslpss + 231352]353 + gipwpss + zzpss + 287P52 (81)

Tabla IX. Eventos de combinacién de grados de salida en la etapa j — 1 del modelo con tres niveles.

Ev. Prob. Ev. Prob. Ev. Prob. Ev. Prob.
C'071 PS'O’O Coi1 P§OP51 C'071 P§0PS2 Coi1 P§0PS3
iy 1 P%Psi | Ci1) 1 PsoP%, | O, 1 PsoPs1 Psy | O3] 1 PsoPs1 Ps3
Clo: 2 P%Ps: | ClLE 2 PsoPs1 Psa | C3 5 2 Pso P2, | Cl5t 2 PsoPs3 Ps3
Coo:s P Pss | ClL L3 PsoPs1Pss | Clas | PsoPs2Pss 0033 Ps P3,
Cloo P3yPsy 0110 Pso P, 01510 PsoPs1Ps2 0130 PsoPs1Ps3
0101 PSOP§1 0111 Pg1 C'121 P§1PS2 C(131 P§1PS3
0102 PsoPs1 Pso 0112 P%, P, C'122 Pg, P3, 0132 Ps1 P Pss3
0103 PsoPs1Pss3 C113 P%, Pss 0123 Ps1Ps2Ps3 C133 Ps, P,
Clo. 0 P%Ps: | Ci1l 0 PgoPs1 Psy | O3 0 PsoP%, | Oy 0 PsoPs2 Ps3
0201 PSOP31PSQ 0211 P§1P52 C’221 PS1P§2 0231 P51P52PS3
C'202 PsoP3, 0212 Pg Pg, 0222 Pg, 0232 P3yPs3
C'203 PsoPs2 Ps3 0213 Ps1Ps2 Ps3 C'223 P%,Pss 0233 Psy P,
C’30 0 P§0P53 C(3 1 0 PSOP51PSS CY3 2 o PSOPSQPS3 Cg 30 PSOP§3
C'301 PsoPs1 Ps3 | C31) 1 P3, Pss C'321 Pg1 Ps3 Ps3 0331 Ps1 Pgy
Cs: 2 PgoPs2Ps3 | O 2 Pg1 PsyPsy | O35 2 P%Ps; | Clst 2 Pss P,
0303 Psopgzs 0313 PSIP§3 C'323 PS2P§3 C(333 Pg?)




Tabla X. Probabilidades condicionales de un modelo con tres niveles.

GE cero GE uno GE dos GE tres
P(E]|Cooo) =1 P(Ej|0000) =0 P(E]|Cooo) =0 P(EJ|0000) 0
P(E]‘ 001):§ P(E]| 001)2% P(EJ’ 001):O P(E]| 001) 0
P(E]|COO2) :% P(E]|0002) :§ P(E]’Cooz) =0 P(E]|Cooz) =0
P(Ej| 003):0 P(Ej| 003):1 P<EJ| 003)20 P(EJ| 003):0
P(Ej|0010) :§ P(E]|0010) :% P<E]’COIO) =0 P(EJ|0010) =0
P(Ej| 011):% P(EJ| 011)23 P(Ej| 011):% P(Ej| 011):0
P(EJ| 012)23 P<E]| 012)23 P(Ej| 012)23 P(EJ| 012):0
P(E]| 013):0 P(E]| 013):§ P(EJ| 013):% P(EJ| 013):0
P(E]‘ 020):% P(E]| 020):§ P(E]’ 020)20 P(E]| 020):O
P(E]|0021) 23 P(EJ|C()21) :3 P(E]|C021) :é P(E]|Coz1) =0
P(EJ| 022):% P<E]| 022)23 P(EJ| 022):% P(EJ| 022):0
P(E]’COZZ’)) =0 P<E]|Co23) :% P(EJ’CO23) :§ P(E]|0023) =0
P(Eolco ):0 P(El‘CO ):1 P(E2’Co ):O P(E3|Co ):0
P(EJ|OO31) =0 P(EJ|OO31) :§ P(Ej|0031) :% P(EJ|0031) =0
P(E]| 032):0 P(E]| 032):% P(EJ| 032):% P(EJ| 032):0
P(EJ’COSZS) =0 P(E3\0033) =0 P(EJ’CO?)?:) =1 P(Ej|0033) =0
P(E0|C1 ):g P(E1|Cl ):é P(E2’01 ):0 P(E3|Cl ):0
P(EJ|0101) :% P(E]|0101) :% P(EJ|0101) :% P(EJ|0101) =0
P(E]‘OIOZ) :% P(E]|0102) =8 P(EJ|C102) :% P(EJ|C102) =0
P(Ejlclos) =0 P<E]|0103) =§ P(EJ|0103) :% P(Ej|0103) =0
P(Ej|0110) :% P<E]|0110> :% P(Ej|011o) :% P(EJ|0110) =0
P(E]|0111) - 2% P(E]|0111) = % (EJ|C111) - 2% P<E]|C111) %
P(E]‘CIIQ) - % P(E]’an) - % (E]‘C112) - 2% P(EJ’an) - 22_7

(Ej|0113):0 P<EJ|0113)23 (E]|0113):§ (E]|C113>:$
(Ej|0120):% P(E]|0120):g (EJ|0120):% (EJ|0120):0
(E]‘Clu):% P(E]10121)=£ (Ej‘clu) 2% (E]’CIQI) 22_7
(E]‘Cl22) % P(EJ’CIQQ):% (E]|C122):% (EJ’CMQ):%
P(Ej|0123) =0 P(EJ|0123) =§ P(EJ|0123) :8 P(EJ|C123> :%
P(E]|Cl30) =0 P(Ej|0130) =0 P(EJ|C130) :§ P(E]|Cl30) :é
P(E]‘Clzn) :% P(E]|Cl31) :§ P(E]’Cun) =0 P(E]|C131) =0
P(E]|C132) :ﬁ P(EJ|0132) :3 P(E]|Cl32) % P(E]|0132) =0
P(EJ|0133) :% P(E]|0133) :% P(EJ|0133) % P(EJ|C133) =0
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Tabla XI. Probabilidades condicionales de un modelo con tres niveles (Cont).

GE cero GE uno GE dos GE tres
P(Ej‘Czoo) % P(EJ| 200):§ P(E2’C2 ):O P(E3|C27 ) 0
P(EJ|0201) 23 P(E]|O201> =8 P(Ej|0201) :% P(EJ|0201)
P(EJ|C202):% P<E]| 202)23 P(EJ| 202):% P(EJ| 202):0
P(E]’Cms) =0 P(E]|C203) :% P(EJ|C203) :§ P(EJ|0203) =0
P(E0|C2 )23 P<E1|C2 ):g P(E2|CQ )23 P(E3|CQ ):0
P(EJ|C211) - 2% P(EJ|C211) = % (EJ|C211) - 2% P(EJ|0211) 22_7
P(E]|0212):217 P(E]| 212):% (Ej|0212):;—3 P<E]| 212):24—7

(E]’Cm:&) = (1) (EJ|C213) - § (E]|0213) = § ((E]||0213; - %
(E0|CQ ):§ (E1|Cz ):g (E2|02 ):g E3 C'2 =0
(E]|0221):2% (E]|C221):% (EJ|O221):§% (E]|0221) 247
(E]‘sz) % (E]’ 222):% (Ej‘czn):;% (E]’ 222):%
PEE;;CQQS; =0 PEEjICmg; = % PEEZICw?,i = § P((EJ||((::223; =1
P(E, 230:0 P(E 23025 P(E 23025 PE32 =0
P(E]’le) =0 P(E]|C231) :% P(EJ|0231) 28 P(E]|0231) :%
P(E}|Clsy) =0 | P(E{|CL3) = 1 | P(EJCLL) = & | P(EJICL)) = 2
P(EJ|0233) =0 P(E]|0233) =0 P(E]|C233) :% P(EJ|C233> :§
P(E]| 300):0 P(Ej| 300):1 P(E]| 300):O P(EJ| 300):0
P(E]’C301) =0 P<E]|C301) =§ P(E]’CZiOl) :% P(E]‘C?)Ol) =0
P(EJ’ 302):0 P<EJ| 302):% P(E]| 302):§ P(EJ| 302):0
P(EJ|C303) =0 P(EJ|C303) =0 P(E]|O3o3) =1 P(EJ|C303) =0
P(E]| 310):0 P(E]| 310):§ P(EJ| 310):% P(EJ| 310):0
P(E0’C3 ):0 P(E1|C3 ):g P(E2|C3 ):% P(E3|C3 ):é
P(Ej| 312):0 P<E]| 312)23 P(EJ| 312)28 P(E]| 312)23
P(Ej|0313) =0 P(EJ|C313) =0 P(EJ|C313) :§ P(E]|03,1,3) :%
P(E]’ 320):0 P<E]| 320):% P(EJ’ 320):§ P(E]| 320):0
P(E}|Ci3,) =0 | P(E{|Ci50) =3 | P(E3|C350) = § | P(ES|CY,,) = 3
P(Ej| 322):0 P(E]| 322):% P(EJ| 322):% P(E]| 322)23
P(E]| 323):0 P(Ej| 323)20 P(EJ| 323):% P(E]| 323):§
P(EJ’ 330):0 P(EJ‘ 330):0 P(EJ’ 330):1 P(Ej| 330):0
P(Ej|Cls1) =0 | P(E{|Ci51) =0 | P(E}|Ci51) =5 | P(E3[Cis) = 3
P(E]|0332) =0 P(EJ|O332) =0 P(EJ|C332) :% P(E]|0332) 23
P(E]’ 333):0 P(Ej‘ 333)20 P(E]’ 333):0 P(Ej| 333):1
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_ _ _ _ 1 . . . .
Al establecer Psy = Psy = Psy = Ps3 = ; en las ecuaciones anteriores, la distri-

bucién de grados de entrada de los nodos para el modelo de Cardenas-Haro con tres

niveles, queda:

' 1
PJZJO = g (82)
Pho= ()
Pl = 2 (34)
8
} 1
Pég = S (85)

El niimero de operaciones para obtener la distribucién de grados de entrada en
modelos con niveles mayores a tres, se eleva sustancialmente. Por lo que la utilizacién
del criterio de grados de salida equiprobables no es factible para estos casos. Por ejem-
plo, en un modelo con cuatro niveles se necesitarfan definir 5* = 625 combinaciones
de grados de salida, lo cual es complicado. En el caso de los modelos con cinco y seis
niveles se requieren de 5° = 3,125 y 55 = 15,625 combinaciones, respectivamente.
Por esta razoén, para los modelos con cuatro, cinco y seis niveles, se utiliza el criterio
de conexiones equiprobables para obtener la distribuciéon de grados de entrada de los
nodos.

En este caso, existen tres niveles en el modelo, por lo que los nodos solo pueden
tener un grado de entrada/salida menor a 3 y ngf = 0. Dada una distribucién inicial
de grados de entrada, la probabilidad de que un nodo sea podable se define por la
ecuacion 47, por lo que en la primera iteracién P(RM) = L.

En la tabla XII se resumen los resultados de todas las iteraciones. La iteraciéon 1
representa la distribucién inicial de grados de entrada de los nodos en la cual no se ha

aplicado ninguna iteraciéon de podado. Se observa que los resultados tienden a generar
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Tabla XII. Resultados de iteraciones en el modelo de tres niveles.

Iteraciéon PEO PEI PE2 PE3 P(R(k))
1 0.125 0.375 | 0.375 | 0.125 0.2
2 0.016 0.432 | 0.288 | 0.064 | 0.0282
3 2.30E-04 | 0.4357 | 0.2771 | 0.0587 | 4.08E-04
4 4.60E-08 | 0.4358 | 0.277 | 0.0587 | 8.16E-08
5 1.84E-15 | 0.4358 | 0.277 | 0.0587 | 3.27E-15
6 2.96E-30 | 0.4358 | 0.277 | 0.0587 | 5.24E-30

cada vez menos nodos podables de manera rapida. Asi, la probabilidad de podado es
cada vez menor en cada iteracion.

Para calcular el momento en que el proceso de podado finaliza, se asigna un valor de
e = 1/(3n?) y se monitorea el momento en que Pgg < €. Esta condicién es equivalente
a encontrar la iteracion en que la probabilidad de que haya menos de un nodo con
grado de entrada cero en el grafo. Para n = 1,000,000 se tiene que ¢ = 3.33E-13 por
lo que se requieren de 4 iteraciones. Asimismo, para n = 1,000, 000, 000 se tiene que €

= 3.33E-19 y el niimero de iteraciones s6lo aumenta en uno al anterior.

VII.2.2. Modelo de cuatro, cinco y seis niveles

En este trabajo de tesis se han estudiado dos criterios para modelar un patrén de
conexiones reales: las conexiones equiprobables y los grados de salida equiprobables.
Ambos criterios se utilizan para calcular la distribucién del grado de entrada en cada
nodo del modelo de Cardenas-Haro y con ambos se obtuvo el mismo resultado para
el caso de dos niveles. Esto no implica que la obtencién de esos resultados requiera el
mismo esfuerzo computacional.

Aqui se presentan los resultados del analisis de los modelos con cuatro, cinco y
seis niveles, utilizando el criterio de conexiones equiprobables. Por cada nodo existen

a lo mas 2* = 16 patrones de conexién (aunque en forma global existen 2'¢ patrones
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de conexion entre la etapa j — 1 y j). Asi, para obtener el correspondiente grado de
entrada, se etiquetan las cuatro posibles aristas de entrada de un nodo z, provenientes

de los nodos de la etapa anterior (ver figura 38).

Figura 38. Posibles aristas de entrada de un nodo = en el modelo de Cardenas-Haro con cuatro niveles.

Las siguientes condiciones determinan las distribuciones de los grados de entrada:

1. El nodo z tiene grado de entrada cero cuando a, b, ¢ y d son iguales a cero, de

aqui que Pgy = 1—16.

2. El nodo z tiene grado de entrada uno cuando a+b+c+d = 1. Existen 4 patrones

de conexiones que cumplen esta condicién. De aqui que Pg; = 1%,.

3. El nodo zx tiene grado de entrada dos si a + b+ ¢+ d = 2. Existen 6 patrones de

conexiones con esta restriccién, quedando Pgy = 1%.

4. El nodo zx tiene grado de entrada tres si a + b+ c+ d = 3. Existen 4 patrones de

conexiones, por lo que queda que Pgs = %.

5. El nodo z tiene grado de entrada cuatro sia +b+c+d =4. Asi Pgy = %.

El problema ahora radica en obtener el niimero de posibles patrones de conexion
para asi conocer la distribucion inicial de grados de entrada del grafo con niveles mayo-

res a cuatro. La limitante principal es la restriccién de que los grados de entrada/salida
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deben ser menores o iguales a cuatro. Sin embargo, esto no repercute en la indepen-
dencia entre etapas ya que los grados de salida no se afectan por los grados de entrada
anteriores.

Dado que hay cinco posibles grados de entrada (cero, uno, dos, tres y cuatro) por
nodo, existen 57 eventos elementales (donde el niimero p de niveles es constante). Estos
representan las posibles combinaciones de grados de salida en la etapa j — 1 y calcular
cada una de ellas resulta impractico.

Para obtener las distribuciones iniciales de grados de entrada, para los modelos con
niveles cinco y seis, se realizé6 un programa en ANSI C que determina mediante una
buisqueda exhaustiva el nimero de conexiones posibles entre la etapa j — 1 a la etapa

J de ambos modelos. Los resultados se muestran en las tablas XIIT y XIV.

Tabla XIII. Distribucién de grados de entrada del modelo de Cardenas-Haro con cinco niveles.

Grado de entrada | No. de Nodos | Probabilidad
1 923,521 0.0369
2 4,364,480 0.1746
3 8,246,720 0.3299
4 7,787,680 0.3115
5 3,675,520 0.1471

Tabla XIV. Distribucién de grados de entrada del modelo de Cardenas-Haro con seis niveles.

Grado de entrada | No. de Nodos | Probabilidad
1 3,256,794,606 0.025528401
16,825,274,856 0.131885005
36,792,767,790 0.288400302
42,788,517,120 0.335398014
27,911,989,890 0.218788278

O = W N
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Conforme el niimero de niveles crece, existe un mayor nimero de enlaces de la
etapa j a la etapa j + 1. Esto trae consigo un fenémeno de homogenizaciéon en la
distribucion del grado de entrada en las etapas, de tal forma que el grado de entrada
de los nodos tiende a ser el promedio del nimero de enlaces entre el nimero de nodos
y las probabilidades de que un nodo tenga grado de entrada cero o cuatro son cada vez
menores; asi, existen cada vez menos nodos podables. La figura 39 ilustra la tendencia
de las distribuciones de nodos con grado de entrada cero en base al nimero de niveles
del modelo. Esta tendencia ocurre también en cada cada iteracién; se conjetura que
el nimero de iteraciones disminuye a medida que p aumenta, entonces el tiempo de

ejecucién promedio es cada vez menor que O(logn).

Pr(GEO)

0.07

0.06

0.05

0.04 \\

0.03 —

0.02

0.01

4 niveles 5 niveles 6 niveles

Figura 39. Gréifica que muestra la tendencia de la probabilidad de ocurrencia de nodos con grado de
entrada cero de los modelos de cuatro, cinco y seis niveles.

Una vez que se obtiene la distribucién de los grados de entrada de los nodos, se
procede a analizar la forma en que éstos cambian en cada iteracion y cudl es la tendencia

de podabilidad.
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En la tabla XV se muestran los resultados de las iteraciones en el modelo de cuatro

niveles.
Tabla XV. Resultados de iteraciones en el modelo de cuatro niveles.

Iteracién | Pg Pry Pry Pps Ppy P(RW)
1 0.0625 0.25 0.375 0.25 0.0625 0.0833
2 0.0028 | 0.2914 | 0.3698 | 0.2086 | 0.0441 0.0039
3 5.59E-06 | 0.2931 | 0.3694 | 0.2069 | 0.0434 | 7.91E-06
4 2.31E-11 | 0.2931 | 0.3694 | 0.2069 | 4.34E-02 | 3.27E-11
5 3.94E-22 | 0.2931 | 0.3694 | 0.2069 | 4.34E-02 | 5.57E-22

Se observa que existe una tendencia de disminuir cada vez mas rapido la distri-
buciéon de nodos con grado de entrada cero. Para n = 1,000,000 se tiene un € =
1/(4n?)=2.50E-13 para el cual en promedio se requieren de 3 iteraciones para finalizar

el proceso de podado. Asimismo, para n = 1,000,000, 000 el nimero de iteraciones se

mantiene.

Tabla XVI. Resultados de iteraciones en el modelo de cinco niveles.

Iteracién | Pg Pp1 Py Pps Ppy | P(RW)
1 0.0369 | 0.1746 | 0.3299 | 0.3115 | 0.1471 | 0.0447
2 6.88E-04 | 0.1968 | 0.3408 | 0.2945 | 0.1225 | 8.56E-04
3 2.50E-07 | 0.1972 | 0.341 | 0.2942 | 0.1221 | 3.11E-07
4 3.31E-14 | 0.1972 | 0.341 | 0.2942 | 0.1221 | 4.12E-14
5) 5.79E-28 | 0.1972 | 0.341 | 0.2942 | 0.1221 | 7.21E-28

Por otro lado, las tablas XVI y XVII muestran la distribucién de entrada de los
nodos en cada iteracion de los modelos con cinco y seis niveles, respectivamente.

En el caso del modelo con cinco niveles con n =1,000,000 etapas, se tiene un € =
1/(5n?)=2.00E-13 y se requieren 3 iteraciones en promedio para finalizar el proceso de

podado. Utilizando n =1,000,000,000 etapas se requieren de 4 iteraciones en promedio.
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Tabla XVII. Resultados de iteraciones en el modelo de seis niveles.

Iteracién PEO PEI PE2 PE3 PE4 P(R(k))
1 0.025528 | 0.131885 | 0.288400 | 0.335398 | 0.218788 | 0.0294
2 2.58E-04 | 0.1453 0.3006 0.3302 0.1942 | 3.02E-04
3 2.74E-08 | 0.1455 0.3007 0.3301 0.1939 | 3.21E-08
4 3.10E-16 | 0.1455 0.3007 0.3301 0.1939 | 3.62E-16
) 3.95E-32 | 0.1455 0.3007 0.3301 0.1939 | 4.62E-32

Finalmente, el modelo con seis niveles utiliza el mismo nimero de iteraciones que el
modelo con cinco niveles. Se observa que estos resultados concuerdan con los obtenidos

por Cardenas-Haro.
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Capitulo VIII

Conclusiones y trabajo futuro

Cardenas-Haro desarrollé un algoritmo que reproduce el comportamiento de un ci-
clo de maquina de un DR-Mesh de N x N procesadores en un LR-Mesh de O(N x N)
procesadores [Cardenas-Haro, 2001]. La simulacién més rapida conocida de este tipo se
ejecuta en O(logn) u.t. con O(N'?) procesadores [Trahan et al., 1997]. En su trabajo
Cardenas-Haro obtiene un uso eficiente de recursos, ya que utiliza O(N x N) procesa-
dores. Sin embargo, aunque sus resultados muestran un algoritmo bastante rapido no
hace un anélisis formal del mismo, por lo que en el presente trabajo de tesis se obtiene
el tiempo de ejecucion promedio del algoritmo de Cardenas-Haro.

En este capitulo se presentan los resultados y conclusiones del presente trabajo de

tesis y se proponen nuevas actividades y problematicas a resolver.

VIII.1. Conclusiones

Antes de poder analizar un algoritmo, es necesario tener un modelo con el que se
puedan cuantificar los recursos computacionales que dicho algoritmo requiera. En esta
tesis se hace una evaluacién cualitativa del modelo de Cardenas-Haro, que consiste
en determinar si éste representa fielmente un patron de conexiones de un DR-Mesh,
basandose en caracteisticas tales como: regularidad, nimero de nodos, alcanzabilidad,

distribucién del grado de entrada/salida de los nodos y didmetro del modelo.
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Los resultados de la evaluaciéon muestran que el modelo original de Cardenas-Haro
es una buena representacion de un patrén de conexiones reales (ver seccién IV.3) a pesar
de que puede presentar conexiones que no existen en un patréon de conexiones reales. Sin
embargo, al definir conexiones equiprobables en el modelo se obtiene una distribucién
de grados de entrada/salida més justa que permite una representacion general del
patrén de conexiones reales. Con base en los criterios de comparacion definidos, se
concluye que el modelo de Cardenas-Haro bajo el criterio de conexiones equiprobables
se aproxima satisfactoriamente a cualquier patrén de conexiones reales.

Se encontrd en este estudio que el tiempo de ejecucién del algoritmo de Cardenas-
Haro se encuentra acotado por el tiempo de terminacion del proceso de podado. Una
vez que el proceso de podado finaliza, la propagacion del dato se realiza en una sola
iteracion (Ver seccion I11.2).

El tiempo esperado del proceso de podado del modelo de Cardenas-Haro con dos
niveles es de a lo mas O(log N) u.t. con alta probabilidad, esto ocurre cuando la pro-
babilidad de que un nodo tenga grado de entrada cero y dos es la misma. Cuando
estas probabilidades son distintas (Pgo # Pg2) se observa que el tiempo de ejecucion
es mucho menor y se conjetura que para este caso el proceso de podado finaliza en
O(loglog N) u.t.

Para corroborar lo anterior, se realizé una simulacién numérica en Matlab para
modelos de dos niveles con etapas de 100, 10,000 y 1,000,000. Las figuras 30, 31 y 32
muestran un mayor numero de iteraciones cuando los grados de entrada cero y dos
son iguales. La mayor parte del area que se observa, es menor a ese comportamiento y
representa el caso en el que los grados de salida y las conexiones no son equiprobables.

En el caso del modelo con p niveles y n? etapas, se tiene que el ntiimero esperado

de iteraciones para completar el proceso de podado es de O(log N). Se conjetura que



96

esto ocurre con alta probabilidad, pero debido a la complejidad del andlisis esto no se
demuestra, sin embargo en la secciéon VII.1.1 se propone una estrategia para resolverlo.
Por otro lado, se simulé6 numericamente a los modelos con tres cuatro, cinco y seis
niveles; puede observarse que conforme el nimero de niveles incrementa el nimero de
iteraciones es menor. Estos resultados concuerdan con los obtenidos por Cardenas-Haro
en sus simulaciones.

Finalmente, se concluye que el tiempo de ejecuciéon promedio de la simulacién de
un DR-Mesh aciclico en un LR-Mesh es de a lo mas O(log N) u.t. con O(N x N)

procesadores. Esta simulacion es la mas eficiente en su tipo.

VIII.2. Trabajo futuro

Como trabajo futuro se contempla analizar el tiempo de ejecuciéon promedio con
alta probabilidad del algoritmo basado en un modelo con p niveles. Asimismo, se efec-
tuard este andlisis con base en el modelo transformado (en el que el grado de entra-
da/salida maximo de cada nodo es dos) del capitulo VI.

Por otro lado, es interesante analizar el caso cuando el DR-Mesh tiene ciclos y se
determinara su poder computacional con respecto al DR-Mesh aciclico.

Una linea de investigacién interesante se desprende de la evaluacién de la mode-
lacién en grafos; por lo que se evaluaran y ampliaran los criterios de comparacion
propuestos, asi como generalizar su utilizacién para otro tipo de aplicaciones.

Finalmente, se obtendra el niimero de posibles conexiones en base al ntimero de
niveles del modelo (bajo el criterio de conexiones equiprobables); para ello, se utilizaran
técnicas de conteo y de combinatoria para determinar una ecuacién que represente dicha

dependencia.
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