1$ OSNOVE MEHANIKE FLUIDA
1$.1 UVOD

Kada su brzine strujanja fluida u fluidnom polju mnogo manje od brzine zvuka V < g,
odnosno kada je Machov broj manji od jedinice (Ma < 1) strujanje se moglo smatrati
nestlac¢ivim. U velikom broju primjena, posebno u zrakoplovstvu, promjene tlaka fluida su
Znatne pa se promjena gustoce mora uzeti u obzir. Primjeri takvih primjena su: strujanje zraka
oko aeroprofila s velikim podzvu¢nim brzinama, strujanje ispusnih plinova iz konusa mlaznog
motora, strujanje ulja u elektrohidraulickim sustavima za upravljanje pokretnim povrSinama,
strujanje oko Pitot staticke cijevi i drugi. Strujanje s velikim promjenama tlaka uzrokuje i
promjenu temperature te dolazi do izmjene toplinske energije. Zato je potrebno uzeti u obzir i
ostale fundamentalne zakone: prvi i drugi zakon termodinamike, jednadzbu stanja kao i
relevantne osobine fluida (stlacivost, toplinska provodljivost, specificne topline, unutarnja
energija, entalpija, entropija) ¢ija promjena nije bila znaCajna kod strujanja s malim brzinama
(nestlaciv fluid).

Op¢i slucaj trodimenzionalnog strujanja viskoznog fluida je kompleksan i izvan okvira
ovog teksta. Ovdje je prouceno osnovno neviskozno jednodimenzionalno i dvodimenzionalno
strujanje relevantno primjenama strujanja oko aeroprofila i unutar kanala. Fluid koji struji ima
osobine savrSenog plina, tj. plina kod koga se mogu zanemariti sile medumolekularnog
djelovanja. To se dogada ako su molekule plina na dovoljnom medusobnom odstojanju, vec¢em
od deset promjera molekule. Istovremeno odstojanje izmedu molekula, zapravo odstojanje
izmedu dva uzastopna sudara, mora biti malo u poredenju s karakteristicnom dimenzijom objekta
oko koga se promatra strujanje (npr. tetiva aeroprofila) da se ne ugrozi temeljna pretpostavka o
kontinuiranosti fluida. Zrak kao osnovni fluid aerodinamike moZe se smatrati savrSenim plinom
ako temperatura nije velika.

1$.2 JEDNADZBA STANJA

Jednadzba stanja je odraz termodinamicke ravnoteZe izmedu pojedinih veli¢ina stanja
(osobina) fluida u stanju mirovanja ili gibanja Cestice. Za savrSen fluid jednadzba stanja ima
oblik

__r
p=rs (1$.2.1)

gdje su: p — tlak izraZavan u apsolutnim jedinicama N/m* T - temperatura izraZavana u
stupnjevima kelvina; R — plinska konstanta ¢ija vrijednost zavisi od prirode plina. Za zrak
plinska konstanta ima vrijednost

R =287,053 N-m/kg-K (15$.2.2)

Alternativno ako se Koristi specifi¢ni obujam v = 1/p, jednadzba (1$.2.1) ima oblik
p-v=R-T (1$.2.3)

U SI sustavu jednica specifi¢ni obujam se izrazava u m3/kg. Sve veli¢ine u jednadzbama (1$.2.1)
i (1$.2.3) su staticke vrijednosti dobivene od promatraca koji se giba brzinom fluida.

1$.3 JEDNADZBA KONTINUITETA

Jednadzba kontinuiteta je posljedica primjene zakona o odrZanju mase na masu fluida
unutar grani¢ne povrSine S. Grani¢na povrSina S se definira kao zamisljena povrSina fiksna u



polju fluida koja obuhvacéa zapreminu V i kroz koju moZe proticati fluid. U opéem slucaju
jednadZba kontinuiteta napisana u integralnom obliku se piSe kao (xxxxx)

P I
&—jp-dvﬂp-v-dszo (1$.3.1)
tV S

gdje prvi ¢lan oznacava brzinu promjene mase fluida u promatranoj zapremini V, a drugi ukupni
maseni protok fluida koji prolazi kroz povrSinu S. Jednadzba (1$.3.1) se moZe primjeniti na
beskona¢no malu zapreminu dV i kona¢nu zapreminu V strujne cijevi (slika 1$.3.1.)

Povrsina Povrsina S
Zapremina V

a) b)

Slika 1$.3.1. Zapremina strujne cijevi
a) beskona¢no mala 8V
b) konacna V

Za stacionarno uniformno strujanje fluida primjena jednadzbe (1$.3.1) na zapreminu dV daje
0-(p-V-A)+(p+dp)-(V+dV)-(A+da)=0 (1$.3.2)

Poslije mnoZenja i zanemarivanja ¢lanova viSeg reda (€) dobiva se
—+—+—=0 (1$.3.3)

Jednadzba (1$.3.3) naziva se diferencijalnom jednadZzbom kontinuiteta za stacionarno
jednodimenzionalno strujanje stlac¢ivog fluida. Primjena jednadzbe (1$.3.1) na konacnu
zapreminu daje

ili posto je maseni protok definiran kao = p-V - A jednadzba (1$.3.4) mozZe se pisati i kao
m=p,-V,-A =p,-V, A, =const. (1$.3.5)

Jednad7ba (1$.3.5) naziva se integralnom jednadZbom kontinuiteta za stacionarno,
jednodimenzionalno strujanje stlac¢ivog fluida.



1$.4 JEDNADZBA PROMIJENE KOLICINE GIBANJA

Jednadzba promjene koli¢ine gibanja ili osnovna jednadZba dinamike fluida dobiva se
primjenom drugog Newtonovog zakona na masu fluida unutar zamisljene povrsine S, fiksne u
prostoru fluidnog polja koja obuhvaéa zapreminu V. Na slici 1$.4.1. je pokazana povrSina S koja
obuhvaca zapreminu V. PovrSina S je u opfem slucaju takva da jednim dijelom presjeca strujne
linije, drugim tangira grani¢ne povrSine fluidnog polja, a moZe i sje¢i ¢vrstu konturu.

+

Slika 1$.4.1. ZamiSljena povrsina S obuhvaca promatranu fluidnu masu

Jednadzba promjene koli¢ine gibanja u integralnom obliku je prema (Xxxxx)
d - - I - _
—[pV-av+[V.p-(V-dS)=[p-b-dV +[7-dS (1$.4.1)
Ity s v s

Prvi ¢lan s lijeve strane oznacava brzinu promjene koliine gibanja mase unutar povrSine S. Ako
je strujanje stacionarno, ovaj clan jednak je nuli. Drugi ¢lan predstavlja promjenu kolicine
gibanja uslijed promjene brzine fluida pri prolasku kroz povrSinu S. Prvi ¢lan s desne strane

oznacava rezultantu vanjskih sila kada su iste definirane po jedinici mase s b (gravitacija,
elektromagnetske). Posljednji integral u jednadzbi (1$.4.1) oznacava povrSinske sile, sile kojima
okolina preko povrS§ine S djeluje na promatranu masu unutar povrsine S.

Neka se sada jednadzba (1$.4.1) primjeni na beskona¢no malu zapreminu dV kao dijela
strujne cijevi shematski prikazane na slici 1$.4.2.
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Slika 1$.4.2. Sile na elementarnu zapreminu



Pod pretpostavkama: stacionarno strujanje, jednodimenzionalno, zanemarive vanjske masene sile
b =0 i neviskozno strujanje, jednadzba (1$.4.1) mozZe se napisati

0+(V+dV)-(p+dp)-(A+dA) -(V+dV) -V - p-A-V =

1$.4.2
= p‘A—(p+dp)‘(A+dA)+(p+d7pj-dA (1542

Lijeva strana jednadzbe (1$.4.2) predstavlja brzinu promjene koli¢ine gibanja, a desna djelovanje
povrsinskih sila. Sila kojom kontura djeluje na fluid unutar povrsine data je s (p + dp/2) - dA gdje
(p + dp/2) predstavlja srednju vrijednost tlaka, a dA povecanje povrSine u promatranom pravcu
gibanja. Koristenjem jednadzbe kontinuiteta (13$.3.2) jednadzba (1$.4.2) se moZe pisati

dp-dA
Vop-A(V+dV)-V-p-AV=p-A—(p-A+p-dA+A-dp+dp-dA)— p-dA— >
ili poslije sredivanja i zanemarivanja malih &lanova viSeg reda (£°) dobiva se
—-p-V-dV =dp (1$.4.3)
ili u obliku
d v?
Yo 2

S obzirom na pretpostavke, jednadzba (1$.4.2) predstavlja diferencijalnu jednadzbu promjene
koli¢ine gibanja za stacionarno, jednodimenzionalno gibanje stlac¢ivog i neviskoznog fluida u
polju sa zanemarivim vanjskim silama.

Ako se jednadzba (1$.4.1) primjeni na konac¢an obujam kao na slici 1$.4.3 dobiva se

i, Vy =ity -V, ==p,- A = py - A, + Fy (1$.4.5)

gdje m oznatava maseni protok u odgovarajuéem presjeku, a F x silu kojom ¢vrsta kontura
djeluje na fluid preko dijela povrSine S koji se poklapa sa ¢vrstom konturom.

Slika 1$.4.3. Sile na kona¢nu zapreminu



U slucaju kada su ulazni presjek i brzina, te izlazni presjek i brzina paralelni (promatrano
vektorski) vektorska jednadzba (1$.4.5) moZe se zamijeniti skalarnom

1$.5 JEDNADZBA ENERGIJE

Jednadzba energije je posljedica primjene (prvog zakona termodinamike) zakona o
odrzanju energije. U formulaciji podjele sistem — okolina zakon o odrZanju energije ima oblik

(d—Ej =0-L 1$.5.1
dt SIst. _Q_ ( o )

gdje E oznadava ukupnu energiju sistema,  razmijenjenu toplinsku energiju (dovodenje

sistemu je pozitivno) i L razmijenjeni rad (rad nad okolinom je pozitivan). Na slici 1$.5.1.
prikazana je shema sistem — okolina.

(+)Q (+)L

Okolina

Slika 1$.5.1. Shema sistem — okolina za formulaciju prvog zakona termodinamike

U promatranim problemima aerodinamike ukupnu energiju ¢ini zbir od unutarnje, kineti¢ke i
geopotencijalne energije koje se za jedinicu mase moze izraziti kao

V2
e=u+7+g-z. (1$.5.2)

Kada se zakon o odrzanju energije primjeni na masu fluida unutar zamisljene povrsine S, fiksne
u prostoru fluidnog polja i koja obuhvac¢a zapreminu V dobiva se

J L,
&—je-p-dV+Ip-V-dS:Q—Lp—LS—LT (1$.5.3)
tV S

Prvi €lan s lijeve strane predstavlja brzinu promjene energije mase fluida unutar povrSine S.
Drugi ¢lan je neto donos energije kroz povrsinu S po jedinici vremena. Clan Q je toplinska
energija koja se po jedinici vremena dovodi masi unutar S. Clan L[, = I+ p- V-dS oznatava rad

s
po jedinici vremena protiv sile tlaka na konturi S. Ovaj ¢lan postoji samo na dijelu konture gdje

je V-dS #0 (dakle na protonim povrinama). Direktna razmjena rada (preko nekog vratila —
pumpa ili elektromagnetnih sila) data je clanom Ls. Clan LT oznacava razmjenu energije po



jedninici vremena nastale kao posljedica rada tangencijalnih sila na povrSinu S,
L = —j 7-V-dS. Ako se povr§ina S ugini takvom da je 7-V =0 (medusobno okomiti vektori
s
7 iV ili V =0 kao na &vrstoj konturi), taj &lan jednak je nuli.
Kod stacionarnog strujanja, neviskoznog fluida, bez razmjene toplinske energije i
direktne razmjene rada jednadZba energije u integralnom obliku moZe se prepisati kao

2
J(u+p-v+v7+g‘z)p~‘7-d§:0 (1$.5.4)
S

ili uz koriStenje definicije entalpije h=u+p-v
V? S
j(h+7+g'2j'/)'(v‘d5)=0 (1$.5.5)
s
U velikom broju primjera doprinos promjene geodetske potencijalne energije g-Az je zanemariv

u odnosu na ostale ¢lanove.
Primjena jednadzbe (1$.5.4) na beskona¢no malu zapreminu kao na slici 1$.5.2. daje

v? (V+dv)?
- u+p-v+7 + u+du+(p+dp)-(v+dv)+T =0

Slika 1$.5.2. Promjena energije unutar beskona¢no male zapremine
Poslije sredivanja i zanemarivanja malih veli¢ina drugog reda (&* = dp-dv) dobiva se

-du—p-dv—v-dp-V-dvV =0 (1$.5.6)
ili

V2
du+d(p-v)+d(7J=0 (1$.5.7)



odnosno, s obzirom na definiciju entalpije
V 2
dh+d[7j =0 (1$.5.8)

Jednad7ba (1$.5.7) ili u alternativnom obliku (1$.5.8) naziva se jednadZzbom energije u
diferencijalnom obliku. Vrijedi za stacionarno, jednodimenzionalno gibanje neviskoznog
stlacivog fluida u polju zanemarive gravitacije bez razmjene topline i rada.

Kada se jednadzba (1$.5.5) primjeni na kona¢nu zapreminu jednodimenzionalne strujne
cijevi dobiva se

2

V12 V2
- h1+7 o VS + h2+7 -p,Vy-85,=0 (1$.5.9)

ili uz primjenu jednadzbe kontinuiteta (1$.3.5) dobiva se

V,? V,?
h, +# =h, +% (1$.5.10)

koja vrijedi pod istim pretpostavkama kao i jednadzba (1$.5.8).
1$.6 DRUGI ZAKON TERMODINAMIKE

Drugi zakon termodinamike formulira se pomoc¢u osobine stanja koja se naziva entropija
i oznaCava se sa s i izrazava u N-m/kg-K. Procesi strujanja fluida mogu biti samo takvi da je
ukupna promjena entropije veca ili jednaka nuli, tj.

ds>0 (13.6.1)

Ukupna promjena entropije jednaka je nuli kod reverzibilnih procesa. Za reverzibilnu razmjenu
topline po sistemu, promjena entropije racuna se iz

dg
— 1$.6.2
ds T (1$.6.2)

Prema prvom zakonu termodinamike kod reverzibilnih procesa dg =du+ p-dv, tako da se
promjena entropije dobiva iz

d -d
ds= HF Py (1$.6.3)
T
Za adijabatski i reverzibilni proces (izentropski proces) ds = 0, pa se dobiva
du=-p-dv. (1$.6.4)

Za savrSen plin prema (XXXXX)



du=c,-dT =——-dT = —. (1$.6.5)

K—=-— (15.6.6)
1%
ili poslije integracije

p-v" =—-=const (1$.6.7)

Dakle, kod izentropske promjene stanja postoji jednostavna ovisnost tlaka i gustoce. Ako se
koristi jednadZba stanja mogu se napisati i ekvivalentne meduovisnosti

K

TK—I
_ const (1$.6.8)

T vV = const (1$.6.9)

Promjena entropije mase fluida kod promjene stanja od 1 do 2 moZe se izracunati prema (1$.6.3)

K-1
T
sy —s,=c,-In [(V—zj }-—2 (1$.6.10)
Vi T

p K
s, =5, =c¢,-In [(,O_;J

Ako se drugi zakon termodinamike primjeni na masu fluida unutar grani¢ne povrsine S dobiva se

ili na ekvivalentan nacin

}-& (1$.6.11)
P

Q.
o ds (1$.6.12)

N|=

ij‘s-p-dVﬁ[s-p-V-dS‘ZJ‘
dty s s

Da se provjeri valjanost integralne jednadZbe mora se poznavati vrijednost toplotnog fluksa
(J/(m*-s)) na svakoj tocki povrsine S kao i lokalna temperatura 7.

Za reverzibilni, stacionarni i adijabatski proces unutar strujne cijevi konacne zapremine
jednadzba (1$.6.12) daje

s l-ovi-S ]+ [V, -S,]=0 (1$.6.13)
Zato $to je maseni protok prema jednadZzbi kontinuiteta konstantan p,-V,-S, =p, -V, S,,
slijedi
S1 = 52.

Entropija za izentropski proces ostaje konstantna. U slucaju neizentropskog procesa kao $to je
strujanje kroz udarni val s, > sj.
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