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§1. Mecanica Clasica Hamiltoniana: espacio fasico.

En mecanica clasica el estado de un sistema queda especificado si se dan sus
coordenadas generalizadas ¢ = (qi,..., ¢,) y los momentos generalizados p = (pi,..., p,). El
conjunto de pares posibles o estados del sistema (qi,..., ¢n, P1,..., pu) S llama espacio
fasico I'. Dicho espacio fasico puede dotarse de estructura de variedad diferenciable de
dimension 2n sin mas que considerar que el conjunto de coordenadas (gi,..., gn, P1s---5 Pn)
son las coordenadas asociadas a una carta local (U, ¢) de dicha variedad, es decir: ¢: U (c
I —>R"%R" donde xeU y ¢(x) = (q1,..., ¢n, P1,--., pn)- Usualmente se usan las

abreviaciones: ¢ = (q1,..., ) Y2 = (D1,..., pn)".

Ejemplo 1. Un sistema de N particulas que pueden moverse a lo largo en todo el espacio
tridimensional queda convenientemente representado por una espacio fasico I = R*™xR".
Cada punto de dicho espacio x dado por sus coordenadas (q1,..., ¢3n, P1,..., P3N) representa
un estado del sistema de N particulas. A medida que las particulas se mueven e
interaccionan entre si dicho punto se mueve por todo el espacio fasico I'.

Ejemplo 2. Un péndulo fisico es una masa m unida mediante una barra rigida a un punto
alrededor del que puede oscilar o realizar revoluciones completas. Como la masa solo
puede moverse sobre un circulo para describir su posicion s6lo es necesaria una
coordenada angular 0 € S'. Si ademas tenemos en cuenta que dependiendo de su energia
inicial puede tener cualquier velocidad v y momento p = mv € R' un espacio fasico
adecuado para describir este sistema es un una superficie cilindrica I' = S'xR".

En un sistema hamiltoniano el movimiento de una particula o evolucion temporal queda
descrito por las ecuaciones de Hamilton y la funciéon de Hamilton correspondiente. Una
funcion de Hamilton no dependiente del tiempo es una aplicacion: #: [——R [cuya
interpretacion es la energia del sistema en un momento dado]. Si consideramos una carta
local U c T', podemos definir H(g, p) de modo que # (x) = (H o ¢)(x) y expresar en
coordenadas locales las ecuaciones de Hamilton en la conocida forma:

dq, _OH dp, __oH

o [1]
dt  Op, dt 0q,

Estas ecuaciones junto con ciertas condiciones iniciales describen las trayectorias en el
espacio fasico I'. Si (q(¢), p(?)) = (qi(?),..., gn(?), pi(?),..., pu(?)), es la solucion del sistema
anterior la trayectoria en el espacio fasico es x(f) = ¢ '(¢(¢), p(?)). En estas condiciones se
define el flujo hamiltoniano {T'} el espacio fasico como aquel conjunto de aplicaciones
T T—T tales que T °(x(f)) = x(t+s). El conjunto de dichas aplicaciones usualmente
forma un grupo uniparamétrico y conmutativo de aplicaciones con la operacion de
composicion: T'o T° = T"™ . Usualmente 7"(x) se abrevia como 7'x.

" El conjunto de todos los ¢ = (g1,..., ¢,) forma lo que se llama espacio de configuracién o espacio
geométrico O que puede dotarse de estructura de variedad diferenciable de dimension n. Como en general
todos los posibles de p = (py,..., p,) €R" usualmente I" puede identificarse con una variedad diferenciable del
tipo OxR" que es isomorfa al fibrado cotangente de Q, es decir, I' = TQ. En estas paginas, sin embargo, no
entraremos en ese tipo de sutilezas porque no son necesarias para entender la construccion de los espacios de
Hilbert a partir de la mecanica clasica, por lo que es mejor no entrar en profundidad en ellas.
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§2. Espacios de Medida y sistemas dinamicos generales.

Para entender comprender el formalismo de los espacios de Hilbert en Mecanica
Cuantica y como todo sistema hamiltoniano clasico da lugar a un espacio de Hilbert,
necesitamos hablar de espacios de medida. En esencia un espacio de medida es una tripleta
(M, % n) donde M es un conjunto cualquiera, #c (M) es una c-algebra de subconjuntos
de My p: #—>R es una funcion definida positiva. En estas paginas solo trataremos el
caso en que M =T, es decir, se considerara el espacio fasico de un sistema fisico como un
espacio medible. En cuanto a las medidas, las mas interesantes son aquellas medidas tales
que p(M) < o«o. Toda medida de ese tipo puede transformarse en una medida de
probabilidad p, sin mas que definir para cada 4€.%7, ni(4) = wWA)/wW(M).

Definicion 1. Un endomorfismo T de un espacio de medida (M, .% p) es una aplicacion
exhaustiva (suprayectiva) de M en si mismo. Tal que para todo A€.¥ se tiene que 7 'Ae.%
y que: p(4) = w(T'4), donde T7'4 no es otra cosa que la anti-imagen de 4. Si ademas se
cumple que T tiene inversa, que 7A€.# y que w(4) = w(T 4) = W(TA) se dice que 7T es un
automorfismo del espacio de medida.

Definicién 2. Un sistema dinamico (M, % n, {T'}) es un espacio de medida (M, .% )
donde se ha definido la evolucién temporal mediante un grupo uniparamétrico {7} de
endomorfismos de dicho espacio de medida.

Sistemas Dinamicos en Mecanica Clasica Halmiltoniana. Volviendo ahora a los
sistemas de la mecanica clasica las medidas en que estamos interesados en medidas
definidas por integracion de la 2n-forma w:

&= p(p,q)dp, A...ndp, ndq, A...Adq, w=p."(d)

u, ()= ple(x)o=] plp(x)dp,..dp,dg,..dq, (2]

En mecénica clasica son particularmente interesantes las medidas invariantes p, bajo las
transformaciones 7 : T——T, es decir, aquellas medidas para las cuales el grupo de
aplicaciones {T'} son endomorfismos del espacio (I, .% p,). Por el teorema de Liouville
puede probarse que dichas medidas invariantes cumplen la siguiente condicién:

o, ], EZ{ op M _5p %ﬂ =0 3]
1| 99, dp, Op; dgq,

Si ademds p es tal que p(I') = 1 es sencillo interpretar cada medida p, como una
distribucion de probabilidad estacionaria con densidad de probabilidad en el espacio fasico
pr: T——>R con p=pro¢>.

% En fisica estadistica una medida 1, tipicamente usada es la que se obtiene tomando p = exp(—H(p,q)/kT) con
la que se obtiene por ejemplo la funcién de particion Z(7,V) para una sola particula en la colectividad
canodnica. [Aqui 7T es la temperatura y ¥ el volumen ocupado por las particulas del sistemal.
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§3. Operadores Unitarios e Isométricos adjuntos a un sistema dinamico

Tomemos una transformacion medible’ 7 de un espacio de medida (M, % p) y
consideremos el espacio vectorial de dimension infinita V' de todas las funciones reales
sobre M, es decir, Vg = { f| f; M——>R}, sobre ese espacio se puede definir un operador
lineal Ur: Vg ——> VR definido por (Urf)(x) = f(Tx) que llamaremos operador adjunto de la
transformacion medible 7.

Usualmente se toma una situacion algo mas general considerando el espacio vectorial
Ve de las funciones con valores en C. Y en lugar de una simple aplicacion T se trabaja con
un grupo uniparamétrico de de transformaciones medibles {7’} del espacio de medida (M,
% )y se define el grupo adjunto de operadores {U '} asociado al grupo de aplicaciones
medibles {7'}. Todos los operadores considerados tienen funciones propias fy; asociadas al
valor propio 1, en particular toda f; de la forma fy = cte. es una funcidén propia del
operador U’

El siguiente theorema conecta las propiedades medibles definidas sobre el sistema
dinamico (M, .% p, {T'}) con las del espacio vectorial de dimension infinita V.

Theorema 1. Si {T'} es un grupo uniparamétrico de automorfismos del espacio de
medida (M, %, 1) entonces:
(1) el grupo adjunto de operadores {U'} definido sobre el espacio de Hilbert complejo
LzPl M) esta formado por operadores unitarios.
(2) si {T"} es un flujo y el espacio de Hilbert LZH(ZM) es separable, entonces el grupo
adjunto de operadores {U'} es continuo.

Podemos ver ahora la conexion con la mecanica cuantica si interpretamos cada funcion
fei]—CELzu(M) como la funcion de onda de una particula. Como es sabido en Mecénica
Cuantica se acepta que el conjunto de estados cuanticos tiene estructura de espacio de
Hilbert*. Si f'y g son vectores de H = LZH(M) puede verse que el producto escalar ( £, g) y
que la norma || /]| = ( f; /Y%, que tienen interpretaciones probabilisticas, se conservan con
el tiempo:

(U r.ug)=[ S xelr chip = r()g(du=(1.2) [4]

Puede probarse también que la ecuacion de Schrodinger es tal que conduce a una
evolucion temporal dada por operadores unitarios U’ = exp(iHt/h).

Puede comprobarse también que con respecto la evolucion temporal clasica del valor de
una magnitud A4 (aqui por simplicidad consideraremos sélo magnitudes que no dependen
explicitamente del tiempo), la evolucion temporal cuédntica coincide formalmente con su
evolucion temporal clésica. La identidad formal se da sin mas que intercambiar el
conmutador de Poisson [ , ]; de la mecanica clésica por el conmutador 1/ifi-[ , ] de
operadores en el espacio de Hilbert cuantico H. Veamoslo en detalle:

* Es decir, cualquier endomorfismo del espacio de medida considerado.

* Mas concretamente el conjunto de estados se define como un conjunto de clases de equivalencia
sobre el conjunto de vectores unitarios del espacio de Hilbert / del sistema. Dos vectores f, ge H
son equivalentes si f = ¢%-g y ||g]| =1 para algn 0, cada clase de equivalencia de las anteriores
representa un estado del sistema [Si bien no todos los estados descritos asi seran fisicamente
realizables].
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1) Para el caso clasico tenemos:

dr o
A(p.q)= Alx)

dd_0 i) OAdy,  Adp _Gd0H _OASH 51
Jq; dt  Op, dt  0Oq; Op;, 0p; 0q; [5]

2) Mientras que el caso cuantico la evolucion del valor esperado de una magnitud puede
obtenerse facilmente a partir de la ecuacién de Schrdodinger:

da4) _ %<f, 21f> = {%}Mf} + (f|A[%} -

~ (A )+ rlan f) = 5[4

[6]

Asi pues la ecuacion de Schrodinger postula evolucion el estado cuantico | f) = f e H
tal que los valores esperados de una magnitud evolucionan seglin una ecuacion analoga a la
evolucion del valor clasico de dicha magnitud (al menos formalmente).

§4. Comentarios finales

Aun en la teoria cléasica la construccion de espacios de Hilbert de la forma LZH(M) es
interesante para estudiar diversas propiedades del sistema dinamico (M, % p,{T'}) ya que
muchas propiedades del mismo pueden reducirse a propiedades espectrales de los
operadores unitarios {U'}, por ejemplo la ergodicidad. Se dice que un sistema dindmico es
ergddico si los tnicos conjuntos Ae.# tales que w(4) = w(7‘4) cumplen que p(4) = 0 o
1(4) = 1°. En esos sistemas la trayectoria de un punto genérico’ x llena densamente el
espacio fasico I, es decir, que Vyel' y Ve>0 se cumple que 3¢ |[y — T'x|| < &.

Por ultimo podemos usar este formalismo para probar el teorema de Wigner sobre el
hecho de que las simetrias de un sistema dindmico cudntico se implementan como
operadores unitarios sobre el espacio de Hilbert del sistema. Se dice que dos sistemas
dindmicos hamiltonianos son isomorfos si existe una aplicacion medible:

b & (rla A, ula{Tlt})_) (r2a A, Hza{th})

con inversa también medible, tal que 7>"Px = WT)'x. Es sencillo ver que dicho isomorfismo
entre espacios fasicos induce una aplicacion Vy entre los respectivos espacios de Hilbert
Hy y H, tal que Uy’ = VUV ' [*]. Una simetria del sistema dinamico de hecho no es
otra cosa que un isomorfismo del espacio fasico en si mismo, ¥: I''——I tal que el
hamiltoniano es invariante bajo dicha transformacion: #(\¥(x)) = #(x). De la relacion [*] y
del hecho que U’ son operadores unitarios, se deduce que Vy también es un operador
unitario, y por tanto hemos visto que las simetrias de un sistema dindmico van asociadas a
operadores unitarios sobre el espacio de Hilbert. Més aun si existe un grupo uniparamétrico
de simetria (simetria continua) y el espacio de Hilbert es separable Vy es de la forma
exp(iaLy) y puesto que U’ = exp(iHt/h), la relacion [*] implica que [Ly, H] = 0 que por la
ecuacion [6] indica que Ly es una magnitud conservada o constante del movimiento.

> Desde el punto de vista de U’ la ergodicidad se expresa de modo mas simple: un sistema es ergodico si las
unicas funciones asociadas al valor propio 1 son las funciones constantes.

% En realidad puede existir un conjunto de puntos de medida nula que viole la condicion, por lo tanto
deberiamos decir estrictamente que “para casi todo punto” x se cumple la condicion.



