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中三數學

第八課

二次方程Quadratic Equations

A. 複習因式分解法

在中二時，我們學過因式分解法去簡化繁鎖的答案。例如我們可將ax + ay 寫成a( x + y)。

總括而言，因式分解法主要有以下三種：

1. 取出大家共有的因式

例如：7x + 7y = 7(x + y)

2. 抽出大家相同的函數

例如：5x + 5y – ax – ay = 5(x + y) – a ( x+ y ) = (5 – a)(x + y)

3. 用恒等式

常見的恒等式如下：

a) 完全平方

(i) 
  (x + y)2 ≣ x2 + 2xy + y2

(ii) (x – y)2 ≣ x2 – 2xy + y2
(iii) x3 + y3 ≣ (x + y)(x2 – xy + y2)

(iv) x3 – y3 ≣ (x – y)(x2 + xy + y2)
b) 平方相差

        x2 – y2 ≣ (x + y)(x – y)

c) 三角函數

 sin2θ + cos2θ≣ 1
緊記：這課的重點在於解一般二次方程，要快而準，鍛鍊數感是不二法門。

B. 二次方程式之因式分解法 px2 + qx + r, where p = 1 or p ≠ 1

我們了考慮 (ax + b)(cx + d) 之積

將上式擴充，我們得出

(ax + b)(cx + d) = acx2 + (ad + bc)x + bd

比較 px2 + qx + r之答案, 我們得出

p = ac

q = ad + bc

r = bd

從上面 x2 + qx + r ，我們可得出若 p和 r可寫成兩個數字的商，兩個數的和便是q.

若 a=c=1, 我們得出

p = 1,q = b + d, r = bd

例 1

因式分解 x2 + 3x + 2.

解

= (x + 1)(x + 2)

分析与解釋

x    +1

x    +2

+x   +2x = 3x

找出所有可能的因數。試出交相乘得出之和是否等如中間之數值。  

例 2

a) 因式分解x2 – 7x + 6 = (x –1)( x - 6 )

b) 因式分解6x2 + x –1 = ( 2x + 1)( 3x – 1)

c) 因式分解4x2 – 7x – 2 = ( x – 2 )( 4x + 1) 

練習

因式分解下列之二次方程。 若不能因式分解只需說不能。

1. x2 + 3q – 70

2. a2 + 14a – 72

3. p2 – 2p – 48

4. 12x2 + 22x + 6

5. 24m2 – 6m – 9

6. –8d2 – 2d + 3

7. –x2 –x + 30

8. 6x2 + x + 1

9. 3b2 – 6b – 189

10. x2 + x + 1

Ans.: 1. (x + 10)(x – 3)  2. (a + 18)(a – 4)  3. (p – 8)(p + 6)

1. (2x + 3)(6x + 2)  5. (4x – 3)(6x – 3)  6. –(4d – 3)(2d + 1)

C. 7. –(x + 6)(x – 5)  8. no  9. (3x + 21)(x – 9)  10. no

D. 二次方程式

所有方程式其最大之指數為二次，便叫二次方程。

我們考慮下列之數式

x2 – 3x + 2 = 0………………………………………(*)

( (x – 2)(x – 1) = 0

( x = 2 or x = 1

若我們代 x = 2或 x = 1入 (*) 我們找出 x2 – 3x + 2等如零。

我們稱 x= 2或 x = 1滿足到二次方程式。 這樣，我們稱1和2為方程式之根。

其實，當

(i) 一次方程式只有一個變數, 其只有一個根;

(ii) 二次方程式只有一個變數, 其只有二個根.

(iii) 三次方程式只有一個變數, 其只有三個根.

二次方程之解只需用因式分解法。

三次方程不是課程需求，但可用圖解。

E. 二次方程之圖表

我們可將二次方程用圖表來表示。

· 二次方程的通式 Ax2 + Bx + C = 0 

· 用圖表的話，我們可繪出 y = Ax2 + Bx + C

· 我們找出 y = 0和方程式之交匯點

· 當線在y = 0經過2點 , 我們程二次程有兩個解。

· 當線在y = 0經過1點 , 我們程二次程有一個解。

· 當線在y = 0經過0點 , 我們程二次程沒有解。

例 3

a) 在圖上，繪出 y = 4x2 – 12x + 9由 x = 0至 x = 3

b) 因此，解出 4x2 – 12x + 9 = 0

c)  4x2 – 12x + 9 = 0有沒有兩個根?

解

a) 

b) 從圖中, 當 y = 0, 我們求出兩個根為 3/2和 3.

c) Yes.

F. Easy problems leading to quadratic equations

例 4

圖中所有邊界距周界圴 x cm而且其面積(陰影部分)為104cm2.找出x。

解

長方形之面積 = (16 – 2x)(14 – 2x)

陰影部分之面積 = [16 x 14 – ( 16 –2x)(14 – 2x)]

[16 x 14 – ( 16 –2x)(14 – 2x)] = 104

224 – (224 – 60x + 4x2) = 104

x2 – 15x + 26 = 0

(x –2)(x- 13) = 0

x = 2 or x = 13(rejected)

x = 2cm.

練習

1. 兩個連續數相乘，其積為182。找出這兩個數。

2. 求 t在 s = ut + ½ at2之值，當 a = 2, u = 6和 s = 16而且 t是正整數。

3. 一塊石頭往上拋， 在x秒後，其高度為 (28x – 5x2) 米。 求出在多少秒後，石塊離地面15米。

4. 一個數 k2被 (k + 2)整除。 其商為 5 、餘數為 4. 求k。

5. 若兩個同心圓面積之差 95π cm2 ，而且較小的圓形半徑為7cm, 求較大的圓形半徑。

Ans.: 1. 13 and 14  2. 2  3. 5s or 3/5s  4. 7  5.12 cm

推薦練習
Ex. 9A: 2- 28 (all evens)

Ex. 9B: 2- 36 (all evens); 37-96 (ALL)

Ex. 9C: 12- 54 (ALL)

Ex. 9D: 1 – 52 (ALL)

Ex. 9E: 1; 3; 4; 5 - 9; 14; 18 – 21

Ex. 9F: 3 (a) – (h)
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