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Introduccion.

La modelacién geométrica usando NURBS (“Non Uniform Rational B-spline”) es una drea que ha
crecido en los ultimos 50 anos, debido a sus excelentes propiedades y su incorporacién en estandares
internacionales como “IGES”! y “PHIGS+”2, siendo ideales para una gran cantidad de aplicaciones
a través de los disefios asistidos por computadora, es decir lo que se conoce como los CAD/CAM
(“Computer Aided Desing”, “Computer Aided Manufacturing”), las cuales incluyen la animacién en
peliculas, realidad virtual, disefio de automéviles, aviones, barcos, etc..

Inicialmente los CAD/CAM no explotaban el potencial de representacién de las superficies paramétri-
cas estudiadas en la Geometria Diferencial, fue con los trabajos desarrollados por Casteljau, Bézier,
Coons y Forrest junto con el estudio tedrico de las funciones B-spline de Schoenberg, De Boor, Cox,
Mansfield, Reiesenfeld y Versprille, los que establecieron nuevas perspectivas para el desarrollo de esta
area.

En el estudio de los NURBS, estan involucrados la teoria de la aproximacion, el andalisis numérico
v la geometria diferencial. Las principales caracteristicas que los hacen tan populares son, que ofrecen
representaciones precisas tanto de formas analiticas (secciones cénicas, superficies cuadréticas, etc.)
como de formas libres (carrocerfas, aviones etc.), los algoritmos usados son répidos y numéricamente
estables, son invariantes bajo una amplia gama de transformaciones geométricas y son generalizaciones
de las curvas y superficies de Bézier y B-splines racionales o no.

Todo esto se debe a la gran cantidad de propiedades de las funciones B-spline con las que se represen-
tan los NURBS, por ejemplo, estan definidas sobre un soporte pequeno, satisfacen una relacién recursiva
simple y tienen diferentes grados de diferenciabilidad. Ademds se han desarrollado procedimientos para
su evaluacién econdémica y reduccién o elevacién de grado.

Si bien es cierto que la mayoria de fundamentos basicos de los NURBS ya estan establecidos, el
area sigue siendo motivo de investigacién y se requiere el desarrollo de nuevas técnicas para multiples
aplicaciones.

Este trabajo tiene el objetivo de presentar los fundamentos de las funciones base B-spline, las curvas
y superficies NURBS. Asi como la descripciéon de ciertos algoritmos y técnicas para la construccién
tanto de superficies cldsicas, como de superficies libres y finalmente su representacién y graficacién
computacional.

Por lo que consideramos que su principal aportacién, es la de proporcionar herramientas tanto
tedricas como practicas a las personas dedicadas a la construccién de superficies avanzadas, ya que
en la actualidad es muy comtun que se utilicen sistemas o bibliotecas basados en NURBS, sin mucho
entendimiento de su estructura matematica lo que generalmente limita las aplicaciones, pues en estos
“softwares” no se permiten el control total de todos los elementos del NURBS o el usuario no posee
mucho conocimiento para su manipulaciéon mas avanzada.

1 “Initial Graphics Exchange Specification, Version 3.0%, Doc. No. NBSIR 86-3359, NIST, Gaithersburg, Md., 1986
2«PHIGS+” Functional Description Revision 3.0 Computer Graphics,Vol. 22, NI. 3, July 1988, pp.125-218
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La tesis consta de cinco capitulos y un apéndice que se describen a continuacion.

= En el primer capitulo, estudiamos el espacio vectorial formado por todas las funciones polinomiales
por pedazos sobre un vector de nodos fijo y dos de sus representaciones. Asi se presentan la base
formada por funciones de potencia truncada y la base de funciones B-spline con sus respectivas
propiedades. Mostramos por qué, en algunas ocasiones la representacién de funciones de potencia
truncada puede acarrear errores de precisién y cémo eliminarlos a través del uso la base de funciones
B-spline.

= En el segundo, definimos las curvas NURBS. Iniciamos con las curvas de Bézier y B-spline ambas no
racionales, presentamos sus respectivas propiedades y la relacién de las curvas de Bézier racionales
cuadraticas y las cénicas, lo que a su vez justifica la definicién de las curvas de Bézier racionales
y curvas NURBS, mostrando que estas ultimas son una generalizacién de todas las demas.

= En el tercero, definimos las superficies NURBS. Para esto iniciamos con el estudio de las superficies
de producto tensor, veremos como éstas, junto con el estudio previo de las curvas NURBS, nos
permite definir de forma relativamente simple superficies NURBS las cuales heredan todas las
caracteristicas de las curvas. También comenzamos con la construccién de algunas superficies
clasicas, como las de revolucién, los cilindros generales y las obtenidas aplicando factores de escala
no uniformes.

= En el cuarto, describimos una serie de técnicas basicas para la construccién de superficies NURBS
més avanzadas, asi estudiamos los algoritmos de refinamiento, insercién y eliminaciéon de nodos,
elevacion y reduccion de grado, y finalizamos con la interpolacion global.

= En el quinto y dltimo, hablamos de técnicas especiales para la construccién de superficies NURBS
como las llamadas “Swung”, las cuales son generalizaciones de la superficies de revolucién, “Skin-
ned”, que se forman a partir de un conjunto de curvas o una curva llamada “Spine” y las de
barrido, definidas a partir de una curva que sigue la trayectoria de otra.

= En el apéndice A, se presenta el uso de la biblioteca NURBS++ para C+-+. Aqui explicamos su
instalaciéon en un sistema operativo Linux, asi como una serie de ejemplos en donde se muestra
como representar y manipular tanto curvas como superficie NURBS.

El cédigo fuente de todos los ejemplos que presentamos en este trabajo viene en el disco anexo, los
cuales también se puede obtener en la pagina de “Internet”

http://tycho.fciencias.unam.mx/“danielcc

en donde ademads se encuetra la versién en formato pdf o ps, de esta tesis.
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Capitulo 1

Funciones polinomiales por pedazos
y sus representaciones.

En este capitulo estudiaremos el espacio vectorial formado por todas las funciones polinomiales por
pedazos sobre un vector de nodos fijo y dos de sus representaciones. Asi presentamos la base formada por
funciones de potencia truncada y la base formada por funciones B-spline con sus respectivas propiedades.
Mostraremos por qué en algunas ocasiones la representacién de funciones de potencia truncada puede
acarrear errores de precision y cémo eliminarlos mediante el uso de la base de funciones B-spline.

1.1. Funciones polinomiales por pedazos.

Una funcién polinomial por pedazos (fpp) es una funcién formada por secciones de polinomios
definidos cada uno en un intervalo. Por ejemplo, en la figura 1.1 observamos una fpp formada por 7
polinomios definidos sobre ciertos intervalos. Es importante notar que este tipo de funciones no necesa-
riamente deben ser continuas, sin embargo para la definiciéon formal siguiente, supondremos que en la
unién de cada par de polinomios existe al menos continuidad por la derechal.

LA

| .
| {
u, U u, s u, 1&% u,

Figura 1.1: Funcién Polinomial formada por 7 polinomios definidos cada uno en un intervalo.

1Esta suposicién es necesaria, ya que a continuacién definiremos el espacio vectorial formada por estas funciones, por
lo que no deben existir puntos en donde no estén definidas.



1.1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

Definicién 1 Sean k y p dos enteros positivos, U = {uy, . .., ur} un conjunto (llamado vector de nodos)
de k+1 reales estrictamente creciente (llamados nodos) y {Pi}f;Ol una sucesion de polinomios de grado
< p entonces una funcion polinomial por pedazos f de grado < p (también se dice de orden p+1)
en [ug, ug) (o sobre U), es una funcion de la forma

f(u) = Pi(u) siu € [ui, i)

para i =0,...,k—1.

Un resultado importante, se deduce al suponer que el vector de nodos U es fijo y considerar al
conjunto (que denotaremos por P, ) formado por todas las fpp de grado menor o igual que p definidas
sobre éste, ya que es posible probar [tesis, pdg.10] que forma un espacio vectorial sobre los reales con
dimensién k(p + 1). La demostracién de esta tltima afirmacién se puede deducir notando que cada
polinomio que forma una fpp de P,y es de a lo méas grado p, por lo que hay a lo més p 4+ 1 variables
sin especificar de un total de k£ polinomios.

Una caracteristica deseable de las funciones polinomiales por pedazos, es que la unién de los polino-
mios que la forman sea suave, es decir, tengan ciertos grados de diferenciabilidad. Por ejemplo, tomemos
un vector de nodos U = {ug, u1, ua,us,us} = {—1,1,3,5,7} y consideremos una fpp definida por

Po(u) = 3 +u+ 3u? siuwe[-1,1)
Flu) = Pi(u) = =2 4 25u — 12242 4+ yd — 2ot siwe[1,3)

P2(u): 1(;1797u+ 31,2 g 3 siu€[3,5)

Py(u) = —3 + su siue[5,7)

en este caso los polinomios Py, P1, P, y P5 son respectivamente de grado 2, 4, 3 y 1, por lo que la fpp
f(u), es de grado 4 (o de orden 5). En la Figura 1.2, se puede observar que la unién (representada con
una bolita negra) de los tres primeros polinomios que la forman es suave, de hecho es facil probar que la
primera es de clase C(V) y la segunda de clase C(?); en el caso de P, y P3 solamente existe continuidad
de clase C(©),

Figura 1.2: Funcién polinomial por pedazos formada por {P;};—o
continuidad de clase C', P, y P, de c® y Py P3 de O,

.....

Una manera conveniente de incorporar la diferenciabilidad en una fpp es considerar un vector de

k — 1 enteros v = (v1,...,vk—1) en donde cada elemento cumple —1 < v; < p (para toda i = 1) los
cuales representarén el grado de diferenciabilidad en cada u;, es decir la fpp serd de clase C*) en u; y
en caso de que v; = —1 entenderemos que f(u) es discontinua en wu;.

2



CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

El conjunto de todas las fpp de a lo més grado p sobre U fijo y grados de diferenciabilidad determi-
nados por v se denotard por P,y ,; éste como se esperaria, es un subespacio vectorial ([tesis, pdg.12])
de P,y con dimensién

k—1
dim(P, ) =k(p+1) — (vi+1) (1.1)

El resultado se deduce del hecho de que cada condicién de continuidad fija una variable (o grado de

libertad) en cada polinomio que forma la fpp, disminuyendo en uno la dimensién de P, iy por cada una
de estas condiciones.

Ejemplo 1 Supongamos que U = {ug, u1, ua, us} es un vector de nodos estrictamente creciente y que
p =1, asi P, i estd formado por todas las fpp de la forma

fu)=Pi(u) =a; + Biu siu € [ug,uirr)

por lo que su dimensién de es igual a k(p+ 1) = (3)(2) = 6, es decir las variables «; y 8; parat=10,1,2
son libres.

Ahora, construyamos el subespacio formado por todas las funciones de P; i las cuales sean de clase
C© en u; y discontinuas por la izquierda en us, es decir v = (0, —1) (ver Figura 1.3 ).

Figura 1.3: Funciones polinomiales por pedazos que pertenecen al espacio Py, en donde U =
{Uo,’ll,l,’U,3,’lL4} yv= (0771)

Asf los elementos de este espacio deben cumplir que Py(u;) = Pi(u1) por lo que en caso de que
u1 # 0 debe suceder que

a1 — ag + Brug
Uy

o =

quedando libres las variables ag, a1, a9, 51 y (2. En el caso u; = 0 podemos tomar ag = a; en donde
las variables libres ahora son aq, as, 6o, 51 v B2.

Es decir, al imponer la condicién de continuidad en el nodo u; fijamos una de las 6 variables lo que
implica que dim(P, ) =6 — 1 = 5. En términos de la igualdad (1.1) obtenemos el mismo resultado

dim(P,p,) =6—1—0=5.
O

Un importante caso particular de P, y,., es el llamado espacio spline, que denotaremos por S, i/,
el cual se obtiene cuando cada v; es igual a p — 1 (para toda i), es decir la unién de cualquier par de
polinomios tiene suavidad “méxima”, segin la ecuacién (1.1) su dimensién es p + k.

3



1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

1.2. Representaciones de funciones polinomiales por pedazos.

El enfoque de espacio vectorial con el que estamos abordando las fpp, permite entre otras cosas
plantear el problema de la busqueda de bases adecuadas para la representacién de sus elementos. Asi lo
que resta del capitulo lo dedicaremos al estudio de dos bases para P, 1, (y sus subespacios), una formada
por las llamadas funciones de potencia truncada y la otra por los B-spline.

1.2.1. Funcion de potencia truncada.

Una funcién de potencia truncada (fpt), es una funcién formada por el polinomio idénticamente cero
y el polinomio (u — ¢)P, los cuales estan definidos sobre los intervalos (—o0,t] y (¢, 00) respectivamente.
Es decir,

Definicién 2 Dado t € R, una funcién de potencia truncada de grado p > 0, que denotaremos por
(u—t)", es una funcidn definida por

O 12

Asi es claro que (u —t), € P,y con U = {t}. En la Figura (1.4) se muestran las funciones de
potencia truncada para p = 0,1,2 y 3; notemos que excepto para p = 0, las fpt son continuas en R, y
en particular en ¢ la unién de los polinomios se vuelve més suave a medida que el grado aumenta. Esto
en general se puede comprobar con el siguiente resultado.

A

(u-t)?

(u-t),

1 o (u_ t)f

!
t t+1

\ 4
c

Figura 1.4: La funcién de potencia truncada para p =0, 1,2, 3.

Como

d plu—t)P~t  siu>t 1
t P _ — t p
du (=1 {0 siu<t plu—1)%

tenemos que

ar—! pllu—t) stu>t
_ )P = =pl(u —t 1.3
A -y, {0 b0, (1)
y
dr pl siu>t
apu—th = {0 iy <t = pl(u— )% (1.4)



CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

Entonces de la ecuacién (1.3) deducimos que (u — t)% tiene p — 1 derivadas continuas (es de clase
C (1’_1)) en R y en particular en ¢, donde toma el valor de cero, asi adicionalmente la funcién de potencia
truncada pertenece a Py, v Spycon U= {t} yvr=(p—1).

En el caso de la ecuacién (1.4), se deduce que la fpt se vuelve discontinua en la p-ésima derivada
con un brinco de valor en las ordenadas de p!.

1.2.2. Base de funciones de potencia truncada.

Una vez definida la funcién de potencia truncada estamos en la posibilidad de estudiar la base forma-
da por estas funciones. Para lo cual definiremos una familia de funcionales lineales, que nos facilitara la
construccion de representaciones de fpp en términos de esta base.

Definicién 3 [DeBoor78, pdg.102]

Dado un vector de nodos estrictamente creciente U = {uyg,...,ur} con k >0, definimos al conjunto
de funciones de potencia truncada {¢, s(u)} como

uzw)® g =0
Pr,s(u) = {(usfir)i (1.5)

s!

para s =0,...,p con u € [ug, ug).

Ejemplo 2 Supongamos que p = 2y k = 3; entonces el conjunto {¢, s}, estd formado por las funciones
que se muestran en la Figura 1.5

doo(u) = (u—u0)}  do1(w) = (u—wuo) oa(u) =
¢1,0(U) = (u— Ul)gr o11(u (u—u1)4 ¢1,2(U) = (W;lh

(u) = -
da0(u) = (u—u2)} ¢o1(u) = (u—uz)y ¢o2(u)= (u—2'u;2)+

a
A
o b1y
1 ¢0 0 1 ¢1,0
¢n,2 ¢1 2
| - e T >
U, u, u, U, U, u, u, U,
¢2,1
1 ¢2 0
¢2,2
] e >
U, u, u, U,

Figura 1.5: Funciones que forman la familia {¢, s} parap =2y k = 3.



1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

Definicién 4 [DeBoor78, pdg.102]
Dado un vector de nodos estrictamente creciente U = {uy, . .., u} definimos la familia de funcionales
lineales {X\i ;j(f)} del espacio dual de P,y como

f(j)(uo) sii=0

fOWH) = fDuy) sii=1,...,k—1 0

Ai i (f(u)) = {

para j =0,...,p, con f(u) € Py y u € [up, ux) en donde

flwf) = lim_f(u),

’U.A)ui

flu7) = lim_ f(u),

Y f(j)(ui) representa la j-ésima deriwada de f evaluada en u;.

El término lineal de las funcionales se refiere a que de las propiedades de la derivada se verifica
facilmente que cualquier A; ; de (1.6) cumple

Aijlaf +g) =aXi;(f)+ Xij(9) (1.7)

Xig(f)=0 (1.8)

en donde f representa la funcién idénticamente cero de P, 1, (el cero de este espacio) f,g € P,y v a € R.
Una vez dadas las anteriores definiciones, a continuacién probaremos que el conjunto {¢, s} forma
una base de P, y.
Primeramente notemos que cada una de las funciones de {¢, s} pertenece a P, iy y que la cardinalidad
de este conjunto coincide con la dimensién del espacio (es decir k(p+1)); por lo que solamente debemos
probar que {¢, s} es linealmente independiente, para esto tenemos el siguiente lema.

Lema 1 {¢,s} y {\i;} cumplen

1 sii=rj=s
)\iaj (¢7‘,S) = 6i,r6j,s = {

0 en otro caso.

Demostracion.
Por definicién

9) (ug) sii=0
/\i i\Pr.s\U)) = o 0 i 1.9
(s () { D) — B wr) sii=1,... k-1 (1.9)
para j=0,...,p.
Entonces el primer caso de (1.9) se puede escribir como
s\ ()
(—("7;0) ) ’ sir=0
B9 (ug) = TRTIN| A (1.10)
( o +) sir=1,...,k—1

U=ug

cuyo respectivo primer caso, claramente es igual a cero para toda j < s e igual a 1si j = s (no olvidemos
que ¢ =1 = 0). El segundo es igual a cero para toda j, ya que ug < u, parar =1,..., k—1 (aqui i # r).

6



CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

Ahora, el segundo caso de (1.9), es igual a cero para toda j < s con i # r, debido a la propiedad de
diferenciabilidad de las funciones de potencia truncada (1.3). Por lo que sélo cuando j = s con i = r
tenemos

(u:r—ur)gr—(u:—ur)g:l—():l.

|
Teorema 1 {¢, s} es un conjunto linealmente independiente.
Demostracion. Supongamos que
k—1 p
DY aretns(w) = f; (1.11)
r=0 s=0
debemos probar que ;. s = 0 Vr, s.
Entonces aplicando el funcional lineal X; ; en ambos lados de (1.11) tenemos
k—1 p
>\z,j ( Z ar,sd’r,s(u)) = /\i,j (f)
r=0 s=0
y por (1.7) y (1.8)
k—1 p
Z ar,s)\i,j (¢T,s(u)) = 07
r=0 s=0
finalmente por el lema anterior
k—1 p
Z Z ar,séi,r(sj,s =0
r=0 s=0
de donde a; j =0 para¢=0,...,k—1y j=0,...,p
|

Una vez demostrado que {¢, s} forma una base del espacio de funciones polinomiales por pedazos,
el siguiente teorema nos proporciona una manera ficil de obtener representaciones de fpp en términos

de la base {¢r, s}

Teorema 2 Dado un vector de nodos U = {ug, ...,ur} y p > 0, cualguier funcion f € P,y se puede
escribir de forma unica como

k—1

=> > )) i (u) (1.12)

2 7=0

I\
o

Demostracién. Como {¢, s} forma una base de P, , existen coeficientes dnicos o, s € R (para
r=0,....,k—1ys=0,...,p) tales que

e
|

1

p
Zar s¢rs

s=0

Il
=)

T

entonces sustituyendo el lado derecho de esta igualdad en el lado derecho de (1.12) tenemos

7



1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

>

I
]
M@

k=1 p k—1 p k-1 p
Z ¢z,] = Z (Az,] Z Zar,s¢r,s(u)>> ¢i,j (u)
=0 j=0 =0 j=0 r=0 s=0
k-1 p -1 p
D9 P9 SRR PHE
i=0 j=0 s=0
k—1 p
s

(078 s(si,r(sj,s> (bi,j (U)

i=0 j=0 \r=0s=0
k=1 p

=3 ijis(u) = f(u)
i=0 j=0

lo cual es cierto por las propiedades del funcional (1.7) y el lema 1.
|
Finalmente notemos que sustituyendo las definiciones de ¢; ; y A; ; en (1.12), obtenemos la siguiente
expresion para f

P @D ) —ug) 2 I (FO () — Fu)) (u— ug)
OIS pEAcLICELN § 0 = ) =i (113

J!

la cual tiene la ventaja de que la derivada en la unién de cada par de funciones que forman a la fpp es
explicita. Asi para el caso cuando f € P, y,,, tenemos que los coeficientes

f(])( ) f(])( “)=0

paraj =0,...,v;coni=1,....k—1, (ya f es de clase C*?) en u; ver seccién 1.1), por lo que se puede
escribir como

P D () (u — ug)? L& ) ) w— u;)’
PRI SYLLIURITETRING S it o e e TUET

4!

P sV (ug)(u — u P (uh) — 5@ (u)) (u— ug)?
§:<>0 | § )~

(1.15)

1
56 (u u—w) S (87 () — 52 (i) (u — ),
E: 2 |

; p!

7=0 =1

en donde s;(u) representa el i-ésimo polinomio que forma al spline s.

Ejemplo 3 Escribamos la fpp de la Figura 1.2 definida por

Po(u) =% +u+ 3u? siu € [—1,1)
f(u) _ Pl(u) —149 + 254 149u2 + % 3 _ %uél siu € [173)

PQ(U) 101 97 w 31 2 g 3 siu € [37 5)

Ps(u) = % %u siu € [5,7)
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utilizando (1.14). Entonces ya que en este caso p =4,k =4y v = (1,2,0); tenemos

) _Zf(a) o) (u — ug)? +z3:z4: (9 (u f(j?(u;))(u—ui)ﬂ
7=0

4!

‘]' =1 v;+1
4 ) () J
1 P u—1
U+ +Z )( )+
J
<P§”<3> POE) =3, K (B (5) - P (5)(u - 5))
+ E - + g -
= 7 = 7
u—+1 39 27 21
:% 6(u—1)% + 5 (u— D = w1+ r(u—3)1+
27 4 7 9 5
+48(u73)++2(u75)++4( —-5)% +24(u—5)+

1.2.3. La Base de funciones de potencia truncada puede ser mala.

Existen casos en donde la representaciéon numérica de una fpp en términos de la base {¢; ;} puede
acarrear errores de precision, a continuacién estudiaremos este problema por medio de un ejemplo.

Ejemplo 4 Construyamos una funcién spline s en términos de la base {¢;;} como una “constante
rota”, es decir deseamos que s aproxime a una funcién como la que se muestra en la Figura 1.6.

A

15+

10

o u, - s um, s We ur Us W

Figura 1.6: Funciéon que representa una constante rota.

Entonces podemos tomar un spline s € S, 7, con p =1y U = {0,1,2,3, u4,us5,6,7,8,9} (us4 y us se
determinardn més adelante) en donde cada s;(u) = 10 para¢ =0,1,2,6,7,8,9 y

sj(u) = (u—uz)m; + s;(u )

sj(uj1) = 85(uz) _ s5(ujpn) — s5(uy)
Ujt1 = Uj Aj

mj:
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para j = 3,4,5. Lo cual implica que

0 sik=0,1,2,6,7,8,9
myp sik=3,4,5.
y por ultimo notemos que s debe cumplir

sg(ug) = 15 = s4(uq)
S4(U5) =5H= S5(U5)

171 X Spline de aproximacién.

15
14.28

10

7.28 —

Wo L8 - s u4 s We j8 g Ws Wy

Figura 1.7: La funcién spline en términos de la base de potencias truncadas pierde precisién al aproximar
una constante rota.

De (1.15) la funcién deseada en términos de la base de potencias truncadas es

s(u) = 3 S0 (o) ) +§j — s () (u — wi)+

1l
i=0 o

& (o)

uo+§j )= iy () (u— i)y

= so(uo) + (ma = 0)(u —us) + (ma — m3)(u — us)+
+ (ms — ma)(u — us)+ + (0 — ms)(u — ug)+

— 10+ 5(u—3)s + <E - i) (1 — ua)s

+(Ai5+i—i) (u—us) +5(u—6)4

Entonces una vez que tenemos la representacion de la constante rota, notemos que cuando Ay = 0,
es decir uy4 se aproxima a us (o viceversa) implica que (v — uq) = (u —us) y

(o 5N (5 10y
A4 Ag - A5 A4

esto 1ltimo es cierto ya que los cocientes fi—i y i—i tienden a infinito y menos infinito respectivamente,

asi Aiz y Ai5 no son significativos. En términos geométricos A4 = 0 se puede interpretar diciendo que la

10
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pendiente de s4 (es decir my) se vuelve cada vez mas vertical lo que “deforma’”al spline causando una
perdida de precisién al evaluar ciertos puntos en s (ver Figura 1.7).

Por ejemplo si uy = 4.4 y us = 4.6 tenemos que Ay = 0.2 y usando aritmética de dos digitos
decimales y redondeando al par més cercano el spline es

s(u) =10+ 5(u — 3) 4 + —53.58(u — 4.4) 4 + 53.58(u — 4.6), — 5(u — 6)

para 0 < u < 9.

Ahora si tomamos u = 8.5, tenemos que s(8.5) = 14.28 sin embargo s(8.5) deberia tener un valor de
10.

La razén de esto, se debe a que la evaluacion de s en u = 8.5 involucra todas las funciones de potencia
truncada base que la forman, y los coeficientes (m4 —ms) = (ms —my4) = 53.58 son bastante grandes en
comparacién a los demas, alterando el resultado final. En la siguiente seccién volveremos a este ejemplo
y mostraremos como usando funciones B-spline se elimina este error.

O

1.2.4. Diferencias divididas.

A partir de ahora nos enfocaremos en el estudio de la base formada por las funciones B-spline, para
esto serd necesario antes una breve introduccion a las diferencias divididas, ya que una manera de definir
a los B-spline, es utilizar la diferencia dividida de una funcién de potencia trucada.

Entonces supongamos dada la siguiente tabla de valores

u| U0|| Uk

fQu) | fluo) | -+ | fluw)

para alguna funcién f : R — R (no necesariamente conocida para todos los R) y u; € R para toda i.
El problema de encontrar un polinomio pg(u) de a lo més grado k que interpole a f en los puntos
u; es decir

(1.16)

pe(u;) = f(u;) parai=0,...,k (1.17)

es bastante conocido y estudiado, de hecho uno de los resultados méas importantes es el de la existencia
y unicidad de este polinomio. Para probarlo supongamos que py es de la forma

pre(u) = ag + ayu+ - - + apu
y entonces para que este polinomio cumpla (1.17), debe suceder

pr(uo) = ap + arug + -+ + aw’é = f(uo)

pr(ut) = ao +arug + -+ akulf = f(w)

pk(uk) =ag+ajug +---+ akuz = f(uk)

lo que implica un sistema de k+ 1 ecuaciones con k+ 1 incégnitas cuya existencia y unicidad de solucién
depende de que el determinante

1w - ub
1w - uf

| = Ak
1wy uf

11



1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

(lamado de Vandermonde) sea distinto de cero. El cual ademds se puede escribir como [Lang][pag. 259]

A = (up — up—1)(Up — Up—2) - -

(Uk - Uo)(ukq - ka2)(ukfl - kas) te (U1 - uo)

de donde se deduce que se puede garantizar la existencia y unicidad del polinomio de interpolacion
siempre y cuando los valores u; sean distintos.
Una de las formas clésicas de pi(u) es el Polinomio de Lagrange, dado por la siguiente expresién

k F(us) k k
pow) = —————[Jw—u) = flui)li(u) (1.18)
i=0 HJ];? (u; — Uj) i=0 i=0

en donde el conjunto de funciones base {¢;};=o,... x (llamadas cardinales), estan dadas por

(u—1up)...(u—uj—1)(u—wig1)...(u—ug)

gZ(U) - (ul — ’LLQ) e (ui — ui_l)(ui — ui+1) e (ui — ’U,k)
Ya que asi . .
pr(uy) = Z fui)li(uy) = Z fui)dij = f(uy)
i=0 i=0

paraj =0,...,k.

Este esquema nos es recomendable en términos pricticos, pues si se agrega otro punto (g1, f(ug+1))
a la tabla (1.16), se deberd volver a calcular cada funcién ¢;, lo que es bastante ineficiente.

Un método mds adecuado para la representacion de py(u) en esos términos, es el llamado Polinomio
de Newton cuyo planteamiento es el siguiente.

Supongamos que px—1(u) y px(u) son dos polinomios de grado a lo mas k — 1 y k que interpolan a

flw) en ug, ..., up—1y uo,...,u, respectivamente; asi qx(u) = pg(u) — pr—1(u) es un polinomio de a lo
més grado k que se anula en uy,...,ur—1 lo cual implica que se puede escribir como
k—1
gr(u) = Ag(u —ug) -+ (u —ug—1) = Ay H(u—ui) (1.19)
i=0
con A € R.

Ahora, notando que q(ug) = f(ux) — pr—1(ug), podemos utilizar (1.19) para obtener Ay realizando
el siguiente despeje

A = J (k) = i (i) para k >1 (1.20)

-1
[Tico (ur — i)
Por lo tanto, si tomamos po(u) = f(ug) (es decir si hacemos que el polinomio de grado cero pg(u)
sea igual a f(ug)) v Ao = f(ug) podemos usar (1.20) para calcular A; de la siguiente manera

Al — f(ul) _pO(ul) _ f(ul) — f(uO)

Up — uo Uyp — uo

y asi p1(u) se puede escribir como
pl(u) = Ay + Al(u - UO)

12



CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

logrando que p1(ug) = f(uo) y p1(u1) = f(u1).

De forma andloga podemos calcular As y obtener el polinomio pa(u) que interpola a f en ug,uy y
ug, y asi sucesivamente. Finalmente, el polinomio pi(u) que interpola a f en los puntos uo, . .., ux tiene
la expresion

pr(u) = Ao+ A1 (u — ug) + Aa(u — ug)(u — uy) (1.21)
+...+Ak(ufu0)...(ufuk71)

En este caso, si se desea interpolar un nuevo punto (ugy1, f(ur+1)) que no esté en la tabla (1.16), el
polinomio pg11(u) se obtiene simplemente sumando a (1.21) el término

Apy1(u—ug) - (u—uyg).

El valor A; es llamado la i-ésima diferencia dividida de f(u) en o, ..., u; y por conveniencia se denota
como flug,...,u;] para indicar la dependencia con wuy, ..., u;. Finalmente (1.21) se puede escribir como
k i—1
pk(u):Zf[uo,...,ui]H(u—uj) (1.22)
i=0 j=0
en donde Hj_zlo(u —u;) = 1y fluo,...,ux] es el coeficiente correspondiente de cada funcién base

{H;B(U — uj) }i=0,.. k-

Propiedades de las diferencias divididas.

A continuacion presentaremos algunas propiedades de la diferencia dividida, pensandola no sélo como
el coeficiente del polinomio de interpolacién, sino también como una funcién de los nodos u;, lo que nos
sera de gran utilidad para probar importantes resultados de las funciones B-spline méas adelante. Por otro

lado para simplificar la notacién diremos “la diferencia dividida de f en U”para indicar flug, ..., uk|.
Sea un vector de k + 1 nodos estrictamente creciente? U = {ug,...,ux} con k > 0 y una funcién
f:a,b] — R en donde a = min{ug, ..., ur} y b = max{uo, ..., ur} entonces.

Teorema 3 La diferencia dividida de f en U cumple

- S (i)
Fluos i = ; (ui = uo) -+ (wi — wi—1)(ui — wigr) -~ (us — uk) (123)
y por lo tanto es una funcion simétrica respecto a sus argumentos, es decir se verifica que
fluo, - uk] = flujg, .- uj,] (1.24)
para toda permutacion (jo, ..., Jji) de los subindices 0,. .. k.
Demostracion.
Primeramente notemos que el polinomio de interpolacién py(u), se puede escribir como
pr(u) = fluo, ..., ux]u” + un polinomio de grado < k
de donde ®
fluo, ... ] = p’“k,(u) (1.25)

2Ms4s adelante probaremos que bajo ciertas condiciones es posible suponer que la diferencia dividida puede estar definida
con un vector de nodos no decreciente

13



1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

lo que muestra que la k-ésima diferencia dividida flug, ..., uk], es % veces la k-ésima derivada de pg(u)3.
Ahora de (1.18) pg(u) también tiene la forma

pi(u) = Z %uk + un polinomio de grado < k
i=0 HLO (ui — u;)
B J#

y entonces por la unicidad del polinomio de interpolacién tenemos que

k

S T e S A C )N
f[ 0, 5 k] ;sz;g(uzuj)

La propiedad de simetria (1.24) se verifica claramente de (1.23) y la conmutatividad de la suma de
nimeros reales; veamos:

fluo] = f(uo)
[ (uo) n f(u1)

Up — U1 Uyp — U

fluo,u1] = = flu1, uo)

f[U07u17u2] = f[uo,uz,ul] = f[ul,uz,uo] =
f(uo) n f(u1) f(uz)
(uo —u1)(uo —uz2) =~ (u1 —uop)(ur —uz)  (uz — up)(uz —u1)

= f[ul,uo,uQ] = f[UQ,’lLl,UO] = f[’U,Q,’LLO,Ul]

—~

Teorema 4 La diferencia dividida de f en U se puede escribir como

Fluo, - un—a] = flua, ... ug] (1.26)

fluo, -« uk] =
Uy — Uk

Demostracion.
De la ecuacién (1.21) sabemos que el polinomio p; de grado menor o igual que k, que interpola a f
en la tabla

F) [ Flur) [+ | Fluo)
estd dado por
pr(u) = Bo + By (u — ug) + Ba(u — ug)(u — ug—1) (1.27)

+ o 4 Br—1(u—ug—1) - (u—u2) + Br(u—ug) - (u—up)

en donde By = flug,...,up]. Ahora por la unicidad del polinomio de interpolacién y la propiedad de
simetria de las diferencias divididas By, = f[uk, ..., uo] = fluo, ..., ur] = Ag.
Ahora, reescribiendo (1.27) y (1.21) tenemos
pre(u) = Ag(u —uo) - (u—up—1) + Ap—ru™ "+ pl_s(u)
pr(u) = Bi(u —ug) -+ (u = ur) + By~ 4 pil_y(u)

3Usaremos este resultados més adelante.
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

(en donde pj,_5(u) y pj_o(u) son polinomios de grado a lo més k — 2 cuya expresién no nos interesa) y
restandolas tenemos que

k—1
0= Ak(uk - UO) H(u — ui) + (Ak—l - Bk_l)uk_l +pk_2(u)

i=1

con py—2 = pj,_o(u) — pj_,(u). Entonces por la independencia lineal de la base {1,u?,...,u*} se deduce
que
Ag—1 — B—1 + Ag(up —ug) =0

y asi
Ag_1 — By
A, = 2ol k—1
Ug — Uk
y de nuevo, por la simetria de las diferencias divididas Bx—1 = fluk,...,u1] = f[u1,...,ur] de donde
tenemos (1.26).
|
Una aplicacién del teorema anterior nos indica que la diferencia divida f[uo, ..., ux] se puede obtener
por medio del calculo de diferencias divididas descritas en la siguiente tabla triangular.
[fluo]
fluo, ui]
flua] fluo, ur, us]
f[ula u2]
[lus]
: f[uo,...,uk_l]
f[UOa"'auk] (128)
: f[ula"'vuk]
flur—2]
Jlug—2, ug—1]
Jlug—1] fluk—2, up—1,ug]
flug—1,ug]
Sfluk]
Teorema 5 Si f es un polinomio de grado menor o igual que k, entonces la k-ésima diferencia dividida
de f en U es constante. Y en particular flug,...,ux] =0, si f es un polinomio de grado menor o igual
que k — 1.

Demostracion Por la unicidad del polinomio de interpolacion, el polinomio py que interpola a f
en U es igual a f, as{ la diferencia dividida (que por definicién es el coeficiente del término de grado k)
debe ser una constate.

Claramente si f es un polinomio de grado menor o igual que k — 1, este coeficiente es cero.

]
El siguiente teorema es atribuido a Leibniz.
Teorema 6 Si g(z), h(x) : [a,b] = R cumplen f(x) = g(z)h(z) Va € R, entonces
k
fluo, - ur] = gluo, . wilhfus, . .. ug] (1.29)
i=0



1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

Demostracion. [DeBoor78, pig 5.] Definamos la funcién

koi—1 kok
F(u) =ZH(u—ur)g UQy - ny U +ZH U — Ustjp1)h[uj, ..., ug) (1.30)
i=0 r=0 j=0s=0

en donde [[j_5(u —up) =1sii=0y [In (v —usrjr1) =1sij=k.

Notemos que la primera suma que compone a F(u), es un polinomio de interpolacién en la forma
de Newton de una funcién g evaluada en U, y la segunda es el correspondiente polinomio para h; por
tanto F'(u) interpola a f evaluada en U.

Ahora por ejemplo si desarrollamos (1.30) para k = 1 tenemos

=0 =1 _] 0 j=1
F(u) = (gluo] + (u — uo)gluo, ua])((u — wi)hluo, ur] + hlua])
i=0,j=1 i=1,j=1
= gluo]hlur] + g[uo, ua]h[ui](u — uo)
1=0,7=0 i=1,j=0
+ gluo]hluo, u1](w — u1) + gluo, ur]hlug, ur](u — u)(u — u1)

Notemos que tltimo término de esta expresién es igual a cero cuando F' se evalia en ug o up, de

donde el polinomio formado por las tres sumas anteriores forma al polinomio de grado a lo méas 1, que
interpola a f en ug,u1, cuyo coeficiente del término de grado 1 es

gluo, ur]hlui] + gluolhluy, us]

En general, (1.30) se puede descomponer al realizar las multiplicaciones correspondientes en dos
sumas, en donde en una se encuentren todos los productos que corresponden al polinomio de interpolacién
y en la otra los que se anulan al evaluarlos en U; es decir, la primera suma estard compuesta por los
productos cuyos indices cumplan que ¢ < j, ya que estos productos forman monomios de grado a lo
més k, y la otra suma estara formada por productos de grado mayor que k los cuales se anularén al ser
evaluados en U, es decir

F(u) = Z monomios de grado < k + Z monomios de grado > k
i<j i>j

En particular, los coeficientes de los términos de grado k son aquellos para los cuales i = j; es decir

glugl(u —uq) -+ (u — ug)hlug, - . ., ug]
+(u —wuo)glug, ur](u — ug) - - - (u — ug)hlug, . . ., ug]
+(u—up) -+ (u— ug)gluo, - - -, ug]hlug]

de donde se deduce (1.29).

Teorema 7 Sea u € R tal que ug < @ < uy; entonces
(ug — ug) fluo, -, ug] + (@ — uo) fluo, .-, uk—1,) + (ug — @) fla@, us,...,ux] =0

Demostracion.
De la ecuacién (1.26), el lado izquierdo de la igualdad anterior es

(uo _uk)f[ula---v“k] — fluo, - - - up—1]
Uk — U

+ (’EL B uo)f[ula ce aukfl;jﬁl;({[uo, S ,uk,l]

+ (Uk _a)f[ul, ..7Uk] ;kfjaéU1,.. -;uk—l]

16



CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

de donde tenemos la expresién

*f[’ll,l,...,Uk]+f[U0,...,Uk,1] +f[u17"'aukflaﬁ]
_f[an"'7uk—1] +f[ula"'7uk] _f[a7ula"'auk—1]

la cual por la simetria de las diferencias divididas es igual a cero.
|
Segun lo mencionado al inicio de la seccién, la unicidad y existencia del polinomio de interpolacién
estd garantizada siempre y cuando los nodos no se repitan; sin embargo, los siguiente dos teoremas nos
proporcionan implicaciones muy interesantes de las diferencias divididas si f es diferenciable o tiene
cierto grados de diferenciabilidad continua, cuya principal consecuencia (para nuestros intereses) radica
en el hecho, que bajo tal suposicién, sera posible definir la diferencias divididas sobre nodos repetidos.

Teorema 8 Supongamos que f es k veces diferenciable en (a,b). Entonces existe £ € (a,b) tal que

(k)
fluo, - ug] = ! kk,!(é) (1.31)

Demostracién. Supongamos inicialmente que k = 1, asi debemos probar que existe & € (a, b) tal que

f(u) — fluo)

o, ] = = 7'
Uy — Uo
para ug, u1 € [a,b] y f diferenciable en (a,b), lo cual por el teorema del valor intermedio es cierto.
En general, observemos que segin la hipétesis, la funcién gx(u) = f(u) — pr(u) tiene (por lo menos)

k + 1 ceros distintos uo,...,ux en [a,b] (ya que pi es el polinomio de interpolacién de grado menor o
igual que k de f en estos puntos), de modo que si f es k veces diferenciable en (a,b), g, también lo es,
y por el teorema de Rolle ¢ (u) tiene por lo menos k ceros en (a,b); continuando con este argumento
sucesivamente, tenemos que q,(ck) tiene por lo menos un cero en (a,b), si por ejemplo lo denotamos como
&, entonces

0=5"©) = 1P -p"(©)
por otro lado de (1.25)
PP (&) = fluo, - .., uk]k!

de donde se obtiene (1.31).
]
Claramente, la k-ésima diferencia dividida f[uo, ..., ug] no esté definida si algunos (o todos) valores
u; se repiten, ya que por ejemplo si k =1

f(ur) = f(uo)

f[U07'UJ1] =
U1 — Ug

y el lado derecho de esta igualdad no tiene sentido si u; = ug. Sin embargo si la funcion f es diferenciable

se puede hacer que
lim f(u1) — f(uo)

uo,u1—v Ul — Up

)= f'(v)
para algun valor v € R, de modo que tiene sentido definir
f[u())ul] = f/(uo) si Ug = U3 = 0.

El siguiente teorema generaliza esta idea.
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1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

Teorema 9 Si f es una funcién de clase C*) en [a,b] y v € [a,b], entonces la diferencia dividida de f
en U cumple

P (v)

1
I T
wo, 1 Flo, ] =

Demostracién. Aplicando el teorema anterior sobre nuestras hipétesis tenemos que

Fluo, . ui] = 3 £ (€) para algiin & € (a,0)

De modo que si todos los ug, ..., u; se “acercan”a v, el correspondiente £ también lo hace, por lo que

tim flug, o] = lim 2 00 = /O )

UQ ey U —V E—v k!

la tltima igualdad es cierta por la continuidad de f®*)(u).
[ |
Ahora notemos que si pi(u) es el polinomio de Newton (1.22) que interpola a la funcién f de clase
C®) en U, segiin el teorema anterior, py(u) se transforma en

- i o b ) v U_Ui
ﬁk(u):Z%f(z)(v)H(u—v):Z—f OIChL) (132)

7!
§=0 i=0

siempre y cuando los puntos de U se aproximen a v. Es decir p(u) se vuelve la serie truncada de Taylor
para f alrededor de v, por lo que claramente se cumple que

ﬁ](cj)(v) — f(])(v) paraj = 07. . .,k

Asi, el polinomio p, no sélo interpola a f en v, sino que ademds la j-ésima derivada (para j = 0,..., k)
de pr. v f coinciden en este punto. Este tipo de interpolaciéon es llamada osculatoria por la palabra
latina dsculos que significa beso, porque pi no sélo toca a f en v sino que ademés lo hace tan suavemente
como grados de diferenciabilidad continua tenga f.

De todo lo anterior se deduce es posible definir la diferencia dividida de f(u) en k + 1 nodos iguales
como

fluo, -« uk] = siug=up =+ up =v. (1.33)
y entonces tenemos la siguiente definicién.

Definicién 5 Si f es una funcién de clase C*%) en [a,b], la diferencia dividida de f sobre U se define
como sigue:

w Siug <up <--- <y entonces

flui,. . uk]—fluo,.. ., uk—1] ;
- ST UQ 7 Uk
fluos - ug] = {f(k)(uo) o (1.34)
TR ST Uy = Uk
= S5 no se cumple que ug < uyp < --- < wug , entonces tomamos cualquier reordenacion vy, ..., v de
estos puntos, de tal manera que flvg,...,v| se defina por el primer caso de (1.34).

La siguiente definicién sera necesaria para el siguiente teorema.
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

Definicién 6 Si f es lo suficientemente diferenciable definimos la “restriccion de f en U 7, al vector
flv formado por k + 1 elementos (fo,..., fr) en donde

fi= T (u) conr =méx{j| wi_; = u;}

Por cjemplo, si U = {0,0,1,2,2,2}, f|,, = (£(0), £/(0), f(1), /(2), f(2), f"(2)). La importancia de /],
se debe a que contiene toda la informacién acerca de la funcién f necesaria para construir un polinomio
de interpolacién de grado a lo mas k que coincida con f evaluada U.

Teorema 10 Todos los elementos de la tabla de las diferencias divididas (1.28), son funciones del vector
flv. Es decir, para cualesquiera 0 < r < s < k, existen nimeros reales dy . ..,dy que dependen de r,s y
U pero no de f, tales que

k
f[u’!‘7"'7us] :Zdzfz (135)
=0

Demostracion. La prueba serd por induccion sobre la diferencia s — 7.

= Asi supongamos que s — r = 0, entonces de (1.35) se tiene si d; = 0 para toda i excepto para
alguna d; = 1 cuyo respectivo f; = f (0)(u5), en donde j < s dependiendo solamente de cuantos
Uy, hay con m < r y u,;, = u,. De hecho, un caso mas general de esta suposicién es r < sy
Up = --- = u, ya que entonces flu,,...,us] = fEIW)/ (5= v (1.35) se tiene si d; = 0 excepto
paraun d; = 1/(s —r)l.

= Ahora supongamos que la sentencia es correcta para s — r < k y probemos para s —r = k con
uyr < ug. Asi, por hipétesis de induccidn, existen valores d} y d, que dependen sélo de r,s y U
tales que flup, ..., us—1] =D, difi v fltbr41,...,us] = >, d] fi entonces

flrst, o oyus) — flur, ..y us—1] d; —df
o] = 3 .
f[ T ) é] uSiuT - uSiqul
asi tomando " ,
d = di —d;
! Us — Uy

tenemos (1.35) en donde d; es independiente de f.

1.2.5. Funcién B-spline.

Existen varias maneras de definir la funcién B-spline*; sin embargo, nosotros abordaremos el enfoque
de las diferencias divididas de la funcién de potencia truncada [DeBoor78],[Cox72], [Scho46], ya que éste
nos permite entre otras cosas, probar multiples propiedades de la funcién B-spline.

Definicién 7 Dado un entero positivo p y una sucesion de nodos no decreciente U = {u;, ..., Uitpt+1},
la i-ésima funcién B-spline normalizada de grado p (orden p + 1) sobre U denotada por N, ,(u) se
define como

Nz-ﬁp(u) = (ui+p+1 — uz)( — u)ﬂ[uz, e ,ui+p+1] (136)

para todo u € R.

4El nombre B-spline se refiere al término “Basis”, ya que gracias a sus propiedades estas funciones forman una de las
bases mas comunes para el espacio de funciones Spline.

19
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La notacién placeholder en (- — u)" se usa para indicar que en la diferencia dividida de la funcién
bivariada (2 — u)". con @ € U, se fija primero el valor de u y se le considera solamente como funcién de
@, y as{ la expresion resultante estd en funcién de u. Por ejemplo para g(-, u)[u;, w;t1]

g('au)[uiJrl] *g('vu)[ui] g(ui+1au) 79(“%“)

g('vu)[uiaui+1] = =
Uil — Us Uir1 — Us

También notemos que en este caso se esta suponiendo que el vector de nodos U, es formado por nodos
no decreciente; esto se hace por simplicidad ya que por la definicién 5, la diferencia dividida puede estar
definida sobre cualquier conjunto de niimeros reales no vacio.

| N | »
I I I » [ »

I
Uy Uiyg WUirso Ui Usss WUiv2

Figura 1.8: (a) Funcién B-spline N; 1 sobre U. (b) Funcién B-spline NN; 1 sobre V.

Ejemplo 5 Calculemos la funcién N; 1 (u) sobre los dos vectores de nodos U = {u;, w11, ui+2} en donde
Ui < Uip1 < Uiz Y V = {Ui, Uig1, Uiz} cON U; = Uip1 < Uita.
Asi, de (1.36) y (1.26) el B-spline sobre U estd dado por

Nii(uw) = (Uip2 — ui) (- — w)4 [wi, Wit1, Uita)

_ (wie —w)y — (i —w)y (win —w)y — (ui —u)y

Ui42 — Ui41 Uit1 — Uj
Ujrs — U 1 1 U — U
_ (uig )+< + )(uiHU)JFJrM_
Uj4-2 — Uj41 Uj4-2 — Uj41 Ui4+1 — Uy Ui4+1 — Uy

Notemos que en este caso N;1(u;) = N;1(uit2) =0y N;1(uit1) = 1; la gréfica de esta funcién se
muestra en la Figura (1.8) inciso (a).
De manera analoga, el B-spline sobre V' es

Nija(u) = (wipe —wi) (- — u)4 [ti, Uig1, Uis2]
(= w)g[ui, uiga] — (- — u)y[ui, ug
Uit — Us

= (Uz‘+2 - Uz)

_ (wir2 —u)y — (ui —u)y
Ujt2 — U

= (- = )4 [u, ugl.

El segundo término de la ultima igualdad se calcula utilizando la diferencia dividida para el caso de
nodos repetidos en (1.34) asi
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

Ni,l(u) _ (ui+2 - U)Jr - (uz - u)Jr o (Uz - u)g)_ (137)
Ui+2 — Uj
y entonces
Niai(u;) = Yik2 “Ui oy
Ui42 — Ug
0-0
Nii(tjy2) = ———— = 0=0;
Ui4+2 — Uj

la grafica de esta funcién se muestra en la Figura 1.8 inciso (b).

De este ejemplo podemos notar que el calculo de una funcién B-spline segun la definicién 7 puede ser
bastante engorrosa y en términos numéricos dificil de evaluar; sin embargo, a principios de los setenta
de Boor, Cox y Mansfield [Cox72|,[DeBoor72],[DeBoor78], descubrieron simultdneamente una expresion
recursiva que simplifica enormemente los cédlculos.

Teorema 11 Dado un entero p > 0 y vector de nodos no decreciente U = {u;, ..., Uitpt1}, la funcion
B-spline N; ,(u) cumple

. 1 stu; <u<uip
Nio(u) = { 0 en otro caso. (1.38)
Y
U — U Uitp+1 — U
N; p(u) = —— N, p_1(u) + ——————N; _1(u 1.39
20 = N )+ SN (1.39)

Demostracion.

La ecuacién (1.38) se sigue de las definiciones de la funcién B-spline, la potencia truncada y la
propiedad (1.26)
Nia(u) = (wipr — i) (- — w)} s, wira] = (Wi — )3 — (ui —u)}

. 1 siu € [ui,ui_H)
0 en otro caso.

Ahora para probar (1.39) notemos que si a,u € R, la funcién de potencia truncada (o — u)*. cumple

(a—u)(a—u)P' siu<a _
(@ wi = {0 : en otro caso. (o= w)for —w)™

Entonces, del teorema de Leibniz (ver teorema 6) tenemos que
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1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

(' - U)ﬁ[“u s aui+p+1]
-1
= (ui —u) (- — Wi uis o Uigpra ] — W) g, U]
i+p+1
-1
= Z (—w)wis - ur] (- =W [, - Ui
r=t
= (s —w)(- = w5 [uiy s Uipp]
+ (- = s, wia) (- — W) i, i ]
+ (= w)us, iy, wipa) (- — wh uiga, - Uigpia]
+ =iy i) (i — )
—1 -1
= (ui —u)(- =W uis o igprr] + (1) = WY [, - Uipra]
la dltima igualdad es cierta por el teorema 5, ya que la diferencias divididas de un polinomio de grado
k > 2 que interpola a (- — u) en los ndmeros {u;, ..., ur} es cero (teorema 5). Ahora
U — U _
(= wliluwi, . Uigpa] = — [(' —u)f 1[Uz‘+1a Ces Uigpt]
Witp+1 — Ug
7(, — u)ﬁil[ui, A ,’Uli+p]}
-1
L Witpn —ui)( = Wi (w1, Uigp]
Uitp+1 — Ui
1 { p—1
— (u—u)(-—u Wiy oy U
Uitpi1 — U ( Z)( )+ [ % z+p]
-1
~(uiprr — )~ 0 s

y de la definicién del B-spline tenemos finalmente

Nip—1(u)+

1 U — U;
(= U)ﬁ[ui, cee ,Uz‘+p+1] = [

Witp+1 — Ui LUitp — U

MNHM% (u)}
Witp+1 — Wit
|
Es importante notar que en el caso de un vector con nodos repetidos, la ecuacién (1.39) puede tener
cocientes con denominadores igual a cero, sin embargo eso significa que la funcién B-spline que multiplica
a este cociente, estd definida sobre un vector de nodos iguales, de donde por definicién es idénticamente
cero y por lo tanto el sumando también es cero.

Ejemplo 6 Sea la sucesién de nodos V' = {u;, w11, u;12} del ejemplo 5; entonces N;o(u) sobre V
estd dado por
U — U Ui4+2 — U

Niyl(u) = Ni,O(u) +

— 7Ni+1,o(u)-
Ui41 — Uy Ui42 — Uit

En este caso el cociente del primer término de la suma estd indefinido pero la funcién N; o(u) es cero
por definicién, de donde

Ui42—Ui41

B D S T TN
i(u) =

0 en otro caso.
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

Este resultado coincide con (1.37).
a

Otra ventaja de la relacion recursiva del teorema anterior, es que nos permite calcular o evaluar de
forma facil una funcién B-spline N; ,(u) realizando los cdlculos descritos en la siguiente tabla.

Ni,O (u)
Ni,l (u)
Nit1,0(u) Ni2(u)
Nit1,1(u)
Nita,0(u)
Nip-1 (u)
Nip(u) (1.40)
: Nit1p-1(u)
Nitp—2,0(u)
Nitp+2,1(u)
Nitp-1,0(u) Nitpt2,2(u)
Nitp-1,1(u)
Ni+p,0(u)

Ejemplo 7 Tomemos un vector de nodos U = {ug, u1,uz,us} = {—1,1,3,5} y calculemos la funcién
B-spline Ny 2(u) sobre éste. Asi primeramente obtenemos

Nii(u)=1 siu€ [uuit1)

para i =0,1,2. Ahora

IS
+
=

siue[—1,1)
siu € [1,3)

0 en otro caso.

w
|
IS

No1 =

=l siuel,3)
N1 1(U): B—Tu SZUG[LQ)

)

0 en otro caso.
y por ultimo
% siue[-1,1)
(oH)—w) 4 G=uw=l) 4 ¢ [1,3)
(

5;u)2 siu € [3,5)

No2 =

Las funciones Ny 1(u), N1,1(u) y No2(u) se presentan en la Figura 1.9.

O
El siguiente teorema nos proporciona una relaciéon importante que nos permite escribir el B-spline
como una combinacién lineal de B-splines, sobre un vector de nodos “refinado”, es decir, sobre un vector
con méas nodos que el original.

Teorema 12 ([Boehm80]) Dada una sucesion de p + 2 nodos no decreciente U = {u;,

o Uitpr1} Y
un nodo u tal que up, < U < upy1 st definimos

U= {ﬂi = Ujy e ooy U = Uk, Ug+1 = Uy Uk42 = Uk41, - - -, Ujbpt2 = ui+p+1},
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(u+1)? @)@ | (Gu)u-l)
8 8 8

-05-

Figura 1.9: Funciones B-spline Ny 1, N11 y N2 sobre U = {—1,1, 3,5}.

la funcion B-spline N; ,(u) sobre U se puede escribir como

0—1; - Uispro — U
N;p(u) = ———N, p(u) + ———————N; U
olt) = S Ny )+ R )
en donde N; ,(u) y Nit1,,(u) son los B-splines definidos en U.
Demostracién. Del teorema 7, si f = (- — u)" tenemos que
(itprr = wi) (- — W) [uiy o igpa] =
U — ) —w)P [ o
- (Tigpr1 — i) (- — ) [, . o Uigp, 1) (1.41)
Uitp+1 — U _ _ D -
+ —————(Uipt2 — Ui1) (- — WL [T w1, Uigpya]

Ui pt2 — Uit1

Ahora, de la propiedad de la simetria de las diferencias divididas tenemos

(- —w) [wis - Uigp, U] =
(= Wi ui, @ uite, o uip] = (= Wi [0 Big, - - Tipi]
y
(=) [ vig1, - Uirpr1] = (=) [Gir1, Uiva, Uirs, - - -, Uitpta)

de donde (1.41) se puede escribir como

(Witpt1 — ui) (- — Wi i, o Uigpa] =
U — U; _ _ _ _
Uiy +1—i U (Uitpr1 — W) (- — u)ﬁ[uu oo Wigpy]
1+p 7
’EL'+ +2 — U _ _ _ _
Jra,: fg i (@itpr2 = Uip1) (- = W) [Gisrs o Uigpia]
1+p )
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CAPITULO 1. FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS Y SUS REPRESENTACIONES.

y de la definicién de la funciéon B-spline tenemos finalmente

u—1u; - U; —U
Nip(u) + —2222 — Ny (u) (1.42)

Niyp(u) == - , - -
Uitp+1 — Ui Uitp+2 — Wit

Propiedades de las funciones B-spline.
A continuacién describiremos algunas de las propiedades mas importantes de la funcién B-spline; para

esto supondremos dado un entero p > 0 y un vector de nodos no decreciente U = {t;—p, ..., Uitpt1}-

1) Soporte local; N; ,(u) # 0siu € (u;, uitpt1). Esta propiedad se deduce al observar la tabla
(1.40), ya que N;p(u) se construye a partir de las funciones N;o(u) las cuales por (1.38) son
mayores que cero en u; < u < U+ parat=20,...,7i+p.

11) No negatividad; N, ,(u) > 0 Vi, p,u. Probaremos esta propiedad por induccién sobre p.

Asi por (1.38) es cierta para p = 0. Ahora supongamos que es valida para p—1, y lo demostraremos
para p. Siu ¢ [u;, uitp+1) la propiedad de soporte local implica que

Nip-1(u) = Nit1,p-1(u) =0
Supongamos lo contrario, es decir que u € [u;, Ui4p41); entonces

U — U Uitp+1 — U >0

Uitp = Wi Uitpt1 — Uikl
asi de (1.39) y la hipétesis de induccién concluimos que N; ,(u) > 0

1) Particién de la unidad. Z;:ifp N;p(u) =1VYu € [u;, uit1). De larelacién recursiva del B-spline
esta suma se puede descomponer como

U — Uj
> Njpw) = > ﬁNJ,p—l(U)
j=i-p j=i—p TP
+ - Ujtp—1 — U

j=i

‘ — Njy1,p—1(u)
Zp Witpl T U4l

ahora, cambiando el subindice de i — p por i — p + 1 en la segunda suma del lado derecho de la
igualdad, podemos escribir

[ 1+1
U — U; Uity — U
L Njp1(w) + > —HE——N;, 1 (u) (1.43)
j=i—p Uj+p — Uy j=i—p+1 Uj+p — Uy

y como u € [u;,u;+1), la propiedad del soporte local implica que
Ni—pp-1(u) = Nitip-1(u) =0
y agrupando términos (1.43)
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i: [UUj +Uj+pu}Nj,p1(U) i: Njp-1(u)

jmimpg1 LWitp T U5 Ujtp U j=impt1
repitiendo el argumento se deduce que
i i i
> Njpa(w)= Y Njpaw)=---=> Nou)=1.
j=i—p+1 i—p+2 Jj=i
la ultima igualdad es cierta por (1.38).

1v) La Derivada: La derivada de la funcién B-spline [Cox82, pdg.15],[DeBoor78, pig.138]. Notemos

que
-1
%(oz—u)ﬁ:—p(oz—u)l_j|r acR
de donde la derivada respecto a u, de la i-ésima diferencia dividida
(-— u)i[uu cooy Uigpt]
es igual a —p(a — u)? ug, ..., uiypr1] y entonces
-1
Ni(u) = (igpr1 — i) (=p) (- = w) ui, o Uigpra]
—1 —1
= =p [ =W it tip] = = 0% ey
de donde » »
N/ (u)= ——N;, 1(u) - —————N;4 1,_1(u 1.44
{0 = e Vi) = P N () (1.44)

En general si Ni(Q (u) representa la j-ésima derivada de N; ,(u), la derivacién repetida j-veces de

(1.44) resulta la férmula

(G-1) (G-1)
. N, U N,
Ni(,i)(u)=p< et () Nk ) (1.45)

Uitp — Uj Uitp+1 — Uit1

1.2.6. Base de funciones B-spline.

Una vez que se ha definido y discutido las principales caracteristicas de la funcién B-spline, es
momento de construir la base formada por estas funciones.

Teorema 13 (Curry y Schoenberg) [DeBoor78, pdg. 113] Sean k un entero positivo, U = {uog, ..., ux}
un vector de nodos estrictamente creciente y v = (v1,...,Vx—1) un vector de enteros (en donde —1 <
v; < p) los cuales representan los grados de diferenciabilidad en cada nodo interior (ver seccion 1.1).
Entonces, st

e

-1
n = k/’(p + 1) — (Vi + 1) = dim(Pp7U7,,)
=1

definimos U = {o, ..., 1n1p} en donde

I) ﬁ0§ﬂ1<---§ap§u0 yukgan<"'§an+p-
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11) Cada nodo Uy es igual p — v; veces a u; parai=1,...,k —1. Es decir
ﬁp+1 = ... :/l_l’pfvl = U
ﬂp*l/1+1 —_ ... = a?p*l/l*l/Q = Uy
Ule-2)p-b 2wt = 7 T Y )p- i) v T Uk

Entonces el conjunto de funciones B-spline

{Nip(u)}tizo,...n—1 (1.46)
consideradas como funciones sobre [Uy,Uy] forman una base del espacio Py y,,

Demostracién. Inicialmente probemos que cualquier N; ,(u) de (1.46) pertenece al espacio P, ...
El teorema 10, nos indica que si f es cualquier funcién suficientemente diferenciable existen escalares
di,...,dit+p+1 que no dependen de f, tales que

i+p+1

Sty Uiy pi1] = Z d, f97) (@)

con jr =méx{s| r—s>iy lUp_s=10ur}parar=i,...,i+p+1. Dedondesi f=(-—u)f
i+p+1 |
— P — - p—jr ___P-

Nipw) = (Wiypr1 — i) (- = W [wiy o Uigppa] = (Wigprr —w) > de(ly — u)y CEEA (1.47)

lo que muestra que N; ;, es una funcién polinomial por pedazos de grado a lo més p con puntos de ruptura
Us, . .., Uitpt+1 los cuales por definicién son iguales a ciertos nodos interiores ug,...,ux—1. Ademads si
Ur =uj (parar €4,...,i+p+1yjel, ..., k—1), las propiedades de la funcién de potencia truncada
implican que esta funcién tiene p—j.—1 grados de diferenciabilidad en u; (es decir, es de clase C (p*jrfl)).

Por otro lado notemos que por definicién, j, cuenta el nimero de nodos iguales que u; (no incluyendo
a u;), vy p— v; la cantidad de nodos iguales que u; (incluyéndolo), de donde p — v; = j, + 1 es decir
v; =p—jr — 1, ast N, es de clase C*3) en u; y por lo tanto N;,, € Py ...

Ahora, lo tnico que falta probar es que (1.46) es linealmente independiente. Para esto usaremos la
férmula recursiva de los B-splines realizando induccién sobre p.

= Supongamos que p = 0; asi, si
n—1
Z a;N;o(u) =0 con a; € R
i=0
entonces a; = 0 Vi, ya que

1 siu € |u;, Ujr1
Ni’o(u){o c.0.C | )

lo que implica que a; =0 parai=0,...,n— 1.

= Ahora supongamos cierto para p — 1 y probemos para p;
n—1
Z oziNiyp(u) =0
i=0
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Entonces si derivamos esta ecuacién usando la propiedad (iv), tenemos

n—1 / n—1
0 = (Z oziNiyp(u)> = Z OéiN/
=0 =0

:pgai (Ni,p—l(u) ~ Nijip-1(u) )

Uitp — Ug Uitp+1 — Uit1

entonces
n—1 n—1

0= o Nip-1(u) S o Nij1p-1(u)

i—o  Witp — Ui TH Witptl T Uitd

ahora notando que por definicién Ny ,—1(uw) = Ng_p p—1(u) = 0, y ademds cambiamos el subindice
de ¢ + 1 por i en el segundo sumando, tenemos

n—1 )
z 1 z 1
0= E o —— g g ——
= Witp — W “H—p — U
Oéz — Q1
= E Nip—1(u)
’LL,H,p — U;

de donde por hipétesis de inducciéon a; —a;—1 = 0, y ya que los valores de a;; pueden ser cualesquiera
se deduce que o; =0 Vi.

Ejemplo 8 Sip =2, U = {ug,u1,uz,us,us} = {—1,2,5,6,9} y v = (—1,0,1), obtengamos la base
de funciones B-splines de P» y,, formada por todas las fpp de a lo mds grado 2 sobre U las cuales son
discontinuas por la izquierda en u;, continuas en us y de clase C) en us.

Entonces, segtin la demostracién del teorema anterior, la base estd formada por n = dim(Ps,y,) =
(3)(4) — 3 = 9 funciones y por lo tanto U = {1y, ..., 411} con

1. Ug <ty <2 <uy=-1y9=usz <1y < < Un.

U171 = w4 entonces

@
t+
@]
=
Q
=
o
)]
<
S
|
N
=
<
()
I
<
S
s
I
©
I
S|
=
o
I

U = {717 717 717 27 27 27 55 55 67 97 97 9}
y asi la base esta formada por el conjunto de funciones

{Ni2(u)}i=o,...8

sobre U en donde u € [, tig) = [—1,9].
Para este caso por ejemplo las funciones N3 o(u), Ny 2(u) segun la ecuacién (1.47) son

Noo(u) = 3[da(—1 — u)? +d3(2 — )2 + 2da(2 — u) 4 + 2d5(2 — u)"]
N3o(u) = 3[d3(2 — u)3 +2da(2 — u)+ +ds(2 — w) + 2de(5 — u)?]
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las cuales claramente son discontinuas en 2 como se esperaba.

Obtendremos las expresiones explicitas de las funciones que forman la base usando la tabla de los
B-splines (1.40). Asi tenemos

No,o = Ni,0 = N30 =DNyo=Nso=Ngo= Nigo=0.

siu € [2,5)

1 siue|[-1,2
Noo(u) = { [ ) Ns.o(u) = en otro caso

0 en otro caso

siu €16,9)
en otro caso

—N
(=l S

1 siu€l[5,6)
N7 o(u) = Ngo(u) =
rolu) {0 en otro caso s0(u)

2—u . u+1 -
=t siue|-1,2 = siue|-1,2
Nii(u) =1 *? [ ) Noi(u) =14 * [ )
0 en otro caso 0 en otro caso
5—u : w—2 }
=1 siu€e 2,5 L= siu€ 2,5
Nia(u) =4 2 2:5) Nsi(u) =4 *? 12:5)
0 en otro caso 0 en otro caso
u—>5 siu€[5,06)
6—u stu€|56 u .
Ne1(u) = {0 5,6) N71(u) = —93 siu €[6,9)
en otro caso
0 en otro caso
u—6 .
0 siu€6,9)
Ngi(u)=1<{ 3 ’
s.1(w) {0 en otro caso

Figura 1.10: Base de funciones B-spline de grado 2, con U = {-1,2,5,6,9} y v = (—1,0,1).
Por tltimo las funciones B-spline de grado 2 son las siguientes, éstas se presentan en la Figura 1.10.
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—~
[\&]
|
S
=
S

siue[—-1,2)

z
[
©

2(u)

o

en otro caso

(u+1)(2—u) (2—u)(u+1)
9 + 9

siue[—1,2)

N =
12(u) {0 en otro caso
(ut1)? - _
Noa(u) = 5 siue[—1,2)
' 0 en otro caso
(5—u)? -
Ny (1) = 5 siu € [2,5)
' 0 en otro caso
2(u—2)(5—u) .
siu € [2,5)
N =
12(1) {0 en otro caso
(u—2)* N2 .
Ny (u) = 5~ +(6—u)? siuc]56)
0 en otro caso
(u—5)(6 —u) + C=L=8) iy € [5,6)
Ne2(u) = (912“)2 siu € [6,9)
0 en otro caso
(u—5)" siu € [5,6)
N7 g(u) = ¢ L2207 O-w)w=6) g, ¢ [6,9)
0 en otro caso
(u—6) ;
Ny a(u) = { 5 siu € [6,9)

o

en otro caso

d

Tanto de la ecuacién (1.47) como del ejemplo anterior, se puede deducir que los grados de diferencia-
bilidad de las funciones B-spline de cierto grado p en un nodo interior se reducen a medida de que éste
se repite (y por lo tanto la fpp representada por esta base). Es decir si por ejemplo la funcién N; ,(u) es
distinta de cero en un nodo u; el cual no se repite, entonces ésta es de clase C®~1) en este nodo, en caso
de que se repita exactamente dos veces, tendremos continuidad de clase C?=2) y asf sucesivamente. A

continuacién presentaremos un ejemplo de esto.

Ejemplo 9 Tomemos la funcién B-spline Ny 2(u) de ejemplo 7, es decir

% siue[-1,1)
(u+1)8(3—u) + (5—u)2(u—1) siu € [1’3)7
NO,Q(U‘) = (5_u)2
e siu € [3,5)
0 en otro caso
en donde U = {—1,1,3,5} que se muestra en la Figura 1.11 (a). La cual se puede probar que es

de clase CM en 1 y 3. Ahora supongamos que repetimos el nodo 1 reemplazédndolo por 3, es decir

U ={-1,1,1,5}; entonces la funcién resulta
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% siue[-1,1)
Noa(u) = (51? siu€[l,2)
0 en otro caso

lo que implica una continuidad de C©) en 1, como se muestra en la Figura 1.11 (b). Por tltimo, volvamos
a insertar 1 ahora reemplazdndolo con 5; asi U = {—1,1,1,1} y entonces tenemos

u+1 .
v osiue-1,1)
Noo(u) =4{ 2 ’
0:2(1) {0 en otro caso

la cual es discontinua en 1, como se observa en la Figura 1.11 (c).

(@)

A
15
1t N N
o5l (u+1)’ (5;311)
) 8 <u+18)( 3-u) 4 B I
]
o5
A () 3 5 s >
A (b)
15
1+ 2
2 (5-u)
o5l (u+1) 16
8
0 —
(L1
4 E (] [ 2 3 I3 5 >
A
15+
1 ©
05+ !‘“’112
I
oL | —
05|
o1 1 1 »

Figura 1.11: Funcién B-spline Ny o definida sobre U = {—1,1,3,5} en la parte superior, sobre U =
{-1,1,1,5} en medio y U = {—1,1,1,1} en la parte inferior.

d

Ejemplo 10 Recordemos que en el ejemplo 4, se representé una “constante rota” usando la base de
funciones de potencia truncada, y vimos por qué en este caso se pierde precision. Ahora representaremos
la misma funcién pero con la base de funciones B-spline.

Aqui el vector de nodos debe ser U = {ug,...,ug} = {0,1,2,3,44,4.6 ,6,7,89}, p =1y v =
(1/1,...,1/8) = (0,,0)

Entonces n = (2)(9) —8 =10 y U = {ay, ..., %11 }. Tomando g = 41 = ug y @p = @1 = g tenemos
que U ={0,0,1,2,3,4.4,4.6,6,7,8,9,9}.
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1.2. REPRESENTACIONES DE FUNCIONES POLINOMIALES POR PEDAZOS.

Asi las funciones B-spline que forma esta base son

1 we01) u siu€[0,1)
—u  Siu
No,i(u) = ’ Nij(u)=<92—u siucll,2)
0 en otro caso 0 ;
en otro caso
u—1 siu€ell,?2) u—2 siu€ [2,3)
Noj(u)=<3—u siu€[2,3) N3i(u) = =2 siu e [3,4.4)
0 en otro caso 0 en otro caso
=3 siu € [3,4.4) w2l siu € [4.4,4.6)
Nyi(u) = ¢ 285%  siu € [4.4,4.6) Ns,1(u) = { &=t siu € [4.6,6)
0 enotrocaso 0 en otro caso
uzdb gy € [4.6,6) u—6 siu€l6,7)
Nei(u)=<7—u siu€cl6,7) Nzi(u)=<98—u siu€l7,8)
0 enotrocaso 0 en otro caso
u=T sil7,8) u—8 siucls,9)
Ngi(u)=<9—u siu€l8,9) No1(u) =
0 en otro caso
0 en otro caso

Ahora la funcién spline s € S; iy que representa a la recta rota estd dada por s(u) = E?:o a;N; 1 (u)
para u € [0,9) en donde ap = a1 = g = a3 = 10,4 = 5,05 =15y a5 = ag = - - = ag = 10, en este
caso si u = 8.5 tenemos

$(8.5) = 10N 1(8.5) + 10Ny 1(8.5) = 10(0.5) + 10(0.5) = 10.

es decir obtenemos el resultado esperado. Esto se debe a la propiedad del soporte local de las funciones
B-spline ya que para esta evaluacion solamente 2 funciones base estan involucradas.
O
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Capitulo 2

Curvas NURBS

Una vez discutidas las principales caracteristicas de las funciones B-spline, este capitulo lo dedi-
caremos a estudiar una importante familia de curvas paramétricas definidas en términos de B-splines,
llamadas “Non Uniform Rational B-spline” (NURBS).

2.1. Curva de Bézier integral.

La idea de la siguiente exposicion es partir de lo més particular a lo mas general, asi iniciaremos
con las curvas de Bézier integrales las cuales en este contexto son las mas simples pero a la vez maés
importantes. Una manera intuitiva y bastante ttil para definirlas es por medio del llamado algoritmo
de Casltejua que discutiremos a continuacion.

El Algoritmo de Casteljau

El algoritmo de Casteljau es un proceso recursivo con el que se obtienen puntos ya sea en el plano o
espacio de una curva Bézier integral, lo presentaremos usando el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11 Sean Py, Pi, P>, P; puntos en R? o R® y un real ¢t € [0,1]. Si fijamos ¢t = 1 y denotamos
P,o =P, (parai=0,1,2,3) el algoritmo de Casteljau para este caso consiste en los siguientes pasos:

= Pasol: Calcular el punto medio entre P; o y Pit1,0, que denotaremos por Pi,l(%), es decir

1 1 1
Pz ) =zh -P;
1 (2) 50 + 5 it1,0

parat=0,1,2.

= Paso 2: Calcular el punto medio entre Piyl(%) y Pi+1,1(%) denotado por Hﬁg(%)
1 1 1 1 1
Polz)=zP1l3 =B =
2(3) =37 (3) #3700 (3)

» Paso 3: Y finalmente calcular el punto medio entre Py2(3) y Pi,2(3) denotado por Po3 (3)

1 1 1 1 1
P Z\=Z2P - _p -
013 (2) 2 072 <2> + 2 172 <2)
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

Se dice entonces que Poﬁg(%) es un punto de pardmetro t = %, sobre la curva de Bézier de integral

ctibica definida por Py, Py, P> y Ps. Graficamente, estos tres pasos se presentan en la Figura 2.1(a).
Si ahora tomamos t = %, los nuevos puntos estaran ubicados en el segundo tercio de la linea recta
que une cada par, es decir los pasos son

= Paso 1: P, ¢(

~—
I

2P0+ 2Pip10 parai=0,1,2.
s Paso 2: P, 5 2P;1(3) + 2Pip1,1(3) parai =0, 1.

%Po,z(g) + §P1,2(§)

Wiy WY Wiy
~—
I

= Paso 3: P 3(

~—

Y de nuevo se dice que P0,3(§) es un punto de parametro t = % sobre la curva de Bézier. éstos se
muestran en la Figura 2.1(b).

1 1
R 0 =112 1 Re 0 =23 1

Figura 2.1: Puntos obtenidos por el algoritmo de Casteljau con Py, Py, P2, P3 y t = % (a) yt= % (b).

En general, se puede establecer que para cualquier pardmetro ¢t € [0, 1], los pasos que componen al
algoritmo son

» Paso 1: P;1(t) = (1 —t)P;o(t) + tPit1,0(t) parai=0,1,2.
» Paso 2: Po(t) = (1 —¢)P;1(t) + tPiy1.1(t) parai=0,1.
» Paso 3: P, 3(t) = (1 —t)Po2(t) + tP12(t).
que notemos, se puede escribir como
Pir(t) = (1 =t)P;r—1(t) + tPiy1,r—1(t)

pararT = 1,2,3 yi=1,...,3 —r. Asi, el conjunto de todos los puntos Py 3(t) para todos los valores
t € [0, 1], forma la curva de Bézier de integral de grado 3, que presentamos en la Figura 2.2.
O

En la siguiente definicién se formaliza el proceso descrito en este ejemplo.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

=

B

Figura 2.2: Curva generada por el algoritmo de Casteljau con puntos de control Py, Py, P», Ps y t € [0,1]

Definicién 8 Dado un conjunto de puntos Py, Py,...,P, € R? o R? llamados de control, y t € [0,1]
el algoritmo de Casteljau es el proceso que calcula puntos de una curva de Bézier por medio de la
siguiente ecuacion

Pip(t) = (1 =1)Pir—1(t) + tPis1,r-1(t) (2.1)
parar=1,...,p, i=0...,p—1r con P;o(t) = P; para j=0,...,p.
Ast, una curva de Bézier integral de grado p definida por Py, P1,...,P,, que denotaremos por

B(t). Es aquella que estd formada por los puntos Py ,(t) para todos los t € [0,1]. El poligono formado
por los puntos de control es llamado poligono de Control.

La curva de Bézier y la base de Bernstein.

Es importante notar que los puntos en (2.1), son sumas de productos de t y 1 — ¢, lo que resulta
un polinomio, de donde es claro que B(¢) es una curva polinomial (es decir sus funciones coordenadas
son polinomios). En la siguiente discusién probaremos que ésta se puede representar usando una base
de funciones polinomiales, llamadas de Bernstein' las cuales definimos a continuacién.

Definicién 9 Dado un entero positivo p y t € [0,1], el i-ésimo polinomio de Bernstein de grado p
se define como

Bip(t) = (?) #i(1— )P (2.2)

7

con |
0 c.o.c.

para i =0,...,p.
Algunas de las principales propiedades de las funciones de Bernstein son las siguientes

1) B;,(t) > 0. Esto se sigue de (2.2).

1Que veremos més adelante son un caso particular de los B-splines.
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

11) Particién de la Unidad: > ! | B; ,(t) = 1.

Por el teorema del binomio tenemos que

iBz',p(t) = y <].j>ti(1t)“ =(t+1-t)P =1
' i=0

Bo,p(t) = <g>t°(1 P =(1— 1)
Byp(t) = <§>tp(1 )0 =

tenemos que By ,(0) = By (1) = 1.

IV) Bi7p(t) = (1 — t)Bi,p_1(t) + tBi_l,p_l(t).
Esto se sigue del hecho

BY(t) = (p; 1)ti(1 gy
[ e
= ( ’i1>ti(1 — )P 4 <]Z_11>ti(1 — P!
~1 - —1\ .

= (1= )Bip-1(t) + B~ (1)

V) Bi () =p[Bi-1,p-1(t) — Bip-1(t)]

! . » p! , i1
B A - DS e Y AV
; ( ) il(p—i—1)! ( )

(0 et p("] e
=p[Bi—1p-1(t) = Bip-1(t)]

La siguiente proposicién da sentido a la afirmacién de que los polinomios de Bernstein forman una
base.
Proposicién 1 Dado un entero positivo p y t € (0,1) el conjunto de polinomios de Bernstein
{Bip(t)}i=o (2.3)
forma una base del conjunto de funciones polinomiales por pedazos P,y (ver seccion 1.1) en donde

U= {Uo,ul} = {07 1}.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Demostracion.

Primeramente notemos que por definicién cada B;, € Py para i = 0,...,p. Ahora probaremos la
independencia lineal de (2.3) por induccién sobre p, asi si p = 1 el conjunto {1 — ¢,¢} es linealmente
independiente, es decir

ap(l —t) + oyt = 0 entonces ag = a3 =0

ya que t € (0,1). Supongamos cierto para p — 1 y demostremos para p, asi supongamos

p

Z aiBi,p(u) =0

=0

entonces usando la propiedad 1v de los polinomios de Bernstein tenemos que

Z a;p [Bi—1p—1(u) — Bip—1(u)] =
1=0

p p
4 E o;Bi_1p—1 — E ;B p—1
i—0 i=0

ahora por definicién B_1 ,_1(u) = By ,—1 = 0, de donde

P p—1
p lz @iBi-1p-1(u) =) Oéz'Bz',pl(U)] =0
=1 =0

=0

cambiando subindices

p p
D E aiBi—l,p—l_g ai_1Bi_1p-1| =
i=1 i—1

Z(ai — ail)Bil,pl(u)] =0

i=1

p

y por hipdtesis de induccién concluimos que «; — a;—1 = 0, y ya que éstos son escalares cualesquiera
tenemos que «; = 0 para toda i, es decir (2.3) es un conjunto linealmente independiente.
Por ultimo notemos que segin (1.1), la dimensién de este espacio es

dim(Pou)=1-(p+1)—0=p+1

ya que en este caso el valor de k es igual a 1 y no existe un vector de grados de diferenciabilidad continua
en las uniones de los polinomios, pues este espacio estd formado por las funciones polinomiales de un
solo pedazo. Asf la dimensién coincide con la cantidad de funciones de (2.3) y concluimos que éste forma

una base de P, y.
|

Ahora presentaremos un teorema muy importante, que indica que los puntos obtenidos por el algo-
ritmo de Casteljau se pueden escribir en términos de los polinomios de Bernstein.

Teorema 14 [Far90, pdgina 42] Dado un entero positivo p y puntos de control Py, ..., Py, de una curva
de Bézier de grado p, entonces

Pip(t) =Y Piy;Bj.(t) (24)
=0

parar =0,...,pyi=0,....,p—7r yt € [0,1], en donde P, ,(t) es el i-ésimo punto obtenido en el
r-ésimo paso del algoritmo de Casteljau (2.1) con pardmetro t € [0,1].
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

Demostracion.

Esta demostracion se hara por induccién sobre r, usando las propiedades de los polinomios de

Bernstein presentadas anteriormente. Asi si r =0
0
Pio(t) =P, =Y _PB}(t)
j=0

por la propiedad 111. Ahora supongamos que se cumple para r — 1 es decir

r—1

P a(t) = Z Py jBjr—1(t)
j=0

y probemos para r. Entonces del algoritmo de Casteljau
Pip(t) = (1 =) Pir—1(t) + tPis1,0-1(t)

asi sustituyendo (2.5) en (2.6) tenemos

r—1 r—1
Pip(t) = (1=1)> PiyBjra(t)+t Y Pipjp1Bj,a(t)
§=0 §=0
+r—1 itr
=(1=t) Y PiBj—ie—1(t) +t Y PiBj_ic1-a(D)
j=i j=it1
y por definicién B_1 ,_1(t) = B, ,_1(t) = 0 entonces
i+r i+r
Pip=0=1)Y PiBjira(t)+tY PiBj i 1,1(t)
j=i j=i

por ultimo por la propiedad I
i+r
Pin(t) =Y Bil(1 = t)Bjm1,-1(t) + tBj—im1,-1]
j=i

i+r

=Y PiBjir(t) =Y Pi;Bjn(t)
j=i Jj=0

Asi finalmente, los puntos obtenidos en el ultimo paso del algoritmo de Casteljau, se pueden escribir

como lo indica el siguiente corolario.

Corolario 1 Dado un entero positivo p y un conjunto de puntos de control Py, ..

B(t) = Po,(t) = > P.Bip(t)

i=0

Demostracién. Claramente la igual es cierta, sien (2.4) i =0y r = p.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Ejemplo 12 Representemos la curva del ejemplo 11 usando ahora la base de Bernstein. Asi segun el
teorema anterior esta curva se puede escribir como

en donde

estas funciones se presentan en la Figura 2.3

By B

0.5 1

Figura 2.3: Polinomios Bernstein B; 3 para i=0,2,3.

O

2.1.1. Propiedades.

A continuacion describiremos algunas de las principales propiedades de la curva de Bézier integral,
para esto supondremos dado un entero positivo p y puntos de control Py, ..., P, que definen a B(t) con
te0,1].

1) Interpolacién de los Puntos Frontera.

De las propiedades I11 y particién de la unidad los polinomios de Bernstein, tenemos que B, ,(0) =
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

IT)

I11)

v)

Bip(l)=0para0< j<py0<k<pasi

Esta propiedad es bastante util ya que proporciona un mayor control en la curva.

Envoltura Convexa. La curva estd contenida en la envoltura convexa de los puntos de control.
Sea t* € [0,1], entonces por la no negatividad y particién de la unidad de los polinomios de
Bernstein

P
Bi,p(t*) =1

i=0

B, »(t*) >0

de donde B(t*) = 3" B; ,(t*) P, pertenece a la envoltura convexa de los puntos Py, ..., P,.

Invarianza Afin. Esta propiedad es muy importante ya que nos indica que es posible aplicar
ciertas transformaciones geométricas a B(t), con sélo aplicarlas a los puntos de control, para
describirla necesitaremos la siguiente definicién.

Definicién 10 Dado un conjunto de reales mayores o iguales que cero o, . . ., o, tales que Z?:o o; =
1 un mapeo ¢ : R3 — R? es llamado afin si

Asfi la propiedad de la invariaza afin de la curva de Bézier nos indica que

¢(Z BiyP;) = Z B; po(F;)

lo cual es cierto por la propiedad 111 de los polinomios de Bernstein.

Los mapeos afines que son interesantes para las curvas de Bézier, (y en general para los NURBS)
son las transformaciones geométricas basica, como translaciones, rotaciones, proyecciones etc., es
decir aquellas de la forma

p(v) = Av+w (2.7)

en donde A es una matriz de 3 X 3 y w es un vector. Notemos que para este caso la invarianza se
puede probar como sigue

0 (3 BinP) = A(DBipP) +w = BipAP +> Biyuw
= Biy (AP +w) =) Biyé(P)

Invarianza Bajo Transformaciones de Parametros Afines.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Los valores parametrales de B(t), segun la definicién del algoritmo de Casteljau o los polinomios
de Bernstein pertenecen al [0, 1], sin embargo es posible definir a la curva sobre cualquier intervalo
[, B] (con o < B ya, B € R) por medio del cambio de variable

t = 2.8
e (28)
y asi
P P " — o

> msor= 35 (55)

1=0 1=0
el algoritmo de Casteljau para este caso, se escribe como

Pa®) =T P )+ B P )
(R4 = oLy r—1U - Li41r—1(U
: F_a il G ol et

parar=0,...,pyi=0,...,p—7.

Es importante notar que la igualdad (2.8) se puede ver como un mapeo 7(t) : [a, 5] — [0,1], la
cual se puede probar (ver [tesis, pdgina 75]) también es un mapeo afin de R en R, y asi se dice
que es una transformacién de pardmetros afines y que B(t) es invariante bajo ésta.

Derivada. La derivada de B(t) estd dada por

p—1

B'(t)=p) APB;, 1(t) (2.9)

=0
en donde APl = Pi+1 — Pz

Esto se sigue de la propiedad v de los polinomios de Bernstein ya que

p p
B'(t)=) BiP.=p) [Bi-1p-1— Bip1] P
i=0 1=0

y por definicién B_; ,—1(t) = Bpp—1(t) =0y asi

D p—1
B'(t)=pY Bi1p1()Pi—pY_ Bip1(t)P;
=0 i=0
p—1 p—1
=p Z Bip-1(t)Pis1 —p Z Bip-1()F;
1=0 =0
p—1 p—1
=pY (Piv1 = P)Bip-1(t) =p ) AP,Bip-i(1).
i=0 =0

Para la derivada de orden r (con 0 < r < p), es necesario definir la siguiente notacién

ATPi — AT—1Pi+1 _ Ar—lpi
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

en donde A°P; = P;. Por ejemplo

A'P, =Py — P,
A’P; = Py — 2P + P
AP, = Piy3 —3Pii2+ 3Py — P

r r
A"P; = Piir — (1)B+r1 + (2) Pyp o—-+ P

que se puede escribir como

r—1

AP =" (T ; 1) (1Y APy (2.10)

7=0
Entonces si B(") () denota la r-ésima derivada de la curva, tenemos que

p—r

BM(t) = 5 flr)! N APBi (1) (2.11)
1=0

esta igualdad demostrara por induccién sobre r. Asisir =1

p—1 | p—1
B'(1) =p Y (Pt~ P)Bipa(t) = e S AP B,a(0)
Pt (p— D! =
Ahora supongamos que es cierto para r — 1, es decir
dr—1 p! p—r+l
—B,(t) = ———— A"IPB; . i(t
dtr—1 P( ) (p 4+ 1)' ; D +1( )

y probemos para r. Al derivar el lado derecho de esta ltima expresién resulta que

p—r+1
p' r—1
————=(p-r+1) Z A" Pi[Bi1p—r(t) — Bip—r(t)] =
_ 1 ; :
(p—r+1) part
p' _ r—1 — r—1
P A P 0= A R 0) -
L i=0
p' [p—7 pb—r
(p—r)! ZN1Pi+13i,p—r(t)—ZN1PiBi,p—r(t)] -
P - Li=0 =0
p' S r—1 r—1
o [ AT P = AT R) By (0)] =
b i
P ar
(p — ’l")' Z A PiBivp_"'(t)
=0

42



CAPITULO 2. CURVAS NURBS

2.1.2. Subdivisién y diferenciabilidad.

Segun lo discutido anteriormente, el cdlculo de un punto sobre la curva de Bézier integral usando el
algoritmo de Casteljau, requiere de una serie de pasos que generan puntos intermedios. A continuacién
describiremos como algunos de éstos, pueden verse como los puntos de control de dos subcurvas que
subdividen a la original y la diferenciabilidad que existe en su unién.

Ejemplo 13 Sean los puntos de control Py, P1, P> y P3 del ejemplo 11 y fijemos a t = % Entonces la

respectiva curva de Bézier integral B(¢) junto con los puntos obtenidos por el algoritmo de Casteljau,
(para este pardmetro) se presentan en la Figura 2.4. Notemos que B(t) puede verse como si estuviese
formada por las curvas Bg(¢) y Bi(t)para la cuales su rango y puntos de control son respectivamente
tel0,3],t€[3.1], Qo,...,Q3y Qs,...,Q5. Ademds se observa que estos puntos cumplen que

Qi = Pio(1/2)
Q34i = Pi3-i(1/2)

para i =0,...,3.

Figura 2.4: Curva de Bézier integral subdividida por Bo(t) con t € [0, 3] y By (t) con ¢ € [3,1].
O

Asi, ya que el algoritmo de Casteljau es un proceso recursivo, las observaciones hechas a la curva

del ejemplo anterior se puede “extrapolar”’a una curva B(t) de grado p con puntos Py,...,P,. Es
decir si t* € (0,1), B(t) estd subdividida por By(t) y B1(t) cuyos dominios y puntos de control son
respectivamente [0,t*], [t*,1], Qo,...,Qp ¥ @p,- - ., Q2p los cuales cumplen
Qi = Po(t")
Qpti = Pip—i(t?) (2.12)

parat=0...,p.
Por otro lado notemos que la unién de las curvas ciibicas Bo(t) y B1(t) del ejemplo se realiza en el
punto Qs y en general segin (2.12) en @, cuando ¢ = t*. Entonces cabe la pregunta acerca de cémo es,
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

0 que tan suave es esta unién. Para responder a esto, es necesario entender las relaciones geométricas
entre los puntos Qo, ..., Q2p, Fo,..., P, y sus respectivos poligonos de control.

Tomemos el caso particular del ejemplo anterior y observemos la Figura 2.5. Ya que Q2, Q3 y Q4
son colineales y la distancia entre 2, Q3 v @3, Q4 es proporcional a la distancia que hay entre 0 at y ¢
a 1 respectivamente, la interpolacién lineal (que denotaremos por Q2 1(u)) de los puntos Q2 y Q3 dada
por

Q21(u) = (1 -2u)Q2+2uQs —o0 <u< oo

cumple que Q21(1) = Q4.

2=Q,,(1)

Al Ao Q4=Q2,1(1)
1—'1),1(1/2) = Qm (1) Q =Q,,(1)

Ao A1'
P =Qq: (1) '

P=Q=Q,;(1)

Figura 2.5: Curva de Bézier subdividida en donde se muestra las distancias proporcionales del poligonos
de control y el rango parametral.

Esto mismo sucede con las interpolaciones lineales Q1,1(u) y @1,2(u) de los puntos @1, Q2 y @11(1), Q2,1(1)
dadas por

Q1,1(u) = Q1(1 — 2u) + Q22u —00 < U < 00
Q12(u) = Qra(1)(1 — 2u) + Q2,.1(1)2u —00 < u <0

es decir
1
Qi11(1)=Pia(3)

2
QR12(1) = Qs
y por ultimo la interpolacién lineal de Qo 2(1) y Q1,2(1) dada por
Qoﬁg(’u) = (1 — QU)Qoyl(l) + 2UQ112(1) —oo<UuU<o

cumple
Qo,3(1) = Qs.
Es decir tenemos que
Q2,1(1) = Q4
Q12(1) = Qs
Qo3(1) = Qs
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

En la siguiente proposiciéon generalizamos este resultado.

Proposicién 2 Sea un entero positivo p y un conjunto de puntos de control Py,..., P, de una curva
de Bézier integral B(t). Si t* € (0,1) y Bo(t) ( para t € [0,t*]) y B1(¢) ( para t € [t*,1]) son las
curvas de Bézier, que subdividen a B(t), las cuales tiene puntos de control Qo,...,Qp y Qp,...,Q2p

respectivamente, que (2.12), entonces

Qitp = Qp—ii(1) (2.13)
parai:07"'7p yQi,O :Ql

Demostracion

La demostracién se hard por inducciéon sobre 7. Asi supongamos que i = 1. Es decir debemos de-
mostrar que Qp+1 = Qp—1,1(1), sin embargo por (2.12) tenemos que Qp+1 = P1 p—1(t*), por lo que es
equivalente probar que P ,—1(t*) = Qp—1,1(1).

Entonces por el algoritmo de Casteljau y la propiedad 1v de las curvas de Bézier integrales tenemos
que

Qa0 = (1- 1) Qa0 + 50,00

y de nuevo por (2.12)

t .
_*PO,p(t )

Qp-11(6) = (1 = ) Pop1(17) +

asi

Qp-11(1) = (1 - %)Po,p—l(f*) + %Po,p(t*)

1 % 1 * * * *
- t—*)Po,p—l(t )+ (1 =t")Pop—1(t") +t"Prp—1(t7)]

= Py (t7).

:(1

Ahora supongamos cierto para i — 1 es decir
Pypiti(t™) = Qpric1 = Qp_it1,i-1(1)

y probemos para i. Entonces como Qp4; = P; ,—;(t*), es equivalente probar que P; ,_;(t*) = Qp—s:(1)
y

Qp—ii(t) = (1 - %)Qp—i,z‘q(t) + %Qp—iﬂ,iq(t)

de donde
1 1
Qp—ii(l) =(1- t_*)pri,ifl(l) + t_*priJrl,ifl(l)

1 1

=(1- t—*)Pi—l,p—i(t*) + t—*Pi—l,p—iH(t*)
1 1

= (= ) Pimrp=it") + 5 [(1 = 1) Pimrpi () + 7 Pipi (7))

= Pip-i(t")

|
El siguiente teorema nos proporciona la relacion entre los puntos de control @; y la suavidad de la
union de las subcurvas.
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2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

Teorema 15 Sea un entero positivo p y un conjunto de puntos de control Py,..., P, de una curva de
Bézier B(t), si t* € (0,1) y las curvas Bo(t) con t € [0,¢*], y B1(t) con t € [t*,1],y puntos de control
Qo, - Qp, Qps ..., Q2 (respectivamente) subdividen a B(t), entonces Bo(t) y B1(t) se unen en Q,

cuando t = con una continuidad de clase con 0 <r <p-—1, siempre que

dot =t tinuidad de clase C'(7) 0<r<p-—1, siempre ¢
Qi+p = Qp*i,i(l)

para i =0,...,r.

Demostracion.
Por la propiedad 1v de la curva de Bézier integral

p
t .
Bo(t) = ZQiBi’p(t_*) para t € [0,t7]
i=0
u t—t*
Bl(ﬁ) = Z Qp-l—iBi,p(ﬁ) para t (S [t*, 1]
i=0

ahora por la propiedad v

L) - LS A, (L) (£
dtr "0 T (po )l T T

LN (t) = LISATQ B (ﬂ) 1
dtr Y T (po )l T R e T =1

Asi

dr o, 1\’
70 = G e ()

dr ! - 1 "
%Bl(t)i (p—r)!A @ (1—t*>

de donde, la demostracién se reduce a probar que?

1\" 1
Qi+p = Qp—i,i(l) = (t_*) ATQp—T = (1 _ t*) ATQp

parat =0,...,7.

(2.14)

(2.15)

Probaremos la expresién 2.15 por induccién sobre r. Si r = 0 se cumple trivialmente, si r = 1

debemos demostrar que

(ti*) A'Q, 1 = (1 1t*) A'Q,

asi por el algoritmo de Casteljau y la hipdtesis

1 1 1
(1 — t*> A'Q, = T—+ (Qp+1 — Qp) = % (Qp-1,1(1) — Qp)
t*—1

1 1
1o <t—*QP1 T Qp)

= ti* (Qp - Qp—l) = (ti*) AlQp—l

2De hecho se cumple también la implicacién inversa para esto ver [Far90, pagina 103].
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Ahora supongamos cierto para r — 1 es decir

1 r—1 1 r—1
(t_*) ATl_lQp—T"ﬁ'l = (W) AT—IQP

y probemos para r. Entonces por hipétesis de induccion

1 , 1 "
(i) = (e) @ o -ae)

1 1 \"!
<1—t*)[<1—t*) AT
1 r—1 .
<1—t*> . 1Q”]

(&) [ (77)ev (25) v'ars

J

por el caso cuando r = 1

(1) s - (2) s

47



2.1. CURVA DE BEZIER INTEGRAL.

1 T — l " T
(1_t*)A Qpi (t*) A Qpir
|

Claramente, por la propiedad de invarianza bajo transformaciones afines, la curva de Bézier B(t)
del teorema anterior, puede ser definida sobre cualquier intervalo [«, 5], en donde el respectivo t* es un
valor u* € [a, (] con u* = t*(8 — o) + a. Asi en este caso las curvas se escriben como

y por lo tanto

p
B(u) = ; P,B;, <ﬁ) para u € [a, (]
p
Bo(u) = Z Q:Bi p (%) para u € [, u”]
i=0
2 u—u*
Bi(u) =) Qp+iBip (ﬂ—u) para u € [u”, ]
i=0

y entonces Bg(u) y Bj(u) se unen en u* con una continuidad de clase C(") siempre que
Qi+p = Qp—i,i (ﬁ)

parat =0,...,7.

Geométricamente, el teorema nos indica que la diferenciabilidad de la unién de dos curvas de Bézier,
estd directamente relacionado con el hecho de que sus puntos de control tengan una geometria definida
por el algoritmo de Casteljau.

Por ejemplo para que dos curvas de Bézier Bg(u) con u € [, 5] y Bi(u) con u € [3,7] y puntos de
control Py,..., P, y P, ..., Py, se unan con una continuidad de clase C®W en P, cuando u = 3, debe
suceder lo que se muestra en la Figura 2.6

By

Figura 2.6: Condicién de continuidad de clase C'(")
Es decir la distancia de P,—1 a P, y P, a P,11 debe ser proporcional a la distanciade a a By 8 a .
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

En el caso de la continuidad de clase C®) debe existir algin nimero d € R?, de tal manera que se
cumpla lo que presenta en la Figura 2.7. Para una continuidad de clase C'® deben existir dos puntos d;
y d3 € R? y suceder lo que se observa en la Figura 2.8. Siguiendo el mismo proceso es posible determinar
la, geometria de los puntos de control para obtener cualquier grado de diferenciabilidad requerido3.

Figura 2.8: Condicién de continuidad de clase C'®)

3Por supuesto esto también depende con cuantos puntos de control se dispongan.
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2.2. CURVAS DE BEZIER RACIONALES.

2.2. Curvas de Bézier racionales.

Una coénica, es una curva polinomial cuadratica definida por la ecuacién

az? 4 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f =0

dentro de la cuales se encuentran las bien conocidas hipérbolas, elipses y pardbolas, éstas tiene una
caracteristica importante dentro de nuestro contexto llamada irreductibilidad, que indica que no se
pueden descomponer como el producto de dos factores lineales, lo que ademaés implica que las parame-
trizaciones polinomiales, deben de tener funciones coordenadas de cocientes de polinomios* llamadas
racionales [Marsh, pag. 98-115]. Esto quiere decir, que estas cénicas no pueden ser representadas por
curvas polinomiales con funciones coordenadas del estilo

x(u) =ag+aru+ ...+ apu”
y(u) = by + bru+ ...+ byu” (2.16)
con a;,b; € R para toda ¢. Por ejemplo, supongamos que deseamos representar el circulo con centro en

el origen 2% + y? = 1 con (2.16)
Entonces, sustituyendo estas dos ecuaciones en

2 +y?—1=0 (2.17)
tenemos
0= (ap+aru+ -+ apu™)? + (bo + byu + - - - + bpu™)* — 1
= (ag + b(2) — 1) + 2(@0(11 + b0b1>u + (a% + 2(10(12 + b% + 2b0b2)u2
oo (a2 2an_0an + b2 + 2b,_oby U2
+ 2(anGn_1 + bpbp_1)u* " + (a2 + b2)u®"
Es decir, para que las funciones coordenadas puedan representar al circulo, es necesario que esta

igualdad se cumpla para toda u € R, lo cual es cierto si todos sus coeficientes son cero, lo que implica
que 0=a2 +b3 —1,a; =0y b; =0 para 1 < i < n. Esto se sigue de

1. a2+b2=0=a,=b,=0

2. a?_| +2ap—2an,+b3_1b,=0yelpasol=a2_, +b2_; =0yan_1=0b,_1 =0.

n. ai + 2agaz + b7 + 2bob2 =0y el pason — 1 = a1 = by = 0.

Entonces z(u) = ag y y(u) = bo, las cuales claramente no satisfacen (2.17) para toda u,ag,bp € Ry
por lo tanto con (2.16) no se puede representar la circunferencia.

Ahora, ya que las curvas de Bézier integral estan definidas en términos de los polinomios de Bernstein,
se deduce que éstas excluyen la posibilidad de representar las hipérbolas y elipses, asi surge la necesidad
de definir la curvas de Bézier racional.

4Excepto las pardbolas.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Definicién 11 Dado un entero positivo p, puntos de control Py, ..., P, en R3 y reales mayores o iguales
que cero llamados pesos wo, ..., wp, una curva de Bézier racional de grado p, estd dada por

Dt WiBip(t)P;
o wiBip(t)
en donde cada funcion B; ,(t) es un polinomio de Bernstein definido en (2.2), en el caso de que algin

w; = 0, el punto w; P; es remplazado por P;. Sin embargo para esta definicion supondremos que al menos
hay un peso distinto de cero.

B() =

con t € [0,1] (2.18)

Ahora si denotamos B (1)
w; B:
Rip(t) = 1Y A A (2.19)
? Do wiBjp(t)

B(t) se puede escribir como
B(t) =Y Ri,y(t)P;
i=0

es decir, la curva se puede representar como combinacién lineal de las funciones racionales R; ,(t).

Las curva de Bézier racional, tienen una interpretacién geométrica en el contexto de Geometria
Proyectiva [Marsh, pdg. 19-27] ® muy 1itil, con la que B(t) puede ser representada en términos de una
curva integral.

Para esto definamos las coordenada homogénea de un punto en el espacio P; = (z;, yi, z;) como

pv— (Wi s, WiYs, Wiz, W) S? w; #0 (2.20)
(i, Yis 2, 0) stw; =0
y la proyeccién H : R* — R3 como
z Y z ' 0
Ha,y,zw) = oo o) He? (221)
direccién de (z,y,z) siw=0

en donde el caso direccién de (z,y, z), se refiere al concepto de punto al infinito, que nos indica
que éste representa un unico punto en el infinito en direccién de (z,y, 2).

Por entender mejor esto, consideremos la linea en el espacio (z(t),y(t), 2(t)) = (tx +a,ty + b, tz + ¢)
que pasa a traves de (a,b,¢) en direccién de (x,y, z), la cual tienen una representacién en coordenadas

homogéneas (tz + a,ty + b,tz + ¢,w’) para algin w’ € R # 0, y multipliquemosla por } (con ¢ # 0)

resultando (z+ ¢, y+ %, z+%,%). Entonces si ahora tomamos el limite cuando ¢ tiende a infinito tenemos
a b c w
Iim (x + —, - z+-,—)=(z,y,2,0

De donde resulta natural la interpretaciéon anterior.
Con estos elementos notemos que la curva (2.18), se puede escribir en la siguiente manera

B(t) = zp: Bip() P
i=0

la cual, es la expresion que representa a una curva de Bézier integral, que por lo general es mas simple
de manipular®, ademds de que la mayoria de los algoritmos para curvas de Bézier estan disefiados para

5]a cual para los alcances de este trabajo no necesitaremos abordar.
6En términos computacionales esto es muy claro, ya que las curvas de Bézier racionales involucran el calculo de cocientes
lo que generalmente causa perdida de precision.
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2.2. CURVAS DE BEZIER RACIONALES.

curvas integrales.” Asi una vez realizada alguna transformacién o calculo a B* (), es posible aplicar la
proyeccién H al plano w = 1 y obtener nuevamente la versién racional (ver Figura 2.9).

W

A

X

Y

Figura 2.9: Coordenadas homogéneas, el plano proyectivo y la curva B-spline racional.

2.2.1. Propiedades.

A continuacién presentaremos algunas de las principales propiedades de las funciones R; ,(t) y la
curva de Bézier racional B(t).

1) No negatividad; R; ,(t) >0V i,pyt€[0,1].

Esto se sigue del hecho de que B; ,(t) > 0 y que cada w; > 0.
11) Particién de la unidad. >°7 | R; ,(t) = 1.

Notemos que

S Ruylt) = iz Busll)

i=0 ?:0 ijjJ?(t)
1) Rp,(0) =R, (1) =1.
woBo»(0) woBo,p(0)
Roﬁ (0) = ’ = : =1
g > ow;iBjp(0)  woBop(0)
wyp By (1) wy, By (1)
Rﬁ(l): p—p,p — pP—Dp,p =1
mP Z?:o w;Bjp(1)  wpBpp(1)

"Lo que no quiere decir que siempre que se trabaja con curvas racionales se tenga que realizar esta transformacién.
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IV) Si w; = ¢ para c constante, entonces R; ,(t) = B; ,(1).

Esto se tiene por la propiedad de la particién de la unidad de los polinomios de Bernstein, ya que
asi
CBZ' (t) CBZ'
Rip(t) = £ =—+=DBi,(t)
P ¢ Z?:o Bjp(t) ¢

v) Interpolacién de los puntos frontera.

Se sigue de II1.

vi) Envoltura convexa. B(t) estd contenida en la envoltura convexa de sus puntos de control. Esto
se tiene por Iy II.

vil) Invarianza Afin. B(¢) es invariante bajo transformaciones afines. Se sigue de 1I.

vil) Una curva de Bézier integral es un caso particular de la curva de Bézier racional.

Se sigue de 1v.

1X) Derivada.
Para obtener la derivada de la curva de Bézier racional notemos que si F'(t) = f(t)/g(¢)

gWrE _ O —-gOF®)
)

B g(t)

prip) 9070

)_
g3(t

Ahora por la regla de Leibniz la r-ésima derivada de f(t) = g(¢)F(¢)
IR SV AW HET=D (¢
10 =3 (})a 0w

=0
w0+ (1) 0rew

lo que implica que
FO) -3 ( )g(z) HFr=(t)

) —
g(t)

(2.22)

Ahora si tomamos f(t) = >0 wiBip(t) Py g(t) = >5_ w;Bjp(t), es posible calcular la r-ésima
derivada de B(t) usando (2.22), por ejemplo sir =1y r =2

(o wiBip(t)Pi) — (Z?;O ijj,p(t)) / B(t)
2= oijjp(t)
(X0 Bip(P)" =2 (30 w;Bj, (1)) B'(t) - (30— w; Bjp(t))"B(t)
> =0 w;iBjp(t)

B'(t) =

BII( )
aqui B; , estd dada por (2.9) y (2.11).
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2.2.2. La curva de Bézier cuadratica racional y cénicas.

Al inicio de esta seccién, se menciono que la principal razén para definir la curva de Bézier racional, es
que ésta, a diferencia de la curva integral, permite la representacién las conicas. Claramente, la manera
mas natural de hacerlo es utilizar la curva racional cuadratica, dada por

1—)2Py + 2wit(1 — t) Py + wat’ Py
’wo(l — t)2 + 2w1t(1 — t) + w2t2
= Ro2(t)Py + R12(t)P1 + Ro o Ps (2.23)

B(r) = 0l

A continuacién describiremos ([Lee87]), como probar que esta ecuacién, representa una cénica y una
manera de clasificarla.

Supongamos que los puntos de control Py, P, P, de B(¢), no son colineales y definamos S = Py — Py
y T = P, — Py, asi los vectores S y T son linealmente independientes y podemos considerar un sistema
coordenado oblicuo definido por {P1,S,T}, en donde P; es el centro y S y T los ejes. Entonces por la
propiedad de la envoltura convexa de las curvas de Bézier racional, tenemos que para cada t € [0, 1],
existen escalares a(t) y 5(¢) tales que

B(t) = P+ a(t)S + 6(t)T
=a(t)Py+ (1 — a(t) — B(t))Pr + B(t) P2 (2.24)
Ahora comparando esta ecuacién con (2.23) se deduce que

t) = Ro2(t)
t) = Roa(t)

(0%

(
A(

ademas, notando que

tenemos
a(t)B(t) = Roa(t)Raa(t) = w0w232;3832,2(t)
~woweBi5(t)  wows (wi B o)’
dw?(t)  dw?  w2(t)

= 7 a0
es decir

a(t)B(t) = k(1 - alt) - 5(1))* (225)
donde .

ST (2.26)

Esto nos indica, que las coordenadas oblicuas de todo punto de (2.24), satisfacen la ecuacién cuadréti-
ca (2.25), por lo que representan un cénica.
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Si definimos el segmento de curva B(t) como

~ 1—1t)2Py — 2wy (1 — t)tP 2P
B(t):wo( 1)° Py — 2w (1 — t)tP1 + wot® Py (2.27)

w(t)

con
W(t) = wo(l — )% — 2wy (1 — t)t + wyt?

tenemos que

~ o w; B ,g(t)
=50
o w2Bas(t)
B(t) = o)
. a . ~ _ 7w1B112(t)
1L —a(t) - A1) o

y por lo tanto, &(t)3(t) = k(1 — &(t) — B(t))2, es decir, B(t) también es una cénica.
Ahora notemos que por definicién

w(t)B(t) — w(t)B(t) = —2w1 P, = (0(t) — w(t)) Py
entonces
@(t)B(t) — w(t) Py = w(t)B(t) — w(t) P,
y suponiendo que w(t) # 0 tenemos que

B)— = 2w -p)

esto nos indica que los puntos Py, B(t) y f’)(t) son colineales, y asi f’:(t) describe un segmento de curva
complementaria a B(t), la cual nos permitird determinar el tipo de cénica que representa. Para esto,
notemos que el denominador de (2.27) se puede descomponer como

w(t) = (wo + 2wy + ’LUQ)?f2 - 2(w0 + wl)t + wo

de donde sus raices estan dadas por

_w0+w1:|:w1 1— 4k

P =

1=1,2.

)

~+

wo +2’LU1 +’LU2

ahora de (2.26), sabemos que wy y w2 pueden tener cualquier valor mayor o igual que cero y que wq # 0,
entonces si tomamos wg = we = 1 (lo cual es llamado parametrizacidn normal) podemos determinar la
clasificacién de la cénica (2.23) considerando lo siguiente

= Si 4k > 1, w(t) no tiene raices reales y por lo tanto E(t) no tiene puntos en el infinito, de donde
estd acotada para toda ¢ € [0,1] y se deduce que B(¢) es una elipse (ver Figura 2.10 (a)).

= Si 4k = 1, w(t) tiene una raiz real y por (2.26), w1 = 1 o w; = —1, sin embargo si w; = —1,
tenemos que w(t) = 1, la cual es una funcién que no tiene raices reales. Asi debe suceder que
wy = 1y entonces @(t) = (2t — 1)2 > 0 para toda ¢, por lo que B(t) esté contenido en el primer
cuadrante del sistema oblicuo {P;,S,T} y no estd acotado. Notemos que cuando ¢ se aproxima
a t1 por la izquierda o por la derecha, ]§(t) crece infinitamente. Esto nos indica que en este caso
B(t) representa una pardbola (ver Figura 2.10 (b)).
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B(t) By
te[0t)  te(t ]

Figura 2.10: Elipse y pardbola obtenidas con el segmento complementario f’)(t), de la curva de Bézier
racional.

= Finalmente cuando 4k < 1, w(t) tiene raices distintas t; < to. As{ a medida de que ¢ se aproxima
por la izquierda a ¢1 0 a 1, B(t) crece infinitamente en el cuadrante ++. Cuando ¢ < t < to, B(t)
pertenece al tercer cuadrante (- -), de tal manera que cuando ¢ se aproxima a t; o a ta, esta curva
crece infinitamente. Es decir tenemos una hipérbola (ver Figura 2.11).

Esta clasificacién se puede escribir en términos del peso w; de la siguiente manera

n Sidk>1,= wowy > w% = w% <1=0<w; <1, por lo que en este caso tenemos una elipse.
» Sidk=1,= w} = w; = 1, tenemos una parabola.

» Sidk <1,= w? = w; > 1, tenemos una hipérbola.

Es importante notar que cuando w; = 0, tenemos que

(1 —1)2Py + 2P,

Bl) = a9y e

en donde B(0) = Py y B(1) = P, es decir esta curva resulta en una recta que une sus puntos de control.

El shoulder point

Otra herramienta 1itil para determinar el tipo de cénica que forma (2.23), es con el llamado “shoulder
point”, el cual se deduce de la siguiente manera.

Seat* = % (no necesariamente tiene que ser este valor) y denotemos S = B(t*), entonces continuando
con la suposicién de una parametrizaciéon normal (wg = we = 1), de la ecuacién (2.23) tenemos que

1 Py+ P w1 M w1

B*: =
(") 1+w, 2 Ttw ' Trw " Trw

P (2.28)
la cual se puede escribir como
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B t
tel0,t) t eB(il),l]

Figura 2.11: Hipérbola obtenida con el segmento complementario f’»(t), de la curva de Bézier racional.

S=(1—s)M+ sP, (2.29)

con wy
_ 2.30
5= T (2.30)

Entonces, basados en la clasificacién usando el peso wy, podemos establecer que
= Sis =0, lacurva (2.27) representa un segmento de recta.

m Si0<s< %, entonces tenemos una elipse.

= Sis= %, una pardbola.

= Y finalmente si % < s < 1, una hipérbola.

en la Figura 2.12, se muestran ejemplos de curvas resultantes al variar este valor.

El arco circular.

Ya que el circulo es un caso particular de una elipse, debe existir algin valor de wy, con el que
podamos representar un arco circular. Para esto, notemos que por simetria, es claro que para lograr que
la curva Bézier racional pueda representar este arco, debe suceder que su poligono de control forme un
tridngulo isésceles, asi, supongamos que los puntos Py, P; y P» tienen esta forma.

Ahora, si denotamos el centro del circulo que contiene al arco (ver figura 2.13) como O, r el radio,
M el punto medio de la cuerda PyP,, X la interseccion del circulo con el segmento M P; y 2« el angulo
en el punto P;. Se puede deducir que el valor de w; debe cumplir que

|MX| - w1

|MP1| 1+w1
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Figura 2.12: Cénicas para distintos valores del pardmetro s. Si s = % tenemos una elipse, si s = % una

parabola y si s = % una hipérbola.

Entonces, notando que del tridngulo 0M Py se deduce que |0M | = rsin(«) entonces
|[MX|=10X]|—|0M|=r —rsin(a) = r(1 —sin(a))
ademds, del tridngulo 0Py P; se deduce que |0P;| = m y asi M P; estd dado por

r(1 —sin®(a))

MPy| = |OP)| — |OM] = .
sin(a)

@) rsin(a) =

con lo que finalmente
wy  |MX|  sin(a)
14w, | M Py 1 + sin(a)

y w1 = sin(a).
Todo esto nos indica que para obtener un arco circular debemos hacer que w; tenga el valor del seno
de la mitad del dngulo de la arista del punto de control P;. Por ejemplo para un arco de 60° debemos

hacer que w; = sin(30°) = 1, para un arco de 90° w; = sin(45°) = 4 = %

Variacion del peso.

Como se puede observar en la Figura 2.12, la variacién de w; (y a su vez la de s), modifica la curva
siguiendo una recta, este comportamiento se puede aprovechar para modificar®la forma de una curva, lo
que nos proporciona mayor flexibilidad en el diseno libre tanto de curvas como superficies, a continuacién
presentaremos un teorema que formaliza esto.

Teorema 16 Dado un entero positivo p, pesos wo, ..., wp y puntos de control Py, ..., P, de una curva
de Bézier racional B(t). Supongamos que algin peso wy (con 0 < k < p) es modificado a wy, + dwy, para

8La alteracién de toda la curva por medio de la variacién de un sélo punto o peso no siempre es lo deseado, sobre todo
cuando ya se tiene completamente disenada la curva y se desea hacer sélo un ligero cambio, las curvas NURBS discutidas
en la siguiente seccién evitan esta complicacion.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Figura 2.13: Arco circular representado por una curva de Bézier cuadrética racional.

algin real § > 0 entonces cualquier punto P* = B(t*) (con t* € [0,1]), cambia a P = (1 — a)P* + aPy,

donde
dwy, Bk7p (t*)

Do Wi Bjp(t*) + dwy By p(t*)

o =

Demostracién. Primeramente notemos que

> -0 w;Bjp(t")
>F o wiBjp(t*) + 0wy By ()

l—a=

Ahora por definicién de la curva racional, el punto P’ que resulta de modificar wy por wg + dwg
esta dado por

woBo p(t*)Po + -+ + (Wi + dwi)Bi p(t*) P + - - - + wpBp p(t*) P,

P =
woBo,p(t*) + (Wi + 6wk) B, (t*) + - -+ + wy By p(t*)
Yo wiByp(t) Py + dwi By p () P
> i wiBjp(t*) + 0wy By ()
ahora
P . . * . *
P > =0 Wi B p(t) P dwy By p(t*) Py P,

> g wiBjp(t*) + dwy By p(t*)  YF_g w; By (1) 4 Swy By p ()
B i wiBip(t) <Z§—o w; B, (t*) P )
o wiBp(t*) + 0w Brp(t*) \ XF_gwiBp(t*)

dwy By, p(t*)
> h o wiBjp(t*) + dwy B p ()
=(1—-a)P" +aP;

Py

+

|
Claramente si 6 = 0 entonces @ = 0 y P’ = P*, es decir no hay modificacién alguna a la curva.
Ademds si w, = 0 el respectivo factor By, ,(t*) en el numerador y denominador de (2.18) se elimina,
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2.3. CURVAS B-SPLINE.

resultando una curva de grado p — 1 y puntos de control Py,..., Px—1, Piy1,..., Pp. Por ultimo si §
tiende a infinito tenemos que

lim o = lim OBy (")
5—00 §—00 Z§:O w;Bj (t*) + dwi B p (t*)
— lm ’LUkB]@p(t*) _ kak,p(t*)
500 330 g wiBjp(t) /0 + wiBrp(t*)  wiBrp(t*)

=1.

es decir P’ = P;.

C(us)

Figura 2.14: Curva B-spline cubica.

2.3. Curvas B-spline.

Una curva spline de grado p, es una curva paramétrica, formada por secciones de curvas con
funciones coordenadas polinomiales de a lo méas grado p, que se unen con una continuidad de clase
C®=1_ Asi segin lo discutido en la seccién anterior, es intuitivamente claro que esta curva puede
representarse por medio de secciones de curvas de Bézier definidas en cierto intervalo, uniéndose con la
diferenciabilidad requerida. Por ejemplo en la Figura 2.14 se presenta una curva spline ctbica formada
por 6 curvas de Bézier denotadas por B;(t) con u € [u;43,ui+4] para i =0,...,5, que se unen con una
continuidad de clase C?) en los nodos uy, . .., us.

Este enfoque no es completamente trivial, sin embargo serd mas evidente cuando estudiemos el
algoritmo de Boor, que digamos es el equivalente para los splines al de Casteljau para las curvas de
Bézier.

En la representacién analitica de una curva spline, por lo general se usan las funciones B-spline?,
debido a su gran cantidad de propiedades, ademéas como probaremos méas adelante los polinomios de
Bernstein son un caso particular de estas funciones lo que comprueba la idea geométrica anterior.

Una curva spline representada usando la base de funciones B-spline es llamada curva B-spline y
se define como sigue.

9Sin embargo esto no quiere decir que se la tnica forma de hacerlo, por ejemplo también es posible usar la base de
funciones de potencia truncada discutidas en la seccién 1.2.2.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Definicién 12 Dados tres enteros positivos n,m,p y puntos de control Py, ..., P,, una curva B-spline
de grado p estd dada por

n

C(u) = Z N, p(u)P; para u € [a,b]
i=0

en donde cada N; p(u) es una funcién base B-spline definida por (1.89) sobre un vector de m + 1 nodos
estrictamente crecientes y no uniformes de la forma

U={a,...,a,Up+1, -, Um—p—1,0,...,b} (2.31)
—— ——

p+1 p+1

La multiplicidad de los nodos de los extremos de U, se debe a que esto permite (como se mostrard mas
adelante) la interpolacién de los puntos de control Py y Pj, justo como una curva de Bézier, lo que
proporciona un mayor control de la curva, sin embargo a diferencia de las curvas de Bézier, los B-
splines permiten un control local, es decir la modificacién de algiin punto de control sélo afecta a ciertas
secciones de ésta.

Los nodos u; coni =p+1,...,m —p—1 (llamados interiores), la definicién indica que éstos deben
cumplir que u; < uiy1, sin embargo en algunos casos es necesario una desigualdad no estricta, es decir
que algunos (o todos) nodos se puedan repetir, lo que por propiedades de los B-spline implica una
perdida de diferenciabilidad y estrictamente hablado para estos casos la curva no es un spline.

El término “no uniforme”’de U se refiere a que no se exige cierta distancia fija entre los nodos, y
por supuesto es posible definir a la curva sobre multiples tipos de vector ( para mds sobre esto ver en
[Rog01, pdginas, 60-73]) sin embargo a menos que se indique lo contrario nosotros supondremos que
el vector de nodos tiene la forma de la definiciéon. A continuacién presentaremos algunos ejemplos de
curvas B-spline.

Ejemplo 14 Construyamos una curva B-spline cuadritica con 7 puntos de control. Asi si tomamos el
vector de nodos U = {0,0,0,1,2,3,4,5,5,5} la respectivas funciones B-spline estdn dadas por

Noz(u) = {(1 —wh siuel

0 en otro caso.

u(l —u)+ (27;)" siuel0,1)
Nia(u) = —(27;) siuell,?2)

0 en otro caso.
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2.3. CURVAS B-SPLINE.

Figura 2.15: Curva B-spline cuadratica y sus funciones base.

uw(2—u)? (B—uw)(u—1)
N212(u) = i + 2

(u=1)

st u€[0,1)
siu€[l,2)
siu€[2,3)

en otro caso.

siuell,?2

2
u—1)(3—u 4—u)(u—2
( )2( ) 4 ¢ )2( )

' (4—w)*
2

0

(u—2)

2
u—2)(4—u 5—u)(u—3
( )2( ) 4 ( )2( )

)

siu € [2,3)
siu € [3,4)

en otro caso.

siu € [2,3)

, (5—u)?
2

0

(u—=3)*

0
Noa(u) (u—4)?  siu€[4,b)
u) =
02 0 en otro caso.
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Nsa(u) = W +(5—u)(u—4)

siu € [3,4)
siu € [4,5)

en otro caso.

siu € [3,4)
stu € [4,5)

en otro caso.
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2.3.1. Propiedades.

Claramente por definicién la mayoria de las propiedades de las curvas B-spline son una implicacién
de las funciones base B-spline. A continuacién presentamos las méds importantes.

1)

I1)

Interpolacién de los puntos frontera; C(0) = Py y C(1) = P,.

Esto es cierto ya que para el vector de nodos U tenemos que Ny p(a) = 1, N, ,»(b) = 1 y asi la
particién de la unidad de los B-splines implica que

C(a) = ZﬂNi7p(a) = PO
i=0

Cb) =3 PN, (b) = P,
1=0

Para probar que Ny ,(a) = 1, demostraremos la siguiente igualdad por induccién sobre 4
Np_ii(a)=1para0<i<p
Sii=0
N,

1 siu€ up,upt1) = [a, upt1)
- Sretym e

0 en otro caso.

Ahora supongamos cierto para i = p — 1 y probemos para i = p asi

U — Uug Up4+1 — U
Nop(u) = — Ny p—1(u) + ——— N7 ,-1(u
0.p() o —u, V0P 1(w) o Ve 1(w)
U—a b—u
= aiaNO,p—l(U) + le,p—l(U)
b—u
= b— Nlﬁpfl(u)
y entonces
b—a
Nopla) = p——Nip-1(a) =1

por hipétesis de induccién. N, ,(b) = 1 es andlogo.

Propiedad Fuerte de Envoltura Convexa. La curva estd contenida en la envoltura convexa
de su poligono de control, ademds si u € [u;,u;41) para p < ¢ < m — p — 1, entonces C(u)
estd contenida en la envoltura convexa de los puntos P;_,, ..., F;.
El término “fuerte”de esta propiedad, se refiere al hecho de que la curva no sélo esta contenida en
la envoltura convexa de sus puntos de control (como en el caso de las curvas de Bézier racionales o
no) sino que ademds, cada subcurva de Bézier que la forma estd contenida en su propia envoltura
convexa.
Esto se sigue del hecho de que si v € [u;, Uit1)
n
Cu) = Z Njp(u)Pj = Ni—pp(u)Pimp + - + Nip(u)P;
j=0
con Nip >0y 30, Njp(u)=1.
En la Figura 2.16 se muestra las envolturas convexas de cada subcurva que forman al B-spline del
ejemplo anterior.
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2.3. CURVAS B-SPLINE.

I11)

V)

(e)

R

Figura 2.16: (a) Curva B-spline. (b),(c),(d),(e) y (f) Envolturas convexas..

Invarianza Afin.

Una curva B-spline es invariante bajo transformaciones afines (ver definicién 10), es decir para
aplicar ciertas transformaciones geométricas a la curva, sélo hay que hacerlo a los puntos de
control.

Esto se tiene por la particién de la unidad de las funciones B-spline, ya que si ® : R? — R3 es un
mapeo afin

o(0() =0 (3P 0) = 3004

i=0 i=0

Sin=pyU={a,...,a,b,...,b}, C(u) es una curva de Bézier B(u) (con u € [a,b]), de grado p
——— ——

p+1 p+1
y puntos de control Fy,. .., P,.

Esto se debe a que para este vector de nodos la base B-spline es equivalente a la formada por los
polinomios de Bernstein, para demostrarlo probemos la siguiente igualdad por induccién sobre j.

u—a
Nipp—jj(u) = Bz’,j(m) (2.32)
paraj=0,...,pyi=0,...,].

Si j = 0, por definicién tenemos que

N,

P
’ 0 en otro caso.

o(u) = {1 siu € [up, upt1) = [a,b)
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u—a 0 u—a\’ /b—u\"
B )= — =1 € la,b
(52) - ()52 (2 v
Ahora supongamos cierto para j — 1 en donde 0 < j — 1 < p y probemos para j. Como
U — Uigp—j
Nitp—j.i(w) :%Ni-‘r;ﬂ—j,j—l(u)
Uitp — Witp—j
Uitp+1 — U
Uitp+1 — Witp—j+1

+

Nigp—jt1,5-1(w)

Si ¢ =0 tenemos que Np_; ;j—1(u) =0, ya que u € [up—j,up) = [a,a), entonces
Upy1 — U b—u

Np—jj(u) = —————Np—ji1,j-1(u) = —

N, i_1(u)
p—(—1),j—1
Up+1 — Up—j+1 —a U=y

y por hipétesis de induccién

b—u b—u uU—a uU—a
Ef#%%fmfﬂwzt23w1(b_a>BW<3?5>

Si ¢ = j tenemos que Npy1 j—1(u) =0 ya que u € [Uups+1, Uptj+1)= [b,D) entonces

u—u u—a
Np,j(u) = me—l(u) = 37 NVi-14p-G-1.5-1 (1)

u—a u—a u—a
2 %B. .. - B, . ===
b—q 71 1(ba) “(ba)

Ahora supongamos que 0 < j < i, entonces

U~ Uitp—j
Nigp—jj(u) =— ——Niyp—jj—1(u)
Uitp = Uitp—j
Uitp+l — U
+ — ———Nip—jt1,j-1(u)
Ui+p+1 — Uitp—j+1
u—a
=——N;_14p—(j-1),5-1(u
h_q iTlte (G=1).J ()
b—u
+ g Nitr-G-1,5-1 (W)

u—a u—a

= Bi_1.i_

b—a b7 1<b—a>
b—u u—a
—B; i_

+bfa 7 l(ba)

u—a
:Bw(z—;)

Una vez probada la igualdad, notemos que si j = p

parai=0,...,p.
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V)

VI)

El nimero de puntos de control, la cantidad de nodos y el grado estan relacionados por m =
n+p+1

Esto se deben a la propiedad de no negatividad de las curvas B-spline, es decir cada funcién
N;p(u) > 0siu € [u;, Uitpt+1), en particular si ¢ = n la ultima funcién base cumple N, ,(u) > 0
si u € [Uun, Unipr1) de donde Upypr1 =Um y m=n-+p+ 1.

Modificaciones Locales.

A diferencia de las curvas de Bézier las curvas B-spline tienen la propiedad de control local, es decir
las modificacién de algin punto de control altera la curva sélo en ciertas secciones. Esta propiedad
es 1til sobre todo en el diseno de curvas o superficies de forma libre ya que permite hacer ligeros
cambios sin altera el diseno completo. Asi, si modificamos el punto P; por P/, la curva se cambia
sobre el rango parametral en donde la respectiva funcién base N; ,(u) es distinta de cero, lo cual
se tiene en (u;, Uitpr1)-

Por ejemplo en la curva de la Figura 2.17 se modifica del valor del punto Ps y ésta se ve afectada
en el rango parametral [us, ug), alterando las curvas Cy, Cq y C3 correspondientes a los intervalos
[us, uq), [ug,us) v [us, us) respectivamente.

En general cualquier modificacién al punto P;, afecta en el rango parametral [u;, u;qp+1) ¥ s6lo
p+ 1 curvas definidas sobre los intervalos [, wit+1), ..., [Witp, Uitp+1) cambian.

P e B

Figura 2.17: La modificacién del punto Ps cambia las subcurvas Cq, Cy y C3 por C}, C, y C5.

VII)

Diferenciabilidad.

Ya que C(u) es una combinacién lineal de funciones B-spline, su diferenciabilidad estd sujeta a la
diferenciabilidad de éstas. As{ de la demostracién del teorema 13 (capitulo 1), sabemos que cada
N; »(u) tiene una continuidad de clase C?~*) en algtin nodo u € [u;,u;1p+1) en donde k es el
ntimero de veces que se repite (es de multiplicidad k). De igual modo una curva B-spline tiene
una continuidad de clase C®~%) sobre algiin « € U de multiplicidad k, en el caso de que u sea
algin nodo de los extremos (u = a o u = b) su multiplicidad es p + 1 y las funciones No p(u) y
N, p(u) son discontinuas en éste, sin embargo su evaluacién es igual a 1, logrando la interpolacién
los puntos frontera como se muestra en el inciso .
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Por ejemplo en la Figura 2.18 (a) se muestra la curva B-spline cuadratica del ejemplo 14, y en (b)
la misma curva pero ahora con un vector de nodos U = {0,0,0,1,1,3,4,5,5,5} y asi la unién de
la primer y segunda subcurva (que se realiza en el nodo u = 1) es ahora de clase C'(?) en el punto
Ps.

Es posible hacer modificaciones a los puntos de control de tal manera que se obtenga alguna
diferenciabilidad deseada (por supuesto esto también depende de cuantos puntos de control se
tengan), por ejemplo si en la Figura 2.18 (b) se modifican los puntos P> y P, de tal manera que
las distancias de P» a P3 y P3 a P4 sean proporcionales a las distancias de ug a us = u4 y de ug a
us respectivamente, se logra una continuidad de clase C(!) en P, esto se muestra en 2.18 (c).

P] P4 P6 P] P6

e

Py b,

Figura 2.18: (a) Curva B-spline cuadrética. (b) Curva B-spline cuadritica en la cual la primer y segunda
subcurva se unen con una continuidad de clase C9). (c) Curva B-spline con modificaciones en los puntos
de control, para lograr una continuidad de clase C") en la unién de la primer y segunda curva.

VIII)

IX)

Repeticiéon de Puntos de Control.

Es posible y algunas veces 1itil repetir puntos de control, por ejemplo en la Figura 2.19 (b) el punto
P; es igual a P, y por la propiedad de la envoltura convexa las curvas C; y Cy que se muestran
en 2.19 (a) son lineas rectas, ya que Ci(u) estd contenida en la envoltura convexa de P, Py y Ps
y Cs en la envoltura convexa de P, P3 y Py. Ademds aunque visualmente exista un pico, la unién
de estas dos curvas es de clase CV). En 2.19 (c) se hace que el punto Py sea igual P, y entonces
la curva Csy coincide con este punto.

Derivada.

Si C(u)® denota la k-ésima derivada la curva B-spline de C(u), entonces claramente para u fijo
tenemos que

Por ejemplo para k = 1 por (1.44)
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Figura 2.19:

Z( wor(W) 1’V¢+1,p71(1'£) >R-

izo \ Witp — Ui Uitp+1 — Uit

— z u = Ni —1(u
( +1,p—1(u) )H‘H—(ZP Vit 1(_)>P¢

Uz+p+1 — Uj+1 i—0 Ui+p+1 — Ui41
-1
N0 ( ) i Nig1p
4V0,p—1 %) i+1,p—1
— Pyt | Y p——— | (P — P))
o i Witptl T Uil

7p Nn+1,p71(u)
Un+p+1 — Un+1

Py

sin embargo notemos que por definicién de U, ugp = up y Un+1 = Un4p+1 de donde el primer y
ultimo término son eliminados ° y tenemos que

pz z+1p 1 ( i+1 — ZN1+1,p L

Witp+1 — Wit

con
PP

Uitp+1 — Uit1

Qi=p

Si ahora definimos U’ como el vector de nodos obtenido al eliminar el primer y tltimo nodo de U,
es decir

10Tanto en el ejemplo 6 del capitulo 1, como en su comentario previo, se explica por qué para estos casos, es posible
eliminar factores en donde existan cocientes no definidos.
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U ={0,...,0,up, ..., um—p-1,1,...,1}
——— ——
p p
es claro que las funciones N;y1 ,—1(u) sobre U coinciden con N; ,—1(u) sobre U’ parai =0,...,n—
1, asi podemos escribir
n—1
C'(u) = Z Ni7p_1(u)Qi (233)
i=0

En general usando el mismo procedimiento podemos obtener las derivadas de orden mayor. Es
decir si escribimos PZ-(O) =Py

n

Clu) = CO(u) = 3" Ny (u)P”

i=0
entonces i
C® (u) = 3" Nipi(u)PP (2.34)
i=0
con
b k=0
p® = —k k—1 k—1
i __phtl (p,( ) _p! )) k>0
Uippt1 =itk \© it1 g
y
U(k) = {0,...,O,up+1,. .. ,Um,pfl,l,.. ,1}
—— ——
p—k+1 p—k+1

2.4. Curvas NURBS.

De manera analoga al caso de las curvas de Bézier racionales e integrales, las curvas “Non Uniform
Rational B-splines”(NURBS) son una generalizacién de las curvas B-spline, con las que ademds se
pueden representar conicas por medio de secciones de curvas racionales que se unen con ciertos grados
de diferenciabilidad. Asi las siglas NURBS indican que la curva tiene funciones coordenadas racionales
en términos de funciones base B-splines definidas sobre un vector de nodos no uniforme.

t=p

0-a.4h Curva de Bézier Racional B

2 W=C
P w%?

Curva NURBS Curva de Bézier Integral
Wi=C 1=
Curva de B-spline o ”U}
L

Figura 2.20: Las curvas NURBS son una generalizaciéon de todas las curvas presentadas en este capitulo.
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Definiciéon 13 Dados los enteros positivos n,p, m, puntos de control Py, ..., P, y pesos wo,...,Wn,
entonces una curva NURBS de grado p estd dada por

2 io wilNip(u) Py
Cu) = =5 : para u € |a,b 2.35
N, 0 (239

en donde cada N; p(u) es una funcién base B-spline definida por (1.89) sobre un vector de m + 1 nodos
no decrecientes y no uniformes

U={a,...,a,ups1,. .., Um—p—-1,b,...,b}
~—— S——
p+1 p+1
En este caso a diferencia de la curva B-spline en U no se exige que que los nodos sean estrictamente

crecientes, ya que una curva spline es un caso particular de un NURBS.
Ahora si tomamos U = {0,...,0,1,...,1} y n = p, por la propiedad 1v de las curvas B-spline, (2.35)
—— N——

p+1 p+1
se escribe como

Clu) = > o wiBi P
> i—ow;Bjp(u)
la cual es una expresion que define a la de la curva de Bézier racional.
Por otro lado si w; = ¢, con ¢ constante para toda i, la propiedad de particién de la unidad de las
funciones B-spline implica que (2.35)

cXisg Nip(WP _ §
= 0 . = Ni, (U)Pz
¢2imo Nip(u) ; :

para u € [0, 1]

C(u)

cuya ecuacion coincide con la de la curva B-spline. Y finalmente del hecho de que la curva de Bézier

integral sea un caso particular de un B-spline integral y una curva de Bézier racional, deducimos que

los NURBS son una generalizacién de todas las curvas estudiadas en este capitulo (ver Figura 2.20).
De igual forma que para el caso de las curvas de Bézier racionales si definimos
wi Nip(u)

> im0 wiN; p(w)

para i = 0,...,n, podemos reescribir (2.35) como

Rip(u) = (2.36)

n

Clu) = Y Rip(u)P (2.37)

=0

Ademas la representacién en coordenadas homogéneas P, definidas por (2.20) estda dada por

() = 3 Nip(w) P

=0
= (Z ’LUiNiﬁp(’U,)Z'Z', Z wiNiyp(u)yi, Z ’LUZ'Niﬁp(’U,)Zi, Z ’LUzNzﬁp(’U,)>
1=0 1=0 =0 =0

Ya que aplicando el mapeo (2.21) tenemos que
H(Cw (U)) _ Z;%O ’LUiNi,p(’U/)CL‘i , Z;%O wiNiap(u)yi , Z;%O ’LUiNi,p(’U/)Zi
ijo w;Nip(n) ijo w;jNip(n) ijo w;Ni p(n)
= C(u)
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

Ejemplo 15 Es posible representar una circunferencia usando 3 o 4 secciones de curvas de Bézier
racional cuadréticas, en el caso de una representacion con 3 secciones podemos tomar el vector de nodos
y los pesos siguientes

1
U:{0707071717272a373’3}7 w; = 1’ w] = 5

para:=20,2,4,6 y j=1,3,5.

Para la representaciéon con 4 curvas podemos tomar

2
U ={0,0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,4}, w; = 1, w; = V2

para1=20,2,4,6,8y j=1,3,5,7.

Estas circunferencias se muestra en la Figuras 2.21 y 2.22.

2
N

R

49

|53 P,

l

Figura 2.21: Circunferencia representadas con una curvas NURBS.

Ejemplo 16 Construyamos una curva NURBS ctbica con 6 puntos de control y pesos wg = 1, w;
2,wy = l,ws = 3,wy = 0,5, ws = 1. Entonces por definicién tenemos que p = 3, n = 5y U
{0,0,0,0,1,2,3,3,3,3}. Ahora las funciones R; 3(u) dadas por (2.36), tienen como funciones b-spline

0 en otro caso.

Noa(u) = {(1 Wt euell)

u(1 fgu)2 + (27“)3(17") + u(QZu) siu€0,1)
Nis(u) = @ siu€[1,2)
0 en otro caso.
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P B P
|

Figura 2.22: Circunferencias representadas con una curvas NURBS.

Figura 2.23: Curva NURBS de cubica con 5 puntos de control.
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CAPITULO 2. CURVAS NURBS

u2(127u) + u2(247u) 4 (3*;;)“2 siue[0,1)
u@—w?’ | B-wu@-w) |, B-wiu-1)
Noa(u) = § (g b + 5 + 5 siu€[1,2)
- siu € [2,3)
0 en otro caso.
%3 siu€[0,1)
u2(27u) w(3—u)(u—1) (37u)(u71)2 . 1.9
N3 3(u) = u(BEu)Q " (ufl)(637u)2 ' (Bfu)él(u*) SZ’ e
s~ + 4 + 2 siu€[2,3)
0 en otro caso.
(u_41)3 siu € [1,2)
Nig(u) = § 20 (o lO002) 4 (3 )y —2)2  siue [2,3)
0 en otro caso.
u—2)3 siuel2,3
N5,3<u>={( ) [2,3)
0 en otro caso.

Todas las R; 3(u) como la curva NURBS se presenta en la Figura 2.23.

Notemos que el segmento de curva cercano al punto Ps tiene un “ligero pico”, y sin embargo teéri-
camente esta curva tiene una diferenciabilidad de clase C? en (1,3), esto se debe a que el peso w3 = 3,
hace que la curva se “acerque”a este punto.

2.4.1. Propiedades.

Al igual que en el caso de las curvas B-spline, las propiedades de las funciones R; ,(u) y las curvas
NURBS que presentamos a continuacién, se tienen gracias a las funciones base B-spline presentadas en
el capitulo 1.

1) Soporte local. R; ,(u) # 0 Vu € (u;, Uitp+1)-
11) No negatividad. R; ,(u) >0 Vi,py u.
1) Particién de la unidad; Y.  R;p(u) = 1.
V) Rop(a) = R, p(b) =1

V) R; p(u) es p — k veces continuamente diferenciable para algin nodo u € [u;, 4i4pt1), en donde k
es la multiplicidad de éste.

vI) Interpolacién de los puntos frontera. C(a) = Py y C(b) = P,.

vil) Propiedad fuerte de la envoltura convexa. C(u) estd contenida en la envoltura convexa de
sus puntos de control, ademds si u € [u;, u;4+1) entonces C(u) estd contenida dentro de la envoltura
convexa de los puntos P;_p,,..., Py parap <i<n—p— 1.

vil) Invarianza Afin. Una transformacién afin (ver definicién 10) es aplicada a C(u), haciéndolo a
sus puntos de control.
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2.4. CURVAS NURBS.

IX)

)

X1)

XII)

Modificaciones Locales. Si un punto de control P; es movido, o el peso w; es cambiado, C(u) sélo
se ve afectada en el intervalo [w;, Uitpt1)- S u* € [u;, Uitp+1) entonces el incremento (decremento)
de w; hace que el punto C(u*) se acerque (aleje) a P; a través de una recta.

Diferenciabilidad C(u) tiene una continuidad de clase C®~*) en algtin nodo interior u € U de
multiplicidad k.

Repeticiéon de puntos de control. Es posible repetir puntos de control con lo que se puede
obtener picos visuales sin perder diferenciabilidad.

Derivada. Se puede deducir una formula para la derivada de las curvas NURBS usando la ecuacién
(2:22) y haciendo f(u) = 77" gwiNip(u)P; y g(u) = 377 o w;Njp(u). Las derivadas de f(u) y
g(u) se obtienen aplicando la formula (2.34) considerando w; P; los puntos de control de f(u) y w;
los de g(u).
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Capitulo 3

Superficies NURBS

Como su nombre lo indica, en este capitulo estudiaremos las superficies NURBS. Veremos que utili-
zando el esquema de superficie de producto tensor, tanto la definicién de las superficie como las propieda-
des son similares al caso de la curvas NURBS, en particular mostraremos que éstas, son la generalizacién
de las superficies de Bézier y B-spline.

3.1. Superficies de producto tensor.

Hay varias maneras de representar una superficie paramétrica, las cuales por lo general, difieren en el
tipo de funciones coordenadas y dominio. Sin embargo, el esquema mas comtinmente usado es llamado
producto tensor’, el cual es un modelo de curvas bidireccional, que usa funciones bivariadas, obtenidas
del producto de funciones base univariadas, y puntos en el plano o espacio como coeficientes.

Definicién 14 Sean n,m enteros positivos, un conjunto de puntos P; ; € R® y una familia de funciones
base f; = [a,b) = Ry g; : [e,d = R (parai=1,....,n,j=1,....m y a,b,c,d € R). Entonces una
superficies de producto tensor, es un mapeo de |a,b] x [c,d] — R3, dado por

S(u,v) = (2(u,v),y(w,0), 2(u,0)) = > > fi(u)g;(v)P; (3.1)

i=0 j=0
Este tipo de superficies, también se puede escribir en la forma matricial siguiente

Poo -+ Pom| [g90(v)
S(u,v) = [fo(w) - fu(w)] | : : :
Pn,O e Pn,m gm(v)

notando que la matriz tiene como elementos puntos en R? y asi la multiplicacién por el renglén y
columna de funciones base, son multiplicaciones de un real por un vector.

Esta representacion es ttil en muchos calculos sobre las superficies de producto tensor.

LOtro posibilidad esquema triangular, que se presenta en [HL97, paginas 287-329], [Far90, Cap.18].
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3.1. SUPERFICIES DE PRODUCTO TENSOR.

Ahora, supongamos que fijamos el pardmetro u = ug, entonces

con Q;(uo) = 3¢ fi(uo) P

Es decir la superficie se vuelve una curva paramétrica llamada isocurva para el pardmetro v con
puntos de control Q;(ug) (para j = 0,...,m). Andlogamente la respectiva isocurva de pardmetro u
Cu, (u), se obtiene fijando v = vy, la cual tiene puntos de control Q;(vo) = > 7, g;(vo)P; ;. Notemos
que estas dos curvas se intersectan en el punto (ug, vg).

Ejemplo 17 Sean las funciones base® fo(u) = 1 —u, fi(u) = u , go(u) = 1 —v y g1(v) = v con
0 <u,v < 1. Entonces, la correspondiente superficie de producto tensor con puntos P; ; para i,j = 0,1,
esta dada por

S(u,v) =1 —u)(1—v)Poo+ (1 —u)vPys +u(l —v)Prg+uvP

y su respectiva representacién matricial es

P P 1—v
S =[1—u ] L;;g p‘f’iH - }

Ahora si fijamos u = ug
S(uo,v) = Cu, (v) = (1 = v)Qo(uo) + vQ1(uo)

con Q;(up) = (1—ug)Po j +uoPy,; (para j = 0,1), es decir la superficie se convierte en una interpolacién
lineal de los puntos Qo(uo) y Q1(uo), que a su vez resultan de la interpolacién lineal de Py o, P10y Po1,
P 1 respectivamente (ver Figura 3.1). La isocurva Cy, (u) se deduce de forma andloga fijando v = vp.
Notemos finalmente, que la superficie interpola a los puntos {P; ;}, es decir

: )=Poa

5(0,0 1
10):P110 S(,l):Pl,l

)=PFPoo S(O,
S(1, 1

O

Ejemplo 18 Sea la base de funciones de potencia f;(u) = u’ y gj(v) = v/ con 0 < u,v < 1y los puntos

P, = (%i,Yi4,%,;) parai =0,...,n, j = 0,...,m. Entonces una superficie de producto tensor para
este caso es
n m
S(u,v) = Z Z u'v! P (3.2)
i=0 j=0

la cual tiene una representacion matricial dada por

2Podemos afirma esto, ya que notemos que estas funciones son completamente andlogas a las funciones B-spline de
grado 1, presentadas en el capitulo 1, ejemplo 7.
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

‘,O | »
0 U,1 Y
Figura 3.1: Superficie de productor tensor.
1
Poo Pym v
S(u,v)=[1 u --- u" : )
Pn 0 Pn,m ’U'n

Por ejemplo si tomamos n =2y m = 3, (3.2) serfa

2 3
S(u,v) = ZZuiiji,j

i=0 j=0

= Pyo+vPy1 +v?Pya+v Py

+uPy o+ uvPy 1 +uw?Prg +uv® P 3
+u?Py g+ utvPsy + utv? Pao +utvP Pog

Esta superficie se presenta en la Figura 3.2.

3.2. Superficies de Bézier integrales.

Una superficie de Bézier integral, es una superficie de productor tensor, formada por funciones biva-
riadas definidas por productos de polinomios de Bernstein (ver capitulo 2). A continuacién presentamos
la definicién formal.

Definicién 15 Dados dos enteros positivos p,q y un conjunto de puntos de control {P; ;} € R? o R3,
(parai=0,...,pyj=0,...,q9) una Superficie de Bézier integral de grado p en direccién de
s y de grado q en direccion de t estd dada por la superficie de producto temsor

P4
S(s,t) = ZZ B; p(8)Bjq(t)P;; con0<s,t<1
i=0 j=0

donde B; p(s) y Bj.q(t) son polinomios de Bernstein (2.2), para toda i, 7.
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3.2. SUPERFICIES DE BEZIER INTEGRALES.

Figura 3.2: Superficie de productor tensor con funciones base de potencia.

Para este caso notemos que si fijamos s = s,

S(s0,1) = Cs, (1) = z_p; z: Bip(50)Bjq(t)Pi
= z: Bjq(t) z_p; Bi,p(So)Pz,]>
= iBj,q(ﬁ)Qj(So) (3-3)
donde
Q;(s0) = iBz',p(So)Pi,j (3-4)

es decir, la isocurva de pardmetro t, Cs, (), es una curva de Bézier integral de grado ¢ con puntos de
control Q;(so) para j =0,...,q.
Anélogamente la isocurva de pardmetro s, que se obtiene fijando ¢ = ty estd dada por

Cio(s) = Bip(s)Qilto) (3.5)
1=0

que es una curva de Bézier integral de grado p con puntos de control

Qi(to) = ) Big(to)Pij (3.6)

q
=0

Ejemplo 19 Construyamos una superficie de Bézier integral tomando, p = 3, ¢ = 3 y los puntos de
control



CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

| Puntos de control |

i/j
(15,0,10) | (5,0,15) | (—5,0,15) | (—15,0,10)
(15,5,15) | (5,5,25) | (=5,5,25) | (—15,5,15)
(15,0,15) | (5,10,25) | (—5,10,25) | (15,10, 15)
(15,15,10) | (5,15,15) | (=5,15,15) | (—15, 15, 10)

la cual se muestra en la Figura (3.3) y sus respectivas funciones base B1 3(s)Ba3(t) y B3 3(s)B1,3(t) en
la Figura (3.3).

Figura 3.3: Superficie de Bézier integral.

O

Es 1til notar, que el algoritmo de Casteljau (ver capitulo 2), puede ser aplicado facilmente en el
célculo de los puntos de control de las isocurvas (3.3) y (3.5). Esto se debe, a que (3.4), representa un
punto de una curva de Bézier integral, el cual sabemos se puede calcular con este algoritmo.

El proceso inicia aplicando (2.1), a los puntos P; ; para i =0,...,p con j = 0, con el que se obtiene
el primer punto de control de la isocurva, después se hace lo mismo para j = 1 y asi sucesivamente. Esto
se presenta en la Figura (3.5). Claramente el caso de (3.6) es analogo.

3.2.1. Propiedades

Las siguientes propiedades de las funciones B; ,(s) B, 4(t) y la superficie S(s, t), se deducen claramente
de las respectivas para los polinomios de Bernstein y las curvas de Bézier discutidas en la seccién 2.1
del capitulo 2.

1) No negatividad.
BivP(S)B]-#I(t) Z 07 v i7j7 Sat'

11) Particién de la unidad.
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AN RON
il ‘“W*N\
N
LT | i.a w‘ \f N
LERERR

0.2

Figura 3.4: Superficies base.

Figura 3.5: El algoritmo de Casteljau aplicado a una superficie de Bézier.
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

=0 20 Bi,p(s)Bj4(t) = 1. Esta propiedad se sigue de

Z ZBi,p(s)Bj,q(t) = <Z; Bi,p(5)> ;Bj,q(t) =1-1=

111) Bo,p(0)Bo,q(0) = Bp,p(1)Bo,g(0) = Bop(0)By,q(1) = Bpp(1)Bgqe(1) = 1.
1v) Interpolacién de los cuatro puntos de las esquinas. S(i,j) = P, ; parai,j =0, L.

Esta propiedad se tiene por III

v) Envoltura convexa.

S(s,t) estd contenida en el poliedro formado por los puntos de control. Por 11 y 1.

vI) Invarianza afin. Una transformacién afin (ver definicién 10) es aplicada a S(s,t), haciéndolo a
sus puntos de control. Esta propiedad es cierta por II y 1.

vil) Invarianza bajo Transformaciones de parametros afines.

Sia,B,v, e Rtalquea<fByy<d

q
S(s,t) =YY Bip(s)Bjq(t)Pi
i=0 j=0
-2y e (550) B (i22) 7
= [ 7,9 2,
i=0 j=0 f-a 0—1y
= S(u,v

cona<u<fyy<v<d.

vil) Derivada.

De (2.9) tenemos que

9s j=0 \i=0
q pP—
:pz AiP; i Bip-1(5)Bjq(t)
7=0 i=0
con AiP;j = Piy1,j — Pij.
y
0S(s,t) & [1
ek Doa| > (Pijir = Pij) Big-1(t) | Bip(s)
i=0 j=0
p q—1
=0 ) AjPiBig1(t)Biy(s)
i=0 j=0

con AjP; j =P j11 — By
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En generalsi0<e<py0< f<gqpor (2.10)

ae-l—fs(s t) p| q| p—eq—f
— = APy ;B; pc(s)Bjg—s(t
9seotrf (pfe)! (qff)! ;; 2J 24,p ( ) J,q f( )

en donde

e f
€
a1ry =303 (D) (D) v P

=0 m=0

3.3. Superficies de Bézier racionales.

De forma andloga al caso de las curvas de Bézier integrales, y de la definicién de la superficie de
producto tensor, una superficie de Bézier integral no puede realizar una representacién precisa (tanto de
forma analitica como geométrica) de secciones (también llamados parches) de superficies conicas. Asf el
equivalente de una curva de Bézier racional para superficies es la superficie de Bézier racional.

Definicién 16 Dados dos enteros positivos p,q, un conjunto de puntos de control {P; ;} y pesos {w; ;}
parat=0,...,p, 7 =0,...,q, una Superficie de Bézier racional de grado p en direccion s y grado
q en direccion t se define como

D=0 2 g=o wi,i Bip(s)Bjg(t) P 5
D im0 gm0 Wi Bip(s)Biig(t)

S(s,t) = 0<s,t<1

en donde B; ,(s) y Bj4(t) son los polinomios de Bernstein definidos por (2.8) para toda i, 7.

Ahora la representacion de esta superficie en coordenadas homogéneas definidas por (2.20), es

p

S7(s,1) = 3" Bi(s) By (0P,

q
i=0 j=0
ya que aplicado el mapeo (2.21) tenemos

P, q-, w; ‘Bi s)B; ,(t Pi i
H(S"(s,1)) = 1_1(3) Zg_qo i Bin(8)Bjq(t) P — S(s,1)
i=0 ijo Wi Bi,p(5)Bjq(t)

en donde
w;,j Bi p(8)By,q(1)
=0 2 m—0 B.p(8) Bm.q(t)wim

Rijpaq(st) =

sin embargo por simplicidad escribiremos R; ;(s,t) en vez de R; j p.4(s,t).
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

(a)

Figura 3.6: Parche de Bézier racional que representa un cilindro parabdlico.

Ejemplo 20 Construyamos una superficie de Bézier racional que represente un cilindro que tenga como
curvas limites dos arcos circulares (ver Figura 3.6 (a)).

Entonces de la seccién de cénicas y curvas de Bézier racionales (2.2.2), sabemos que es posible obtener
la representacién un arco circular de 90 grados usando una curva de Bézier racional cuadritica. Asi,
supongamos que estas estan dadas por

_ Yo Bia(s)uf Pt
Yi_o Bia(s)wf
en donde w¥ =1 parai = 0,2y wf = ‘/75 para k=0, 1.

Por lo que la superficie buscada se obteniene haciendo una interpolacion lineal entre estas dos curvas,
que notemos se puede escribir en términos de polinomios de Bernstein en la siguiente forma

Bk(s)

1
(1—t)Py+tPy =Y Bj1(t)P;
j=0

en donde Py y P; son puntos de By(s) y B1(s) respectivamente.
Asi se deduce que el cilindro esta dado por

2 1
>ic0 2j=o Bi2(s)Bji(t)wi ; Py ;
2 1
> im0 2_j=0 Bi2(8)Bja1(t)w

S(s,t) =

con P g = PZ-O, P = Pil, pesos

woo =1 wo1 =1

V2 _ V2
wio =2 wiy =Y
wo o =1 wo1 =1

En la Figura 3.6 (b), se presenta la superficie resultante.
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3.3. SUPERFICIES DE BEZIER RACIONALES.

3.3.1. Propiedades.

Las siguientes propiedades se deducen de las respectivas para las funciones base de las curvas de
Bézier racional.

1) No negatividad; R; ;(s,t) > 0 Vs, t,1,j
11) Particién de la unidad; Y7 379 Ri (s, 1) = 1.

=0 2_j—0 Bip(s)Bjq()wij
28 220 Bip(s)Bjg(thwi

IH) RQQ(O, 0) = Rp,o(l, O) = Ro,q(o, 1) = Rp7q(1, 1) =1.

Iv) Siw;j = c con ¢ constante para toda i, j, entonces R; p(s,t) = B; p(s)Bjq(t).

Esto se sigue de lo siguiente

Riy(s,1) = wi; Bip(s)Bjq(t) _ Bip(5)Bj.q(t)
e f:o Z?:o w;,j B; p(8) By q(t) f:o Z?:o B ,(s)Bjq(t)
= Bip(s)Bjq(t).

v) Interpolacién de los cuatro puntos de las esquinas. S(i,j) = P; ; para ¢,j = 0,1. Se tiene
por II1.

vi) Envoltura convexa. S(s,t) estd contenida en el la envoltura convexa formada por los puntos de
control. Se tiene por Iy II.

vil) Invarianza afin. Una transformacién afin es aplicada a S(s, t), haciéndolo a sus puntos de control.
Se tiene por II.

vil) Invarianza bajo transformaciones de parametros afines. Es decir si, a, 3,7,0 € R

OZ] 0 Wi,jBip(s)Bjq(t) P
OZ] o Wi ; Bip(s)B; ()
P OZ] 0 Wi,j Zp(u) a(5=2 W
i=0 22 j—0 Wij i,p(ﬁfg)Bj,q %)
= S(u,v)

S(s,t) =

cona<u<fyy<v<d.

1X) La superficie de Bézier integral es un caso particular de la superficie de Bézier racional. Se sigue
de 1v.

X) Siw; ; se incrementa (o disminuye), la superficie S(s, t) se acerca (o aleja) a P; ;, estos movimientos
se realizan siguiendo una linea recta. Como ejemplo de esto, tomemos la superficie del ejemplo
20 y modifiquemos los pesos que determinan el tipo de cénica de las curvas de los extremos, es
decir wy,0 y wi,1. En la Figura 3.7 se presentan las distintas superficies resultantes al realizar
estas variaciones. Notemos por ejemplo en la Figura (d), que una de las curvas de los extremos es
muy aproximada a su poligono de control y la otra a una recta, esto se debe a que wi o =30y
w11 = 0.01.
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

(@) | (b)
- ~
() (d)
-
Figura 3.7: Parches racionales que resultan de la variacién de sus pesos. (a) w10 = 0.9 w11 = 0.6 (b)
wi,0 = 5 ywig = 0.2 (C) wi,0 = 10 y w1l = 1 (d) wi,0 = 30 y w1l = 0.01.

x1) Derivada. Supongamos que

t
F(s1) = 110
g9(s;1)
entonces si denotamos f,(s,t) = %, con « = s o t, tenemos
a\9 T Ya at
B (s,) = LE:DIa(5.1) — gaf(5:0)
9%(s,t)
_ fa(s,t) — ga(s, t)F(s,t)
g9(s; 1)
M f(st) _

Ahora si F = F(s,t), g=g(s,t) y “5gr? = [ tenemos

l

f(k,l) _ [(gF)k]l _ ( k (]?.)g(i’o)F(k—i,O)>
—~\i

7

k !
S (5 (e
im0 \! =0 J
k
— g0 pkD Zg(i7O)F(k—i,l)
i=1
l

k
N o 4 k
3 (D)oo ptei-i 1 3 <>
Jj=1 <])9 iz \!

l .
3 6) g(00) ple=it=3)

j=1
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3.4. SUPERFICIES B-SPLINE.

entonces

FlkD) _ FkD _zle (¥) gl pk=icd
g g
- Zé-:l (Jl)g(o,j)F(k,l—j) - Z§:1 (lz) 2221 (Jl)g(ivj)F(k—i,l—j)

(3.8)

Finalmente si tomamos

=0 =0
y
P q
9= wi;Bip(s)Bjglt)
=0 =0
la superficie de Bézier racional esta dada por S = g y por ejemplo

FOD _ g(10) G0 _ 4(0.) g(10) _ 4(LD) g

S =80Y =
g
5. _ gy _ /B0 —2g00500 - 4205
| g
Sps = G(0.2) _ £02) _94(0.1)g(0.1) _ 4(0.2)g
g

3.4. Superficies B-spline.

Una superficie B-spline, es una superficie de producto tensor la cual tiene como funciones base, las
funciones B-spline (ver capitulo 1) y por lo tanto sus propiedades junto con las equivalentes, de las
curvas B-spline (ver capitulo 2), a continuacién presentamos la definicién formal.

Definicién 17 Dados los enteros positivos p,q,n,m y un conjunto de puntos de control {P; ;}, (para

1t =0,....ny 7 =0,...,m) una Superficie de B-spline de grado p en direccion u y grado q en
direccion v, estd dada por

S(u,v) = Z ZNi,p(u)NLq(v)Pi,j a<u,v<b (3.9)

en donde cada N;,(u) y Njq(v) son funciones B-spline (1.39), definidas respectivamente sobre los
vectores de r + 1 y s+ 1 nodos no decrecientes

U=A{a,...,a,ups1, .., Up—p—1,b,...,b}
—— ——
p+1 p+1
V={a,...,a,0441, -, Vs—g—1,b,...,b}
—— ——
q+1 q+1

U y V no necesariamente tienen que tener los nodos de los extremos iguales, sin embargo por simplicidad
generalmente se supone que Si.
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

Claramente para este caso, la isocurva de pardmetro v, C,,(v), que se obtiene fijando el valor de

U = Ug
m

ZNJQ 0)Q;(uo)

j=0

0) = > Nip(uo)P
=0

es una curva B-spline de grado ¢ con puntos de control @Q;(ug) para j = 0,...,
nodos U. Anédlogamente para Ci, (u).

C’IJ,U (1]) u()?

con

m sobre un vector de

Ejemplo 21 Construyamos una superficie de B-spline de grado 3 en direccién de u y 2 en direccién de
v y puntos de control

| Puntos de control |

i/j
(=10,—10,5) | (=10, —5,5) | (—=10,0,5) | (—10,5,5) | (—10,—10,5)
(=5,-10,5) | (=5,-5,5) | (=5,0,5) | (=5,5,5) | (—5,10,5)
(0,—10,5) | (0,—5,—10) | (0,0,15) | (0,5, —10) (0,10, 5)
(5,—-10,5) (5,-5,5) (5,0,5) (5,5,5) (5,10, 5)
(10,—-10,5) | (10,-5,5) | (10,0,5) | (10,5,5) (10, 10, 5)

Asi en este caso

i=0 j=0
y tomemos los vectores de nodos
1
U= {0,0,0,5,1,1,171}
12
=1{0,0,0 1,1
{ 7 3, 37 , ) }

La superficie se muestra en la Figura (3.8).

3.4.1.

1) Soporte local. N; ,(u)N;4(v) # 0 si w € (Ui, Uirp+1) ¥ U € (Vi Vigpt1)-

Propiedades.

11) No negatividad: N, ,(u)N;, > 0 para toda i, 7, p, ¢, u, v.
1) Particién de la unidad: Y7 37 Nip(u)Nj(v) = 1 para u € [ui, Uiyp1) ¥ U € [Vi, Vigpt1)-

V) No,p(a)No,q(a) = Nop(a)Nim,q(b) = Np p(b)No,q(a) = Ny p(b) Ny g(b) = 1.

v) Sin=p,m=gq,U={a,...,a,b,...,0} yV = {a,...,a,b,...,b} entonces N, ,(u)N,,(v) =
——— —— ——— ——

p+1 p+1 q+1 q+1
Bivp(u)Bj7Q(v) v % 7,Pq,U,0.
vi) La superﬁcie interpola los cuatro puntos de control de las esquinas. Es decir S(a,a) = Py,
S(b,a) = P, 0, S(a,b) = Py v S(b,b) = P, ,,. Esta propiedad se tiene por Iv.
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3.4. SUPERFICIES B-SPLINE.

i:llll[l‘iil';‘ ;\ N
T A BSSSSSSS
s

Wl irarses2tess

Figura 3.8: La Figura superior es la superficie B-spline y los puntos de control las isocurvas, en la inferior
la superficie sin puntos de control.

vil) Propiedad fuerte de la envoltura convexa. Si u € [uj,, Uig+1) ¥ U € [Vjy,Vjo+1) entonces
S(u,v) esté contenido en la envoltura convexa de los puntos de control {P; ;}, con ip —p <1 < g

y jo—¢q <3 < Jjo.

vil) Invarianza afin. Una transformacién afin es aplicada a la superficie aplicdndola a sus puntos de
control.

X) Sin=pym=4q, U ={a,...,a,b,....,0} y V. ={a,...,a,b,...,b} entonces S(u,v), es una
—— —— —— ——

p+1 p+1 p+1 p+1
superficie de Bézier integral.

X) Modificaciones locales. Si algiin punto de control P; ; es un modificado, esto afecta a la superficie
s6lo en el rectdngulo [w;, witpt1) X [V, vj1p+1)%. Un ejemplo de esto se presenta en la Figura 3.9.

x1) Diferenciabilidad. S(u,v) es (p — k) veces diferenciable en un nodo interior u, de multiplicidad
ky es (¢ — k) veces diferenciable en un nodo v de multiplicidad k.

x11) Repeticién de puntos de control. Es posible utilizar puntos de control que coincidan, lo cual
permite obtener discontinuidades visuales. Un ejemplo se presenta en la Figura 3.10.

xur) Derivada. Notemos que

Su(u,v) = %S(u,v) = ZNj7q(U) ((% N;p(u)P; (3.10)
j=0 i=0
i 3}
= Njq() | 5Cj(u)
2t (500)

3En donde A x B = {(z,y)|lt € Ayy € B}.
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(SRS
(SESSS
PSS

SR
S

ZRR
2R
st

Figura 3.9: La superficie sélo se altera en un rectdangulo al modificarse un punto de control.

e
N7

NSNS 1111778
9

9,22l
l/,,,;;/,;;/;;'//ll

Figura 3.10: La repeticién de puntos de control puede causar discontinuidades visuales en la superficie.
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3.4. SUPERFICIES B-SPLINE.

donde Cj(u) = Y1 o Nip(u)P;; para j =0,...,m, son curva B-spline. Ahora aplicando la ecua-
cién (2.33), a cada C;(u) y sustituyendo en (3.10) tenemos

donde

Anélogamente

donde

Ahora aplicando (3.11) y

donde

UM v V) como antes.

En general tenemos que

donde

n—1 m

Su(tt,0) = 3 37 Nyt (w) Ny g (0) PLY

i=0 j=0

(1,0) Piprj—Pij
Pm‘ =P —
Uitp+1 — Uit

U(l) = {a/;-~'7aaup+1a' .. auT—P_l’b"' ’b}
—— N~——
P p
v v
n m-—1
0,1
Su(,0) = 32 3 Nip(w) Ny g1 (0) PGV
=0 =0

o) _ Pigr1 = By
Vjtq+1 — Uj+1

v =u
VO ={a,..., 4,441, Vs—q-1,b,...,b}
N—— ——
q q
(3.12)
n—1m-—1
1,1
Suw =3 Nip_1(w)N;41(v)P;"
i=0 j=0

(1,0) (1,0)

1,1) Pi,jJrl _ Piyj
Py =gt
Vj+q+1 — Uj+1

ak+l n—km-—I

i=0 j=0

(k,I—1) (k,i—1)

]Di(I;J) —(g—1+1) i,j+1 i.j
’ Vj+q+1 — Vj+l
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

k
Uk = {a,...,a,upy1, ..., Up—p_1,b,..., b}
p+1—k p+l-k
1
VO ={a,...,a,041,-Vs—q1,D,...,b}
q+1-1 q+1-1

3.5. Superficies NURBS.

Después de todo el trabajo previo nos encontramos en el punto en el cual es posible definir de forma
muy clara y concisa las superficies NURBS. Las cuales son una generalizacion de todas las superficies
estudiadas en el capitulo, y es facil probar que las implicaciones que se muestran en la Figura 3.11.

n=p  Superficie de Bézier Racional

U=lg...ob.b %:C
o W%Y

Superficie NURBS Superficie de Bézier Integral

\\\ / =y
W= U=(d,..a.b...1

Superficie de B-spline ey

Figura 3.11: Las curvas NURBS son una generalizacién de todas las curvas presentadas en este capitulo.

Definicién 18 Una superficie NURBS de grado p en direccion u y grado q en direccion v es una
funcion racional por piezas bivariada de la forma

Yico Z;‘nzo Nip(u)Njq(0)wi; P
> ic0 2 jeo Nip(w)Njq(v)wi

Los puntos {P; ;} forman una red bidireccional de puntos de control, los {w; ;} son los pesos y {N; p(u) }y{N; 4(v)}
son dos sucesiones de funciones base B-spline sobre los vectores

S(u,v) =

0<u,v<l1 (3.13)

U=A{a,...,a,ups1,...,Up—p—1,b,...,b}
—— N——
p+1 p+1
V=A{a,...,a,0441,...,Vs—g—1,b,...,b}
—— ~——
q+1 q+1

donder =n+p+1ys=m+q+ 1, respectivamente.

Si escribimos Noy ()N o (0)
(N (0w s
Ria 3D, (’LL, ’U) = n Z;ﬁ 14 - (314)
s >0 2210 Nkp (W) N (v) w1

la ecuacién (3.13) toma la forma mas compacta

S(u,0) =D > Rijipg(u,v)P; (3.15)
=0 j=0
Escribiremos R; ;(u,v) en vez de R; j.p.q(u,v).
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3.5. SUPERFICIES NURBS.

3.5.1. Propiedades.

1) No negatividad; R; ;(u,v) > 0 para toda (u,v) € [a,b] x [a, b].
11) Particién de la unidad; 3°7_ >>7_ R; ;(s,t) = 1, para toda (u,v) € [a,0] x [a,b].
1) Ro0(0,0) = Ry 0(1,0) = Roq(0,1) = Rp4(1,1) = 1.

1v) Diferenciabilidad de R; ;j(u,v) . En un nodo w (o v) interior de multiplicidad &, R; ;j(u,v) es
p—k (0 g — k) veces diferenciable en direccién u (o v).

V) Siw;; = ¢ con ¢ # 0 constante para toda i, j, entonces R; ,(s,t) = N; p(s)Njq(t).

vI) Interpolacién de los cuatro puntos de las esquinas. S(i,j) = P, ; parai,j = 0,1. Se tiene
por III.

vil) Propiedad fuerte de envoltura convexa. Si w; ; > 0 para toda 4, j. Si (u,v) € [uiy, Uig+1) X
[Vjo Vjo+1), entonces S(u,v) estd contenida en el la envoltura convexa formada por los puntos de
control, P; j,i0 —p <i<ioy jo—q<7j < Jjo

vi) Invarianza afin. Una transformacién afin es aplicada a S(u, v), haciéndolo a sus puntos de control.
Se tiene por II.

1X) Invarianza bajo transformaciones de parametros afines.
X) La superficie B-spline es un caso particular de la superficie de NURBS. Esto es cierto por v.

XI) Si P;; es movido o w; ; cambiado, esto afecta a la superficie sélo en el rectdngulo [u;, witpy1) X

[Vj, Vjrqr1) -

x11) Diferenciabilidad de S(u,v). La superficie NURBS, es p — k (0 ¢ — k) veces diferenciable con
respecto al nodo u (o v) de multiplicidad k.

xu1) Derivada. Es posible calcular la derivada de esta funcién, tomando

N
NE

s
Il
<
<.
Il
=

w; jNi p(u)Nj 4 (v) P ;

wi ;i Ni p(u)Nj 4(v)

I
NE

s
Il
<
<.
Il
=

I

con lo que S(u,v) = F = 5 v entonces podemos usar (3.8).
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CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS

A continuacién describiremos la construccién de algunas superficies estdndares, de la geometria
clasica usando NURBS.

Ejemplo 22 Cilindros generales. Un cilindro general, es una superficie que resulta de “barrer”una
curva, a cierta distancia a través de un vector. Es decir, si denotamos a este vector (unitario) por Wy
d la distancia. Dada una curva NURBS

la superficie NURBS S(u, v), que representa un cilindro general con C(u), a través de W y distancia d,
denotando el pardmetro de barrido con v (0 < v < 1), debe satisfacer las siguientes condiciones

1. Para @ fijo, S(@,v) es un segmento de linea recta de C(@) a C(a) + dW.

2. Para v fijo,
S(u, ) = C(u) + 0dW =Y Rip(P; + 0dW)
i=0
Asi el cilindro debe ser de la forma
n 1
S(U,U) = ZZRi,P(U)ijl(U)Pivj (316)
i=0 j=0

con vectores de nodos U y V en donde V = {0,0,1,1} y U es el vector de nodos de C'(u). Los puntos
de control estan dados por

Po=PF

P =P +dW (3.17)
y los pesos

wi,O = ’LUiJ = w; (318)

Por ejemplo en la Figura 3.12 se presenta un cilindro general obtenido al barrer la curva NURBS
cuadratica en forma de trébol, cuyos puntos de control son

| Puntos de control |

(=10, —10,0) | (—30, —40,0)
(—30,40,0) | (=30, —40,0)
(30,40,0) | (—10,—10,0)
(10,10,0) | (—30,—30,0)

(30, 30,0) (=30, 30, 0)
(30,-30,0) | (—10,10,0)
(10, —10,0)

vector de nodos U = {0,0,0,1,2,2,3,4,4,5,6,6,7,8,8,8} y w; = 1 para toda 1.
Entonces tomando d = 10, W = (0,0, 10) y calculando (3.17), (3.18), la superficie 3.16 estd dada por

12 1
S(u, ’U) = Z Z Ri7j,271 (u, 'U)Pi,j
=0 j=0

En la Figura 3.13, se presenta una superficie que representa un domo. Los puntos de la curva NURBS
son
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3.5. SUPERFICIES NURBS.

Figura 3.12: Curva NURBS cuadratica en forma de trébol, con la que se forma el cilindro general.

| Puntos de control |

i

(20,15, 10)
(20, —10, 20)
(20, =5, 10)
(20,0, 20)
(20,5, 10)
(20, 10, 20)
(20,15, 10)

en este caso U = {0,0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1,1}, w; = 1 para toda i, d =10 y W = (-10,0,0). Y
asi la superficie esta dada por

6 1
S(u, 1)) = Z Z Ri,j;B,l (uv U)Pi,j

i=0 j=0

La implementacion de los programas con los que se obtuvieron estas superficies se incluye en este trabajo
de tesis.
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Figura 3.13: Curva NURBS ctbica, con la que se forma un cilindro general en forma de domo.
Ejemplo 23 Superficies de revolucion.

Dado una curva NURBS C(v) = > 7, Rj4(v)

P
debe cumplir que

con vector de nodos V', llamada generatriz que
supondremos estd contenida en el plano xz. No es dificil encontrar la representacién NURBS de una
superficie de revolucién obtenida al girar C(v) 360° al rededor del eje de las z. Ya que notemos ésta
1. parau

para v

fija, S(@,v) deber ser una curva C(v), rotada algtiin dngulo al rededor del eje z.
en este eje.

ejemplo 154, y tomar U = {0,0,0

11
superficie requerida tendra la forma

fija, S(u,v) deber ser un circulo completo en un plano perpendicular al eje z, con centro
Entonces, podemos usar los 9 puntos de control como los que representaron la una circunferencia del
1
Y40 40

1133
22040 D

8

m

1,1,1}, con pesos {1, ‘/75, 1, @, 1, ‘/75, 1, @, 1}. Asila

S(u,0) => > Rijog(u,v)P

(3.19)
i=0 j=0
Figura 3.14 y los pesos son wg,; = wj, w1 ;

en donde sus vectores de nodos, son U y V, los puntos de control se obtiene como se muestra en la
(35 )wj, wa j = wj, ws; = (35°)wj,

. ’wg,j = ’LU]

En la Figura (3.15), se obtiene una esfera, haciendo girar al rededor del eje de las z, una curva
4También podriamos usar la representacién de sélo 7 puntos.

— (2
NURBS que representa la mitad de una circunferencia. Los puntos de control de la superficie son
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Bos
P770 E:R,l V[ ]?5 0
Pé 0 N ’
’ P
I)8,0 :PO,O POK M 40 X;
Pl 0 I)Z,U P3 0

Figura 3.14: Seleccion de Puntos de control para una superficie de revolucién NURBS.

| Puntos de control |

i/j
(0,0,30) | (0, —30, 30) (0,—30,0) (0,—30,-30) | (0,0, —30)
(0,0,30) | (30,—30,30) | (30,—30,0) | (30,—30,—30) | (0,0,—30)
(0,0,30) (30, 0, 30) (30,0,0) (30, 0, —30) (0,0, —30)
(0,0,30) | (30,30, 30) (30, 30, 0) (30,30, -30) | (0,0, —30)
(0,0, 30) (0, 30, 30) (0, 30,0) (0, 30, —30) (0,0, —30)
(0,0,30) | (—30,30,30) | (—30,30,0) | (—30,30,—30) | (0,0,—30)
(0,0,30) | (—30,0,30) (=30,0,0) (=30,0,-30) | (0,0, —30)
(0,0,30) | (—30,-30,30) | (—30,—30,0) | (—30,—30,—30) | (0,0, —30)
(0,0,30) | (0, —30, 30) (0,—30,0) (0,—30,-30) | (0,0, —30)

parai=0,...,8. Con V = {0,0,0,%,1,1,1} y la matriz de pesos de (9 x 5) es

>—lw|§>—
o
ol -
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4

Figura 3.15: Esfera obtenida al girar un arco circular al rededor del eje de las z.

En la Figura 3.16, se presenta una superficie de revoluciéon usando una curva NURBS, la cual tiene
puntos de control

| Puntos de control |

i/j

(10,0,0) | (0,0,5) | (10,0, 10) (10,0,15) | (0,0,20) | (10,0,25) | (0,0,35)
(10,10,0) | (0,0,5) | (10,10, 10) (10,10,15) | (0,0,20) | (10,10,25) | (0,0,35)
(0,10,0) | (0,0,5) | (0,10, 10) (0,10,15) | (0,0,20) | (0,10,25) | (0,0,35)
(—=10,10,0) | (0,0,5) | (=10,10,10) | (—10,10,15) | (0,0,20) | (—10,10,25) | (0,0,35)
(=10,0,0) | (0,0,5) | (—10,0,10) (—=10,0,15) | (0,0,20) | (=10,0,25) | (0,0,35)
(—10,-10,0) | (0,0,5) | (—10,—10,10) | (=10, —10,15) | (0,0,20) | (—10,—10,25) | (0,0, 35)
(0,—10,0) | (0,0,5) | (0,—10,10) (0,—10,15) | (0,0,20) | (0,—10,25) | (0,0,35)
(10,—10,0) | (0,0,5) | (10,—10,10) | (10,—10,15) | (0,0,20) | (10,—10,25) | (0,0,35)
(10,0,0) | (0,0,5) | _ (10,0, 10) (10,0,15) | (0,0,20) | (10,0,25) | (0,0,35)

con vector de nodos V' = {0, 0,0, %, %, %, %, 1,1,1} y matriz de pesos (de 9 x 7) dada por

oty -
oty -

Cof
—of

y asi (3.19) para este caso es

8 6
S(u, ’U) = Z Z Ri7j,272(u, 'U)Pi,j

i=0 j=0
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Figura 3.16: Superficie libre obtenida al girar la curva NURBS cuadratica al rededor del eje de las z.

Ejemplo 24 Superficies con factor de escala no uniforme.

Una herramienta simple pero 1til en la construcciéon de superficies, es la aplicacion de factores de
escala, a continuacién estudiaremos la representacion NURBS de este tipo de superficies.

Dado un punto en el espacio P = (p1,p2,p2) y un conjunto de reales F' = {f1 fa 'y f3}. Se dice que
P tiene un factor de escala F' al rededor del origen si

P = (fip1, f2p2, f3p3) (3.20)

Anélogamente, si C' = (c1, ca,c3) es un punto en el espacio, P tiene un factor de escala F' al rededor de
C si

P = (p1,p2,Ds) (3.21)

en donde
ﬁZ:flsz’_(l_fl)cl 12172a3

Los factores de escala, pueden ayudarnos en la construccién de interesantes superficies NURBS, ya
que éstos “expanden o contraen”sus puntos en los tres ejes coordenados.

Por ejemplo, es posible construir una elipsoide con centro en el origen de manera muy simple apli-
cando ciertos factores de escala a los puntos de control de la esfera construida en el ejemplo anterior.

Para esto, recordemos que la ecuacion de una elipsoide con centro en el origen y semiejes a, b y c,

estd dada por
2 2 2

x Y z
E + == + 0_2 =1

en donde la interseccién de esta superficie con el plano xy, zzx v zy, resultan las elipses que se presentan en

la Figura 3.17, esto nos indica que al tomar F' = {a, b, c}, los puntos de control de la esfera resultaran,

en los respectivos para el elipsoide. En la Figura 3.18, se presenta el elipsoide resultante tomando

F={1,1,2}.

98



CAPITULO 3. SUPERFICIES NURBS
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Figura 3.18: Elipsoide, que resulta de aplicar el factor de escala F' = {1,1,2}, a los puntos de control de
la esfera del ejemplo anterior.

En general, cuando los puntos estén en el espacio de tres dimensiones, se les puede aplicar las
ecuaciones (3.20) y (3.21) directamente, dejando sin cambio los pesos. Cuando estos sean de la forma
P% = (wx, wy, wz,w), s6lo las tres primeras coordenadas cambian, es decir para (3.20) tendremos P¥ =
(frwz, fowy, fswz,w) y para (3.21), P¥ = (frwz + (1 — fi1)wer, fawy + (1 — fo)wea, fswz(l — f3)wes).
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Capitulo 4

Técnicas basicas para la
construccion de superficies.

En este capitulo estudiaremos varios algoritmos y técnicas importantes en la teoria de las curva y
superficie NURBS, las cuales nos serdan de gran utilidad para la construccion de superficies més avanzadas
en el siguiente.

Asi discutiremos los algoritmos de insercién y refinamiento, la eliminacién de nodos y la elevacién
de grado y finalizaremos con la interpolacién global de curvas y superficies.

4.1. Insercion de nodos.

El algoritmo de inserciéon de nodos, es uno de los més importantes para las curvas y superficies
NURBS, ya que nos permite entre otras cosas, una evaluacién sencilla, subdivisién! y la posibilidad de
agregar puntos de control adicionales para incrementar la flexibilidad de éstas.

Sea una curva NURBS

V() = 3 Niplw) P (1)
=0
con vector de nodos U = {ug, ..., un}. Asi supongamos que se inserta un nodo u € [ug,ur+1) (para
k €{0,...,m}) en U, obteniendo el nuevo vector de nodos
U = {to = uo, ..., Uk = Wk, U1 = Uy, U2 = Ukt1s- - - Um+1 = U }

entonces el proceso de insercién de nodos se refiere a obtener puntos Q¥ € R3 tales que

n+1
C¥(u) = ) Nipu)@f (4.2)
i=0
en donde N; ,(u) (para i =0,...,n+ 1) son las funciones B-spline definidas en U.

Asi notemos, que como u € [ug,ur+1) y por la propiedad de soporte local de la funciones B-spline
(ver seccién 1.2.5), podemos escribir (4.1) y (4.2) como

IDe forma equivalente a como se realiza para las curvas de Bézier.
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4.1. INSERCION DE NODOS.

k
C¥(w) = 57 Nip(u)Py (4.3)
i=k—p
k+1 ~
CUw)= 3 Nip(w)Qy (4.4)
i=k—p

Ahora, igualdndolas a cero y sustituyendo (4.1), tenemos

k—p—1
Y (P = QF)Nip(u) =0
1=0
Y (P = QF)Nip(u) =0
i=k+1

y por la independencia lineal de las funciones B-spline (ver capitulo 1 seccién 1.2.6)

PY=Qy parai=0,....k—p—1 (4.5

PY=Q7 paraj=k+1,...,n

D
= =

Por otro lado, del teorema 12 del capitulo 1, sabemos que es posible expresar las funciones N;p(u)

en términos de N; ,(u) en la siguiente manera
U — Uj = Uj 2—U -
— Nip(u) + —FE Ny (u) (4.7)

Ni7p(u): — —iVip — —
Uitp+1 — Us Uigp4+2 — Uit1

entonces sustituyendo (4.7) en (4.3) e igualando con (4.4) tenemos que (escribiremos N; en vez de

Nip(u))

U — Up— - Uk4+2 — U =
(7_ P Nip+——"——Nips1 | P,
Uk+1 — Uk—p Uk+2 — Uk—p+1

U— Ukg—pt+1 U3 —U =
+ ( - Ng—pt1+ —— Ni—pt2 | Prlpia
Uk+2 — Uk—p+1 Uk+3 — Uk—p+2

U—Up Ugyptr2 — U <
+< — N + ——= Ny | P?
Uk+p+1 — Uk Uk+p+2 — Uk+1
W w W w
= Nk—pQi_p ++++ Npt1Qp4q

Ahora factorizando y usando los nodos del vector U en vez de los de U

= U — Uk—p—1
0= Nj_ <Qw . >
P k— k—
P Uk — Uk—p—1 P

- U — Uk—p+1 Upr1 — U

+ N1 [ QY _ P+ pPY o + P
p+ k—p+1 k—p+1 k—p
Uk+1 — Uk—p+1 Uk+1 — Uk—p+1

— U — Uk Ukyp — U —

+ Nk | QK — P - Py | + N (Qiy — BX)
+
Uk+p — Uk Uk+p — Uk
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CAPITULO 4. TECNICAS BASICAS PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

y de nuevo por la independencia lineal de las funciones B-spline

Qz)—p = Pkw—p
U — Uk—p+1 w U+l — U w
Qp ppr=——"7-—"bP" +——PF"
koptl Uk4+1 — Uk—p+1 kpt Uk4+1 — Uk—p+1 k=p
(4.8)
U — Uk Uktp — U 4
Qw ——— " pw_ TktP " p 2
BT e — Uk gy —up P
Q?H = Pkw
Si denotamos
u (7 Uitp — U
o = 1l—a; =
Ui+p — Ujg Witp — Ui
(4.8) se puede escribir como
Qf = aiP + (1 — i) Py (4.9)
parai=k—p+1,--- k.
Ademéds, notemos que usando (4.5) y (4.6) si definimos
1 1 <k—p
ap=q ot k—p+1<i<k (4.10)
0 1<k+1
la ecuacién (4.9) también es vélida para todo i =€ {0,...,n + 1}.

Ejemplo 25 Sea una curva NURBS C"(u), de grado p = 3 con puntos de control Py, ..., P¥ y vector
de nodos U = {0,0,0,0,1,2,3,4,5,5,5,5}. Entones supongamos que deseamos obtener los puntos de
control de curva que resulta de insertar un nodo u = 3.5 en U.

Entonces los nuevos puntos estén dados por (4.9), en donde en este caso k =6y

1 s11 <3

;= 2% 4<i<6 (4.11)
Uj43—Us
0 s11>7

con oy = %, as = % y ag = i. En la Figura 4.1 se muestra los puntos de control antes y después de la
insercién de @.
O

Es de gran utilidad entender la relacién geométrica entre los puntos de control @;’, el vector de nodos
U, y el nodo @. Asi notemos que de la ecuacién (4.10), los valores de cada a; (para k —p+1<1i < k)
representan la distancia relativa al intervalo [u;, uit+p) entre u; y 4. Por lo que de (4.9), cada Q¥ se
encuentra a una distancia de P, y P}’, proporcional a la que existe de @ a u; y u;4p (ver Figura 4.2).
Esto ademas nos indica, que los elementos del vector de nodos particionan el poligono de control. es
decir si L; (para i =1,...,n) representa el segmento de recta entre P, y P y d; su distancia, a cada
L; se le puede asociar los nodos u;1; (para j =0,...,p) de tal manera que si definimos
S U1 — Uity
X = ﬁ paraj=0,...,p—1

podemos decir que esta recta estd formada por los segmentos Lg cuya distancia es dg = )\g d;.
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u
w, un
u, — u;o
Y u 15 s Y W Us
) T 1 1 T 1 1
0 1 2 3 35 4 5

PW
,2
PW
1
P 1
0
-
PW
3
u
o a
31 a U,
o U Us U - W Us
L] L L] T T L 1
0 1 2 3 35 4 5
L L L 1
L) T T - L]
) - _—
——
Oy
L L L ]
L} T hd T 1
———1—
O
———

Figura 4.2: Las distancias que existen entre el nodo insertado y el nuevo punto de control son propor-
cionales.
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CAPITULO 4. TECNICAS BASICAS PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

En la Figura 4.3 se presentan los segmentos que subdividen al poligono de control del ejemplo
anterior, notemos la relacién de cada L; y sus nodos asociados, también que L1 = L} y A = Al =0 por
lo que d? = d} = 0. Adicionalmente, observemos que los nuevos puntos de control cumplen que Q4 € L3,
Qs € Ly y Qs € L.

L.

LA

L,
|
L, L,
B L,
u
U, s
W uw oy oy 0y oW
1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 35 4 5
| : —e—1
| —eo—t |
—e—+—

Figura 4.3: El poligono de control estd particionado por el vector de nodos.

El mismo poligono de control pero con un vector de nodos no uniforme
U =1{0,0,0,0,1,1.5,2.3,3.9,4.2,4.2,4.2,4.2}

es particionado como se muestra en la Figura 4.4.
El siguiente ejemplo nos ayudara a estudiar los efectos que tiene en la curva la insercién repetida de
un nodo.

Ejemplo 26 Tomemos la curva NURBS del ejemplo 25 (con @ ya insertado) con puntos P = Q¥

(parai=0,...,8) y vector U ={0,0,0,0,1,2,3,3.5,4,5,5,5,5} e insertemos de nuevo @ = 3.5.
Entonces para este caso k = 7, y los puntos dados por (4.9) tiene

1 sii<4 a)
a; = % 5i5<i<7 b)

Ui43—Uq

0 sii>8 c)

en donde a5 = %, ag = i y a7 = 0. Con éstos valores observemos que es posible cambiar el rango de i

en b) y escribir 5 < i < 6, y para c¢), i > 7, ademds si por un momento suponemos que nuestro vector
de nodos U es el del ejemplo 25, la igualdad anterior es

1 sii<4

;= 2% §i5<i<6 (4.12)
Uit2 —Usj
0 sii>7
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\%%
b %
W
| i E
1 \%4
1 E
\a'
1
A\ ) ' PW
g o
ué u, us U, u, ug8
I t t —t ‘ H—1 1
0 1 1.5 223 3 3.9 4.2 5
I i i i
I t t |
I t —
S p |
|

Figura 4.4: El poligono de control de la Figura anterior, pero con otro vector de nodos.

Los nuevos puntos de control Q¥ se presentan en la Figura 4.5, notemos que para este caso Q5 € L% y
Qs € Ly Q¥ = Py’
Finalmente si reinsertamos una vez mas u = 3.5 pero ahora en

U ={0,0,0,0,1,2,3.5,3.5,4,5,5,5,5}

tenemos que k = 8, y los nuevos puntos de control dados por (4.9) tienen

1 sii<h

;= 2% §i6<i<8 (4.13)
Uit3—Uj
0 sii>9

con ag = %, a7 = ag = 0. Haciendo la observacién y suposicién anterior, tenemos que esta igualdad
también se puede escribir como

1 sii<h

;= 2% §i6<i<6 (4.14)
Uit1—Uj
0 sii>7

Los puntos de control resultantes de esta insercién se presentan en la Figura 4.6, aqui Q¢ € L2.
O

Siguiendo las ideas de los ejemplos anteriores, se deduce que la insercién de un nodo @ € [ug, ug+1)
de multiplicidad s (para 0 < s < p — 1) en U, corta las esquinas del poligono de control de la curva
NURBS (4.1), en los puntos Px—p1, ..., Ps—s—1 y los p— s nuevos puntos de control cumplen

Qk—j eLiij paraj=p—1,...,s (4.15)
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—_ Uy;
u, a upn
u; Ug Uy
U, u, Us Us  U; Uy ;o
) T 1 1 T 1 1
0 1 2 3 35 4 5

A=

—

[S——

=0
|

as=0
e ——

Figura 4.6: Insercién del nodo % = 3.5 por tercera ocasion.
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4.1. INSERCION DE NODOS.

asi en el ejemplo 25, las equinas cortadas tienen como puntos P;’, P& (ver Figura 4.1) y en el ejemplo
26 el punto es P2 (ver Figura 4.5).

Si se continua con este proceso r veces, (con r + s < p no tiene sentido practico hacerlo para valores
mayores que p ya que la curva no tiene ninguna modificacién) y Q}’, denota el i-ésimo punto de control
del r-ésimo paso de insercién (con Qf; = P;”) entonces (4.10) y (4.9) se pueden generalizar con el
llamado Algoritmo de Boor dado por

i =i Qi+ (1= i )@l 4 (4.16)
con
1 sii<k—p+r—1
Gy = ﬁ sik—p+r<i<k-—s (4.17)
0 sii>k—s+1

Notemos que cuando s = 0 y r = p, este algoritmo genera la tabla

Q}é)—p-ﬁ—l,l
Q}cu—p+2,2
Qk7p+2,1
. w
: ko
Qi1
w
k,2
Qi1
en donde los puntos de control resultantes son Q’,;LPHJ,Q}LPHQ,. .. ,Qﬁp,. Q) 9,Q) - As en cada
insercién el numero total de nuevos puntos es
p—s+r—1 (4.18)
los cuales remplazan a
p—s—1 (4.19)
que inician en el indice
k- pt (4.20)

Por ejemplo para la triple insercién del nodo @ = 3.5, la correspondiente tabla seria

QY4
w
5,2
Q51
Q63
w
6,2
Q61

en donde (4.11), (4.12) y (4.14) son respectivamente las a; 1, ;2 y ;3 del algoritmo de Boor. En la
primera insercién, los 3 (3 — 0+ 1 —1 = 3) nuevos puntos son QY ;,Q8;,Q¢, en la segunda, los 2
(3—1+4+1—1 = 2) nuevos puntos son Q' 5,Q¢'» los cuales remplazan a QF; (3-1-1=1) el cual tiene indice
7-3+1 = 5.
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CAPITULO 4. TECNICAS BASICAS PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

4.1.1. Refinamiento.
Sea una curva NURBS

n

C¥(w) =) Nip(u)P

i=0
con vector de nodos U = {ug,...,un} y un conjunto de nitmeros reales X = {xzo,...,z,} tales que
T < xip1 ¥ U < x; < Uy para toda i. Entonces supongamos que se desea realizar la insercién de los
elementos de X en U (con lo que resultaran los nuevos puntos de control QY, ..., Qntr+1 y un vector

U). Claramente el proceso a seguir, serfa aplicar el algoritmo de insercién anterior a cada uno de los
elementos del conjunto hasta terminarlos, esto es correcto, sin embargo existen algoritmos mas eficientes
para realizarlo. Uno de ellos es el llamado de Oslo disenado por Riesenfeld, Cohen y Lyche [Cohen], otro
mas simple y también eficiente es el desarrollado por Boehm y Prautzsch [Boehm85] el cual presentamos
a continuacion.

La idea consiste en encontrar indices a y b tales que u, < x; < up, para toda i, y con éstos determinar
los segmentos del poligono de control y los puntos que seran alterados, es decir los de Lq—p1 a Ly—1
(ver Figura 4.7).

Qa'pil/‘ Pa_p +1

L'a-p+1

Figura 4.7: Aristas del poligono de control que se ven afectadas por el refinamiento del vector de nodos.

Esto implica ademés, que los puntos que no cambian son Py’,...,B” vy B’y,..., B y que el
numero de nuevos puntos a calcular esta dada por

m+r+2)—[(a—p+1)+(n—-0+2)]=r+p+b—a-—1
El algoritmo, calcula los nuevos puntos usando un ciclo de insercién, que puede iniciar con zq (con
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4.1. INSERCION DE NODOS.

el que obtiene Q¥_, ;) o con z, (con el que obtiene Q},,_,). Nosotros presentaremos esta tiltima®,

RefineKnotVectCurve (n,p, U, P¥, X,r, U, Q")
{

/* Entrada : n,p,U,P“, X,r */

/* Salida : U,Q% x/

m=n+p+1
a = Encuentra subindice a tal que u,
b = Encuentra subindice b tal que z,

for(j=0;j<=a-p;j++) QF = P}
for(j=b-1;j<=n;j++) Q}P-H—H = PJ?”
for(j=0;j<=a;j++) U; = U;
for (j=0;j<=m;j++) Ujirp1 = Uj

i=b+p+1 k=b+p+r
for(j=r; j>=0; j--)
{

while(X; <=U; && i> a)

{
_%Lp—lzzfﬁﬂp—l
U, = U;
k=k-1 i=i-1
}
Qg—p—lez}—p
for(1=1; 1<=p;1++)
{
ind = k-p+l
o = UkJrl*Xj
if (@ == 0.0)
Qg1 = ind
else

2Boehm y Hartmut, también proponen el algoritmo para el caso de una curva NURBS periédica[Boehm85].
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Ahora presentamos un ejemplo sencillo para mostrar su funcionamiento.

Ejemplo 27 Sea la curva NURBS cuadratica que se presenta en la Figura 4.8, la cual tiene un vector de

nodos U = {0,0,0,1,2,2,2}. Entonces supongamos que se desea refinar U con el conjunto X = {%, %}
I)l‘V

p B
0
W u U,
B u; us
Uy Us Uy
| | |
| 1 |
0 1 2

Figura 4.8: Curva NURBS cuadrética original.

Para este caso notemos que a = 2, b =4y r = 1, asi el primer paso del algoritmo es (ver Figura 4.9)
Qv =R, Q5 =10

Ug = ug, U1 = U1, Uz = U2, Ug = Ug.

Qe

N

Q;

o-—rclgl gl
f=]

Figura 4.9: Primer paso del algoritmo de refinamiento.
Ahora entrando al for principal tenemos

QY =Py, iy =us, k=6, i=4

§ =P tg=1us, k=6,1=4

2 = Q3
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"W e

N
o

flry

Q;

pe]

o ——Cf,’:‘l ol 2l
ro—clgl gl

—_

Figura 4.10: Poligono y vector de nodos intermedios en el algoritmo de refinamiento.

esto se muestra en la Figura 4.10. A continuacién se calcula (ver Figura 4.11)

Ug — U2

Q3 = aQ3 + (1 - a)QY

U7 — U3

QY = aQf + (1 - Q¥

us =x1, k=4

111]:P0, 17,4:U3,k:3,i:2.

Y finalmente tenemos

a=1Uy — Ty =

(0%
a:_ =
Us — Uy

¥ =aQy + (1-a)Qy

TR
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w g o

ro—1-gcligl &l

Figura 4.11: Poligono y vector de nodos intermedios en el algoritmo de refinamiento.

a=1us—xg=1
o 2
o= = —
Us — U 3

Q3 = aQ3y + (1 - a)Qy

Uz = X

En la Figura 4.12, se muestra la curva con su vector de nodos refinado y el poligono de control

resultante.

Q)

QW
4
0 Ug
QV; U _ _ _ iy
| | | | |
I I | I 1
0 % 1 372 2

Figura 4.12: Poligono de control y vector de nodos resultante.
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Una importante aplicacion del refinamiento de nodos, es la descomposicién de una curva NURBS en
sus respectivos segmentos de Bézier. Para lograr esto, se deben insertar nodos iguales a los interiores,
de tal manera la multiplicidad de todos sea p, es decir

U={a,...,a,up,..., Um—p-1,b,...,b} (4.21)
~—— ~——
p+1 p+1
se debe convertir en
U=A{a,...,a,up, ..., Up,. ., Um—p—1,-, Um—p—1,b,...,b}
~—— N——
p+1 D P p+1

Esto permitird que la unién de las subcurvas tenga una continuidad de clase C'(®) (ver la propiedad
x) de la curvas NURBS seccién 2.4), resultando las curvas de Bézier que la componen.

Ejemplo 28 Supongamos que se desea descomponer la curva NURBS cuadratica que se presenta en la
Figura 4.13, en sus respectivas curvas de Bézier. Asi ya que su vector de nodos es

12
U=10,0,0,-,-,1,1,1
{77a353573}

debemos insertar nodos % y % de tal manera que tengamos

1 2
U =10,0,0, - =, 1,1,1
{75737553573}

Wl
Wl N

5]

P

Figura 4.13: Curva NURBS cuadratica con 5 puntos de control.
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Una vez que realizado el proceso de inserciéon, la curva NURBS y las curvas de Bézier resultantes
son las que se muestran en la Figura 4.13

Figura 4.14: Curva NURBS con sus 3 segmentos de Bézier.

En donde sus respectivas funciones base son

Nos(u) 1-3u)? siuel0,3)
u) =
0.2 0 en otro caso
Ny o) = 6u(l —3u)? siu€l0,3)
2 0 en otro caso
9u? siuel03)
Noo(u) =< (2—3u)? siue [%, %)
0 en otro caso
N o(u) = 22-3u)(Bu—1) siueli,2)
52 0 en otro caso
(Bu—1)?siuel3,2)
Nyo(u) =< (3 — 3u)? siue(3,1)
0 en otro caso
N o () 23u—2)(3-3u) siu€l3, 5
u) =
52 0 en otro caso
3u—1 siuel21)
Ng.o(u) = 37
6:2(1) {0 en otro caso

las cuales se presenta en la Figura 4.15, notemos que éstas son iguales a los polinomios de Bernstein

cuadréticos en cada intervalo [0, 1], [3, 2] vy [2,1].
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1 T .“ T T "‘ T
% R /
% M
0.8 | N0,2 Nz,z Y N4,2,:' \ N6,2/—
N . K \‘
’ Y
RN
06 \N,, N N, /
‘ - N AV )
3 -~
4T / ~\ ;' k 'f‘ l)\\ /‘\ 1
’ . 4
a \ [ s &:' . ! % \
0.2 | 5 ’ ’°% v /\ %
/ :.' \ ] /I ‘." . 'l \\ “
'." L K9 ’.0. Y " .~ %
0 d | Vo4 o v ~ Y
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.15: Funciones base cuadraticas de la curva NURBS refinada.

4.2. Eliminacion de nodos.

El proceso de eliminacién de nodos es el inverso al de insercién, y nos serd de gran utilidad para el
algoritmo de elevacion de grado que estudiaremos en la siguiente seccién.
Sea una curva NURBS

C"(u) = > Nip(u)Py (4.22)
=0

con vector de nodos U y u, € U, un nodo interior de multiplicidad s. Si suponemos que U; denota el
vector de nodos obtenido al quitar w,, en t ocasiones de U (1 < ¢ < s). Diremos que u, se puede eliminar
t veces de la curva C"(u), si ésta se puede escribir en la forma

CY(u) =Y N;ip(u)Q¥ (4.23)

donde N; ,(u) son las funciones base definidas en Uy.

Para esto, recordemos del capitulo 1, que las funciones B-spline N; ,(u) distintas de cero en u, tiene
una continuidad de clase C®~*). Asi, aunque generalmente no se espera mas que ésta, es posible que
el poligono de control tengan una geometria definida por el algoritmo de Casteljau (ver seccién 2.1.2)
de tal manera que su continuidad sea mayor y nos permita eliminar una o maés veces este nodo, sin
ninguna alteracién. En otras palabras, u, se puede eliminar t veces si y solo si la curva C™(u) es de
clase CP=5tt) e 4. 3

De acuerdo a esto deduciremos las ecuaciones para determinar si un nodo se puede eliminar usando
el siguiente ejemplo. Por simplicidad de notacién omitiremos el superindice w de los puntos de control
y lo remplazaremos por un entero que representara el paso del proceso de eliminacién, asi inicialmente
este valor sera 0.

Ejemplo 29 Sea una curva NURBS cubica, con puntos de control POO e PGO y vector de nodos

U:{UQ,...,U11}2{07070,0, PP 5171a171}

N =
N =
N =

que se presenta en la Figura (4.16). Notemos que ésta, es curva NURBS subdividida por dos de Bézier
racionales C¥ (u) y C7’(u) (por simplicidad de notacién las denotaremos asi, en vez de Bo(u) y Bi(u)),
las cuales segun la ecuacién (2.15), para que su unién sea de continuidad de clase CW yasiu= % pueda
ser eliminado una vez, los puntos P, PY y P{ deben ser colineales y la distancia de P> a Py y Py a Py,

3Es importante notar que la continuidad debe ser respecto a C™(u) y no a su proyeccién C(u), la cual puede ser
continua pero C'*(u) no.
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Pi=P’ P =P

Figura 4.16: Curva NURBS formada por dos curvas que se unen con una continuidad de clase C'(?)

proporcional a la que hay entre los nodos ug a usz y ur a ug respectivamente (ver Figura 4.16), lo cual
se puede escribir como
p

p 0 0 0 0
P —P))=—(FP;, — P.
(B B = (P - )

haciendo u = u4 = ug y reordenando términos esta ecuacion tiene la forma

U —us
PY = P +
U7 —us U7 —us

ur —u

Py (4.24)

si definimos P} = P parai=1,2,y P; = P}, para j = 3,4 podemos escribir

P) =a3P; + (1 —a3)Ps (4.25)
con
U — us
a3 = ——
Ur —us

Ahora, para lograr que la unién de C¢§’(u) y C7(u) sea de continuidad de clase C® yu= % pueda
ser removido por segunda vez, debe existir un punto P§ (ver Figura 4.17) tal que

P} = asP3 + (1 — a2) P}
P} =a3Pi + (1 — a3) Py (4.26)
con
U — Uu;
o= —
Uitpt+2 — Ui
definiendo P = P}, P} = P} parai=2,3.
Finalmente, para la continuidad de clase C?) y u = % pueda ser removido tres veces, deben existir
puntos PP y P3 (ver Figura 4.18 ) tales que
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3 u
U, U uy
31 11115 Ug
0 u
1 1 17
[ ] i
0 1 1
2

1

2

Figura 4.17: El vector de nodos u =

puede ser eliminado dos veces sin que se pierda diferenciabilidad.

Pi=P=P=P;

P;=P;=P:=P;

U
u, U Héo
Hl Us Ug
N h i
I T 1
0 1 1
2

Figura 4.18: El vector de nodos u = % puede ser eliminado 3 veces sin que se pierda diferenciabilidad.
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Pl =o PP+ (1 —a)P}
Py =Py + (1 — ag) P} (4.27)
P} =3P} + (1 —a3)P;

con
U — Uq
= —
Uitp+3 — Ui
para i = 1,2,3, haciendo P§ = P{, P§ = PY.
Resumiendo, la ecuacién (4.25), nos indica que tanto u = % como P§ (que serd remplazado por Pj
y P}) pueden ser eliminados siempre y cuando azPj + (1 — a3)Ps y B§ coincidan dentro de cierta
tolerancia.
Si en (4.26), despejamos Py, tenemos
g P-(-a)P L, B-au
9 = G —
(65) 1-— Q3

y asi, u se puede eliminar dos veces y los Py y PJ ser remplazados por P, si éstos cocientes son iguales,
dentro de cierta tolerancia.
Finalmente, de la primera y tercera ecuacién de (4.27) tenemos que

o PP-(—a)Pd o PR—asPy
1 (651 2 1—(13

y por lo tanto, u podr4 ser eliminado tres veces y P2, P¢ y P? remplazados por P} y Py, si el punto que
resulta de sustituir éstos tltimos en el lado derecho de la segunda ecuacién de (4.27), coinciden dentro
de cierta tolerancia con P3.

O

En general si tenemos un nimero par de ecuaciones como en (4.26), es posible determinar si un nodo
puede ser eliminado del vector U de la curva NURBS (4.22), si al calcular los nuevos puntos de control
iniciando con la primera y iltima ecuacién (después con la segunda y peniltima y asi sucesivamente
terminando con dos ecuaciones) los tltimos dos coinciden dentro de cierta tolerancia.

Anélogamente para el caso impar, es posible determinar si un nodo puede ser eliminado, si al calcular
los nuevos puntos iniciando con la primera y ltima ecuacién y asi sucesivamente, el lado derecho de la
ecuacién de en medio, al ser sustituidos los puntos obtenidos en las ecuaciones anterior (o de arriba) y
posterior (o de abajo), coinciden dentro de cierta tolerancia con el punto del lado izquierdo.

Si u = u, # ur41, los nuevos puntos de control en el proceso de eliminacién de nodos en el t-ésimo
paso estan dados por

Pt — (1 — )P} 1
Pl =t ( DL r—p—t+1<i<-2r—p—s—t)
(673 2
Pl — a1 P! 1
pt— gkl TR g —2r—p-—s+i+1)<j<r—s+t—1
J 1704]'+1 2
con
U — U U—Uj—t+1
Qp=—" Q= —"""—
Witp+t — Ui Ujtp+1 — Uj—t+1



4.3. ELEVACION DE GRADO.

4.3. Elevacion de grado.

En esta seccion estudiaremos el algoritmo de elevacién de grado, el cual nos permite entre otras
cosas, empatar el grado de distintas curvas NURBS sin alterarlas, esto nos sera de gran utilidad en el
siguiente capitulo ya que con estas curvas es posible construir distintas superficies.

Sea C¥(u) = Y1 Nip(u) P/ una curva NURBS con vector de nodos U. Entonces por definicién,
sabemos que es una curva polinomial por pedazos y por lo tanto es posible obtener su representacién
con grado mayor que p*. Es decir, debe existir un vector de nodos U un entero positivo 7, y un conjunto

de puntos {Q¥} tales que
Co(w) = Cy (1) = 3 Nipa (1 (4.28)
i=0

en donde ﬁi1p+1(u), es la funcién B-spline de grado p + 1, definida en U para toda i.
Si suponemos que U tiene la forma

U = {uy,... um}—{a gy Uy ooy ULy e vy Ugyenny Usybyoon b}
——— ——
P+1 m ms p+1
entonces C}’(u) es de al menos de continuidad de clase C®=mi) en cada nodo interior u; (para i =
1,...,s) y por lo tanto se espera que C}’, ; (u) también tenga esta continuidad, de donde la multiplicidad
de sus nodos interiores debe de ser m; + 1 y en los extremos tener un nodo mas, es decir
U={ug,...,um}=4a,...,a,u1,...,U1,...,Ug,...,Us,b,...,b}
—_—— ——— ——— ——
p+2 mi1+1 ms+1 p+2
porloque m=m-+s+2y

~ ~

n=m—-—(p+1)—1=m+s+2—-p—2=n+p+l+s—p=n+s+1.

Para el calculo de los puntos {Q¥}, existen distintos métodos como los propuestos por Prautzsch
[Prau84], Cohen [Cohen85] y Prautzsch y Piper [Prau9l]. Este tltimo es el mds eficiente para el caso
general, sin embargo nosotros presentaremos el propuesto por Piegl y Tiller [PT97, pdg.200] el cual
matematicamente es mas simple y compite el de Prautzsch y Piper, particularmente en el caso donde
el grado es elevado a més de uno [Prau9l].

El algoritmo consiste en la iteracién de los siguientes pasos

1. Extraer la i-ésima curva de Bézier de C"(u).
2. Elevar el grado de de ésta.
3. Eliminar los nodos innecesarios para separar la curva ¢ — 1 con la i.

Tanto el primer paso como el tercero fueron discutidos en las secciones (4.1.1) y ( 4.2) respectiva-
mente. A continuacién desarrollaremos segundo [Far90, pag.65].
Sea una curva de Bézier racional de grado p

By (u) = Z Bip(u) By (4.29)

4Esto es claro en el polinomio apxP 4 - -+ 4 ag, ya que se puede escribir como ap_Hmp‘H + apxP 4 - - - + ap, haciendo
a =0
p+1
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y una de grado p + 1
p+1

p+1 ZB ,p-‘rl (4'30)

Entonces multiplicando (u + (1 —u)) = 1 por (4.29) e igualando la a (4.30) tenemos que

p+1 P
> Bipr(@QF = (u+(1-u) > Biyu)P
1=0 1=0

= (1 = w)Bip(u) + uB;p(u) P
1=0

ahora por definicién

% <p * 1) w1 —u)PTiQY = i (p) (1 —w)PP " ™ (1 —w)P ") Py
=0 ¢ ' =0 L Z

D D p+1 P
_ i1 — p+1—iPi i1 — p+1—iPi_
4 O(i)u( w) +;(i1)u( w) .

1=

entonces los coeficientes de u’(1 — u)PT1=% cumplen

(7 ar=()n (2,

(7)Aot

() T

tenemos finalmente

Yy ya que

Qi=(1—-)P+a;Pi (4.31)
donde )
(3
p+1

oy =

parai=0,...,p+ 1.
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Ejemplo 30 Sea una curvas NURBS cubica con puntos de control Fg’,..., P" y vector de nodos
U ={0,0,0,0, %, %, 1,1,1,1}, la cual se presenta en la Figura 4.19. Entonces apliquemos el algoritmo

anterior para cambiar su grado a 4.
Asi, lo primero que debemos hacer, es extraer el segmento inicial de Bézier insertando dos veces el

nodo u = % en U. Esto se presenta en la Figura 4.20.

Figura 4.19: Curva NURBS ctbica.

Figura 4.20: Se extrae el primer segmento de curva de Bézier.
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Una vez hecho esto, elevemos el grado de la subcurva de Bézier utilizando la ecuacién (4.31) (ver
Figura 4.21) y obtengamos la segunda subcurva de Bézier insertando dos veces el nodo u = % ( ver
Figura 4.22).

Figura 4.21: Elevacion de grado de la subcurva de Bézier.

Figura 4.22: Se extrae la siguiente curva de Bézier.
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Ahora elevemos el grado de la segunda curva de Bézier (ver Figura 4.23) y eliminemos las dos
repeticiones del nodo u = % (ver Figura 4.24).

Figura 4.23: Se eleva el grado de la segunda curva de Bézier.

Figura 4.24: Se eliminan los nodos adicionales que se insertaron al extraer la primera curva de Bézier.
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Finalmente elevemos el grado de la ultima subcurva de Bézier (4.25) y eliminemos dos ocurrencias
del nodo u = % , con lo que tenemos la curva deseada que se muestra en la Figura 4.26.

Figura 4.25: Se eleva el grado de la tltima curva de Bézier.

Figura 4.26: Se elimina los nodos adicionales que se insertaron para extraer el segundo segmento de
Bézier.
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4.4. Interpolacién global de curvas B-spline.

Una de las técnicas més usadas en la aproximaciéon polinomial es por supuesto la interpolacion.
A continuacién describiremos como podemos realizarla usando una curva B-spline. Las interpolaciones
usando curvas racionales, son un poco mas complicadas sobre todo por las variables adicionales de
los pesos w;. Nosotros siguiendo el objetivo de este trabajo, no necesitaremos abordar este tema, sin
embargo se puede encontrar algo en [Far91, pag. 59-74].

Sea un conjunto de puntos {Qx} para k = 0,...,n en R3, los cuales se desea interpolar con una
curva B-spline de grado p. Si asignamos un valor parametral 4y a cada @ y seleccionamos un vector
de nodos apropiado U = {ug, ..., un}, es posible establecer un sistema de (n + 1) x (n + 1) ecuaciones

Qr = C(uk) = > _ Nip(ux)P; (4.32)

en donde las incégnitas son los puntos de control de la curva B-spline de interpolacion.

Asi el Unico problema es la seleccion de los pardmetros g y el vector U, los cuales determinaran la
forma de la curva.

Existen varias posibilidades para la seleccién de 7, a continuacién presentaremos algunas posibili-
dades

= Jgualmente espaciado.

k
i =0 ay=lyap=— k=1..n-1 (4.33)

Este método no es del todo recomendable, ya que puede producir formas que no describen la
tendencia de los puntos interpolados.
= Longitud de arco.

Si d representa la longitud total de arco, es decir

d=>"|Qx — Qr_1]
k=1

entonces en este caso se toman

g =0 fp=1ylp=1up_1—+ k=1,...,n—1 (4.34)

|Qr — Qr—1]
d

Este método, es el mas comunmente usado y generalmente es adecuado ya que su parametrizacién
“refleja”la forma de la curva.

= Centripetal.

Aqui tomamos
n

d= VIQk — Qr—1]

k=1

VIQk =@l gy (4.35)

g =0 Up=1y Ur =Up_1+ 7
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Para el vector de nodos U, una posibilidad es hacer que los nodos interiores sean igualmente espa-
ciados, es decir

ug=---up =0 Up—p =+ = Uy, = 1
J .

Sin embargo esto no es recomendable si se usa en conjuncién con (4.34) o (4.35), ya que puede implicar
un sistema de ecuaciones singular.
Otra posibilidad son las llamadas abscisas de Greville definidas por

Uy == Up = umfp:"':umzl
1j+p+1
ujer:; U, j=1,....,n—p (4.37)
i=j

las cuales reflejan la distribucién de @y. Ademds usdndolas en combinacién con (4.34) o (4.35), el sistema
de ecuaciones que resultante es definido positivo y bandeado [DeBoor78] y puede ser resuelto usando el
método de eliminacién Gaussiana sin pivoteo.

Ejemplo 31 Construyamos una curva de interpolacién B-spline cibica para los puntos Qo = (2, 3,0),
Q1 =(6,4,0), Q2= (4,14,0), Qs=(12,18,0), Q4= (15,8,0), Q5= (18,3,0).
Entonces usando las ecuaciones (4.33) y (4.36), los valores parametrales y el vector de nodos estdn
dados por
G =0, @ = 0.2, Gy = 0.4, i3 = 0.6, Gy = 0.8, 75 = 1

12
U={ug,...,ug} = {0,0,0,0,5,5,1,1,1,1}

Para el caso de las ecuaciones (4.34) y (4.37), tenemos que

|Q1 — Qo] = 4.123 |Q2 — Q1] = 10.198
Q3 — Q2| = 8.944 |Q4 — Q3] = 10.440 |Q5 — Q4| = 5.831

entonces d = 39.537 y
o =0, @ = 0.104 @y = 0.362, @5 — 0.588, @y — 0.853, 15 — 1
U= {Oa 07Oa 07U4, Us, 15 17 17 1}

en donde Ug = %(ﬂl + ug + ’ag) = 0.352 Y us = %(1_1,2 + 123 + ’EL4) = 0.601

Por ultimo para (4.35) y (4.37)

VIQ1 — Qo| =2.030 V|Q2 — Q1] = 3.193
V1Qs — Q2] = 2.990 VIQa — Q3] = 3.231 V1Qs — Qu] = 2.414

y d = 13.860
o =0, @ = 0.146 Gy = 0.377, 3 = 0.593, @4 = 0.826, 45 = 1

U ={0,0,0,0,0.352,0.601,1,1,1,1}
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Una vez calculado ug y U, debemos resolver el sistema de ecuaciones (4.32), con matriz de coeficientes
dados por

1 0 0 0 0 0
Nos(t1) Nis(a1) Nag(d1) Nss(ur) 0 0

0 Ni3(ti2) Nos(tz) Nss(uz) Nags(te 0

0 0 Ny 3(tiz) Nss(us) Nas(us) Nss(us)

0 0 Na3(ta) N3s(ta) Nasz(ia) Nssz(ta)

0 0 0 0 0 1

(D) e— —

Cmm-----

Figura 4.27: Interpolacién cibica con valores parametrales y vector de nodos (a) uniforme, (b) longitud
de arco y abscisas de Greville y (c¢) longitud centripetal y abscisas de Greville.

O

En muchas aplicaciones es comin necesitar una curva que ademds de interpolar los puntos {Qy},
también lo haga con su primer derivada (o de orden mayor) {Dy} (para k =0,...,n) en éstos puntos.

Para esto, es necesario que en (4.32) se incluyan puntos adicionales y se tengan mds ecuaciones, lo
que ademds implica nuevos nodos (ya que tenemos més puntos a interpolar). Es decir las n+1 ecuaciones
para los puntos Qi ahora estan dadas por

2n+1
Qr = Clug) = Z N p(u)P; (4.38)
i=0
y usando la ecuacién (2.33), las n + 1 ecuaciones para las derivadas son

2n—+1
Dy =C'(ux) = »_ N/, (@)P, (4.39)
=0

Los pardmetros @y se pueden calcular como antes, sin embargo U, ahora estard compuesto de 2(n +
1) + p + 1 nodos, los cuales pueden ser seleccionados de manera que reflejen la distribucién de los g,
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una posibilidad para los casos p = 2 y p = 3 son respectivamente

o o
U:{0,0,0,@1,#,ag,...,an,l,%ggg} (4.40)

Y Gy 20y + s Gy + 24 o 4 201 U1 + 1
U:{QO,QO,%, “13 t2 W : Y2 Unz2 : “"‘1,“"‘; J1,1,1,1} (4.41)

Finalmente las ecuaciones (4.38) y (4.39) se colocan de forma alternada lo que implica un sistema
de 2(n+ 1) x 2(n + 1) ecuaciones.

Ejemplo 32 Construyamos una curva de interpolacion B-spline cibica que interpole los puntos del
ejemplo anterior y a sus derivadas en estos puntos dadas en la siguiente tabla

Figura 4.28: Curva de interpolacion cubica de ciertos puntos y sus derivadas.

| Derivadas en los puntos de control |
Do = (73.781, —7.368,0) | Di = (9.308,24.083,0) | D — (13.854, 38.409, 0)
Ds = (32.523,—10.763,0) | D4 = (7.355,—46.020,0) | Ds = (38.784, —15.812, 0)

Asi si tomamos
a9 =0, 41 = 0.104 ug = 0.362, 63 = 0.588, 44 = 0.853, us =1
el vector de nodos U es
U =1{0,0,0,0,0.130,0.233,0.357,0.475, 0.595, 0.720, 0.833,0.747,1,1,1, 1}

la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones tiene la forma
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1 0 0
3 3

Tl 0 e i 0
0 Nig(ur) Nos(ui) Nizs(ar) Nas(ur) 0
0 Nig(u1) Nyg(ur) Njs(ur) Njg(ua) 0
0 0 N73(ta) Ng3(ta) Ngs(ta) Nios(ta) 0
0 0 N7 3(ta) Ngs(ta) Ngsz(ta) Nigs(ta) 0

0 : 0 - 1—31411 1—§t11
0 0 1

y la curva resultante se muestra en la Figura (4.28).

O

4.5. Interpolacion global con superficies B-spline.

De la definicién de una superficie de producto tensor (ver capitulo 3), es relativamente simple extender
la técnica de construccién de una curva de interpolacién B-spline a las superficies B-spline.

Dado un conjunto de puntos {Q;} para k = 0,...,n y I = 0,...,m en R3, deseamos construir
una superficie B-spline de grados p y ¢ en direccién de los pardmetros u y v (respectivamente) que los
interpole. Es decir determinar los puntos P; ; en R? tales que

n m

Qra =Sk, 00) = > > Nip(tir)Njg(01)P; 5 (4.42)

i=0 j=0

para ciertos valores u; y v para toda l y k.

Como en el caso de la curva de interpolacién, lo primero que debemos obtener son los valores
parametrales (g, ;) v los vectores de nodos U y V.

Una posibilidad para @y, es usar (4.34) o (4.35) y para cada k en {Q;} calcular

ﬂlo,...,ﬂﬁl paral=0,...,m

y entonces
a0 4+ ... gm
ﬂk:%pmak:o,...,n (4.43)

Anélogamente para 7; tenemos

175,...,57’; parak=0,...,n
Y 0
o+t
ulzﬁparal:(),...,m (444)

Los vectores de nodos U y V, pueden ser calculados con las abscisas de Greville (4.37) usando (4.43)
y (4.44).

Para obtener los puntos {P; ;}, notemos que si fijamos la variable [ en (4.42) la superficie tiene la
forma

Qri = Nip(@) [ Y Njo(@)Pij | =D Nip(tix)Riy (4.45)
i=0 §=0 i=0
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con

R = Z Nj7q(@l)Pi7j (446)
=0

es decir resulta la isocurva Cy,(,) y una curva B-spline de interpolacién de los puntos {Qk,} para
k=0,....,n.

Ahora observemos que si en (4.46) dejamos fijo el valor de i y variamos [, resulta una curva B-spline
de interpolacién de los puntos {R;;} (para !l =0,...,m) con la que obtendremos los puntos de control
buscados P, ..., Pim.

En resumen, si suponemos que los puntos que se desea interpolar son como los que se muestra en la
Figura (4.29). El proceso de construccién de la superficie se puede establecer en los siguiente pasos.

Figura 4.29: Puntos a interpolar.

1. Usando U y los valores %y, obtener m + 1 curvas de interpolacién para los puntos Qo , ..., @k,
para l =0,...,m, con las que resulta los puntos R;;, ver Figura 4.30.

2. Usando V y los valores v, obtener n + 1 curvas de interpolacién a través de R;,..., Ri para
1=20,...,n, con las que resultan los puntos P; ;, ver Figura 4.31.
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P2/0

Figura 4.31: Puntos de control resultantes de la interpolacién de los puntos de control de las isocurvas
C’Dl (U) .
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Ejemplo 33 Supongamos que se desea interpolar con una superficie B-spline los siguientes puntos, los

cuales forman la malla que se muestra en la Figura 4.32 (a).

Puntos a interpolar

i/j
(13,15,40) | (13,5,40) | (13,0,40) | (13,—5,40) | (13,—10,40)
(10,15,40) | (10,5,43) | (10,0,40) | (10,—5,40) | (10,—10,40)
(7,15,40) | (7,5,43) | (7,0,40) | (7,—5,43) | (7,—10,40)
(—3,15,40) | (=3,5,40) | (—3,0,40) | (—3,—5,40) | (-3, —10, 40)
(—6,15,40) | (=6,5,42) | (—6,0,40) | (—6,—5,35) | (=6, —10,40)
(—=9,15,40) | (=9,5,40) | (=9,0,40) | (=9, —5,40) | (=9, —10, 40)

Asi usando (4.43) y (4.44) los valores parametrales estdn dados por

g =0

11 = 0.13635

g = 0.271186 43 = 0.698947 w4 = 0.849474 s =1

o =0 03 =0.385707 v =0.587684 vz = 0.793842

y entonces en el caso de una interpolacion con p =1y g = 1, los vectores de nodos son

esta superficie se presenta en la Figura 4.32 (b). Ahora supongamos que se desea realizar una interpo-

vy =1

U ={0,0,0.13635,0.271186,0.698947,0.849474,1,1}
V' ={0,0,0.385707,0.587684,0.793842,1,1}

lacion con p =1y ¢ = 2 entonces para este caso los vectores serfan

U ={0,0,0.13635,0.271186,0.698947,0.849474, 1,1}
V ={0,0,0,0.486695,0.690763,1,1,1}

la superficie se muestra en la Figura 4.33 (a). Finalmente para p = 3 y ¢ = 2 tenemos

U = {0,0,0,0,0.368828,0.606536,1,1,1,1}
V = {0,0,0,0.486695, 0.690763, 1, 1,1}

la cual se presenta en la Figura 4.33 (b).
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Figura 4.32: (a) Malla de puntos que se desea interpolar. (b) Superficie de interpolacién con p = 1y
q=1.
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Figura 4.33: (a) Superficie de interpolacién con p =1y g = 2. (b) Superficie de interpolacién con p = 3
yq=2.
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Capitulo 5

Técnicas especiales para la
construccion de superficies.

Finalizaremos este trabajo presentando varias técnicas para la construccién de superficies NURBS
un poco mas complicadas de las que hasta ahora hemos hecho, para lo cual utilizaremos los algoritmos
descritos en el capitulo anterior.

Estas superficies tienen multiples aplicaciones sobre todo en las areas de los disenos graficos asistidos
por computadora, es decir los llamados “Computer Geometry Aided Design” (CAGD).

5.1. Superficies “Swung”

La palabra en Inglés “Swung”, se puede traducir como “oscilacién”, “balanceo”o “dar vueltas libre-
mente al rededor de algo”, significados que describen adecuadamente la definicion matematica de esta
superficie. Ya que como veremos, son el caso general de una superficie de revolucién pues resulta de la
rotacién de una curva al rededor del eje z siguiendo la trayectoria de otra. Adicionalmente se le puede
aplicar ciertos factores de escala.

Asi, supongamos que la curva perfil (“profile”), definida en el plano 2z con vector de nodos U, es

n

P(u) = ZRi,p(u)Pi = (Z R; p(u)x;, 0, Z Ri7p(u)zi> = (Py(u),0, P,(u))
i=0 i=0

=0

y la curva (“trajectory”) estd definida en el plano zy con vector de nodos V, es

T(v) = Z Rj ()T} = ZRJ}Q(U)CEJ” ZRj,q(U)ij 0] = (Tu(v),Ty(v),0)
j=0 j=0 j=0

Entonces una superficie “Swung” definida por Woodward [Wood87] estd dada por
S(u,v) = (P (u)Ty(v), aPy (u)Ty(v), Px(u)) (5.1)

con o € R.
La interpretaciéon geométrica de (5.1) se deduce notando que al fijar u = @

S(t,v) = Ca(v) = (BT (v), BTy (v), Pz ()
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5.1. SUPERFICIES “SWUNG”

con 8 = aP(a), es decir la superficie “Swung”es una isocurva de forma similar a T'(v), pero con un
factor de escala 8 para la entrada en z y y en un plano paralelo al xy de altura P,(@).
Andlogamente si fijamos v = ¥ tenemos

S(u,v) = Cy(u) = (BePu(u), By Pe(u), P:(u))

con B, = aT,(9) y By = aTy(0). Que resulta en una isocurva con forma similar a P(u), pero rotada
hacia un plano perpendicular a zy que contiene el vector (55, 5y), con factores de escalamiento 3, para
la entrada = y (3, para la entrada y, por ejemplo en la Figura 5.1, se muestra una transformacién de
este tipo sobre algin punto (P (u),0, P,(u)).

Figura 5.1: Transformacién de un punto de una curva perfil en la superficie “Swung”.

En el caso cuando a = 0 la superficie resulta
S(u,v) = (0,0, Po(u)) = (0,0,Y  Rip(u)z)
i=0

que es un conjunto de puntos sobre el eje z.

Entonces por la propiedad de invarianza bajo transformaciones afines de la superficie NURBS, se
deduce que es posible obtener una representacién de la superficie “Swung”realizando la transformacién
(5.1) a los puntos de control, es decir la superficie NURBS estd dada por

S(u,0) =YD R(1,0)i g Qi
i=0 j=0
en donde
Qiaj = (aPiJTj,ma aPi,ITj,y; Pi,z)
y

Wi j = WiW;

En las Figuras (5.2), (5.3) y (5.4) se presentan tres ejemplos de superficies “Swung”, en donde las
curvas de trayectoria estdn etiquetadas con (a), las curvas perfil con (b) y la superficies resultantes con
(), todas con un factor de escala o = 0.15, los puntos de control para la curva perfil y de trayectoria
estdn dadas en las siguiente tablas.
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CAPITULO 5. TECNICAS ESPECIALES PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

Puntos de control de la superficie de la Figura 5.2 |

P; | (10,0,5) (5,0,5) (6,0,15) (5,0,15)
(57070) (57 7250) (105 7270) (10737 0) (107370)
T; | (10,8,0) | (10,8,0) | (10,13,0) | (5,13,0) | (5,13,0)
(3,13,0) | (3,13,0) | (—2,13,0) | (—2,8,0) | (0,8,0)
| Puntos de control de la superficie de la Figura 5.3 |
P; | (10,0,5) (5,0,5) (10,0,13) | (6,0,15) | (5,0,15)
(5,0,0) | (5,—2,0) | (10,—2,0) | (10,3,0) (9,3,0)
T;: | (9,8,0) (10,8,0) | (10,13,0) | (5,13,0) | (5,12,0)
(3,12,0) | (3,13,0) | (—2,13,0) | (—2,8,0) | (0,8,0)
| Puntos de control de la Figura de la superficie 5./ |
P; | (10,0,5) (5,0,5) (0,0,10) (10,0,13) | (6,0,15)
(5,0, 15)
(5,0,0) | (5,—2,0) | (10,—2,0) | (10,3,0) (5,3,0)
T | (5,8,0) (10,8,0) | (10,13,0) (5,13,0) | (5,10,0)
(3,10,0) | (3,13,0) | (-2,13,0) | (—2,8,0) (0,8,0)

Figura 5.2: Superficie “Swung”: (a) Curva nurbs de trayectoria cuadrética. (b) Curva nurbs de perfil

ctibica. (¢) Superficie resultante.

Por supuesto también es posible hacer variaciones del factor de escalar o de tal manera que ob-
tengamos distintas superficies, en la Figura (5.5) se muestran distintos valores para este valor y las
superficies resultantes. En particular notemos que si tomamos a = 1 y la curva de trayectoria T'(v) es
el circulo unitario con centro en el origen, entonces la superficie “Swung”, es la superficie de revolucién

que presentamos en el capitulo 3, ejemplo 23.

En las Figura (5.6) se disefiaron dos superficies libres, en la primera se representa un florero, y en la

segunda una muela.
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5.1. SUPERFICIES “SWUNG”

Figura 5.3: Superficie “Swung”: (a) Curva nurbs de trayectoria cuadrética. (b) Curva nurbs de perfil
ctibica. (¢) Superficie resultante.

Figura 5.4: Superficie “Swung”: (a) Curva nurbs de trayectoria cuadrética. (b) Curva nurbs de perfil
ctibica. (¢) Superficie resultante.

138



z

,

CAPITULO 5. TECNICAS ESPECIALES PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

,

1l

1T

T

|

\\
w
i
il

i

=08

=03

@)

Figura 5.5: Superficies “Swung” que resulta de variar el factor de escala.
Figura 5.6: Superficie libre “Swung”: (a) Curva perfil. (b) Curva trayectoria. (c) Superficie resultante.

Figura 5.7: Superficie libre “Swung”: (a) Curva perfil. (b) Curva trayectoria. (c) Superficie resultante.
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5.2. SUPERFICIES “SKINNED?”.

5.2. Superficies “Skinned”.

Una superficie “skinned”, es aquella que resulta de la interpolacién de los puntos de control de un
conjunto de curvas NURBS en el espacio, de tal manera que éstas se convierten en sus isocurvas.

Asi aunque intuitivamente su construccion parezca simple, notemos que no se estd suponiendo que
las curvas NURBS deban de cumplir ciertas caracteristicas, es decir tanto sus grados como el ntimero
de puntos de control pueden ser cualesquiera, sin embargo por definciéon de una superficie de producto
tensor esto no debe ser asi, por lo que es necesario transformarlas sin modificar su forma.

5.2.1. Superficies regladas.

La superficie “skinned”mas simple es la llamada reglada, la cual estd formada sélo por dos curvas
NURBS, iniciaremos estudiandola ya que su construccién nos permitira generalizar de forma muy simple
las “skinned” generales.

Sean dos curvas NURBS

ng
Cr(u) = Z Rip, (U)sz
=0

definidas sobre los vectores de nodos U* = {uf, ... ,ufnk} para k =1,2.

Entonces, una superficie reglada S(u,v) es aquella que tiene como isocurvas de los extremos en
direccién del pardmetro u, las curvas Ci(u), Co(u), y para u = @ fijo, S(@,v) es una interpolacién lineal
entre los puntos Cy(a) y Ca(a@).

Ahora si hacemos Py = C1(2) y P1 = Ca(u), de la seccién 3.1 sabemos que esta interpolacién se
puede representar en términos NURBS como

C(’U) = Po(l - ’U) + Piv = ZRi,l(U)Pi
=0

conwyg=wy =1y V={0,0,1,1}.
Entonces se deduce que una superficie reglada debe tener la forma

S(u,v) = Ripja(u,v)Pi (5.2)

en donde P;g = P! y P;1 = P? y el grado p estd en funcién de pg y p1.

Por otro lado, como se mencioné anteriormente, no se esta suponiendo que ni los grados py ni el
ntmero de puntos ny, (para k = 1,2) coincidan, por lo que es necesario igualarlos. Para esto se utilizan
el algoritmo de elevacién de grado (ver seccién 4.3) y el de refinamiento (ver seccién 4.1.1), utilizando
el proceso que se presenta en los siguientes pasos.

1) En caso de ser necesario redefinir los vectores de nodos U; y Us, de tal manera que tengamos el

mismo rango parametral para u, es decir debe suceder que ug = u§ y up,, = uz,,.

11) Empatar los grados. Si p; = pa entonces tomar p = p;. En caso contrario tomar p = max{p1, p2}
y elevar el grado de la curva que sea menor a p.

11) Si Uy y Uz no son iguales, mezclarlos para obtener U, de tal manera que si u; estd en U entonces
debe suceder que u; esté en Uy o Us. Ademas la multiplicidad maxima de cierto nodo u; en Uy o
Us también debe estar en U.

1v) Usando U, aplicar el algoritmo de refinamiento sobre ambas curvas , con lo que finalmente obten-
dremos el valor de n, los pesos w; ; y los puntos de control {P; ;}.
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CAPITULO 5. TECNICAS ESPECIALES PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

Ejemplo 34 Construyamos una superficie reglada, con dos curvas NURBS C;(u) y Ca(u) de grados
p1 =3y pa = 2, pesos w} = w; = 1 para toda 1, j, vectores de nodos y puntos de control (ver Figura

5.8 (a)). t

| Puntos de control |
Py = (6,-5,0) Pf =(1,-5,0) | Py =(7,-5,10) | P5 =(9,-5,3)

P =(12,-5,10) | Pf = (14,—5,0) | Pf = (15,—5,13) | PZ = (6,5,0)
PZ=1(1,5,0) PZ = (7,5,10) PZ=19,5,-3) | Pf=(12,5,10)

Entonces siguiendo los pasos anteriores, lo primero que tenemos que hacer en este caso, es empatar
los grados C(u) y Ca2(u), es decir elevar a 3 el grado de Cz(u)!. Aplicando el proceso de elevacién de
grado, resulta que la nueva curva tiene el vector de nodos y puntos de control (ver Figura 5.8 (b))

) 9 715171a1}

[SVRI )

W =
[SCIR N

1
U2 = {07070707§a

| Puntos de control |
P3 =(6,5,0) P? = (2.667,5,0) P; =(2,5,1.667) | P = (6,5,8.333)
PZ =1(7.333,5,7.833) | PZ = (8.666,5, —0.833) | PZ = (10,5,1.333) | P? = (12,5, 10)

Ahora mezclando los vectores de nodos U! y U? tenemos que

1111223
={0,0,0,0,~,-,=,=,=,2.= 1,1,1,1
U {0707070’4’3’3727373’4’ ) ) ) }

Finalmente aplicando el algoritmo de refinamiento, los puntos de control de las dos curvas son

| Puntos de control |

Py = (6,—5,0) Pl =(1,-5,0) Py = (5,—5,6.667) P3 = (6.925, —5,5.037)
P{ = (8.130, —5,3,260) | Ps = (9.092, -5, —0.592) | P3¢ = (10.351, —5,3.260) | P; = (11.333, —5,5.037)
Ps = (12.667, —5, 6.667) Py = (14, —5,0) Pf, = (15, -5, 13)
PZ =(6,5,0) P; = (3.5,5,0) P# = (2.1667, 5,1.25) PZ=(3.5,5,4.167)
P7 = (5,5,6.667) PZ = (6.667, 5, 8.083) PZ = (7.667,5,5.667) PZ = (8.1667, 5, 2.417)
P = (9,5,-0.301) P; = (10.5,5,3.5) P7y = (12,5, 10)

en donde ademds w; ; = 1 para toda 4, j. (ver Figura 5.9(a)). La superficie resultante se muestra en

la Figura 5.9 (d).
O

LClaramente también es posible reducir el grado de Cj (u) este algoritmo se describe en [PT97, pag. 212]
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5.2. SUPERFICIES “SKINNED?”.

(b)

p=3

o]

Figura 5.8: (a) Las dos curvas con las que se construird la superficie reglada. (b) Elevacién de grado de
la segunda curva.
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Figura 5.9: (¢) Refinamiento del vector de nodos. (d) Superficie reglada resultante.
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CAPITULO 5. TECNICAS ESPECIALES PARA LA CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.

Un caso particular de una superficie reglada son los conos generales. Si por ejemplo suponemos que
P es el vértice del cono y C1(u) es la curva base, entonces por la propiedad de la envoltura convexa de
las curvas NURBS podemos hacer Cq(u) represente a P tomando P? = Py w? = w} para toda i. Asf el
cono deseado resulta de construir la superficie reglada con estas dos curvas.

Ejemplo 35 Tomemos los puntos de control de la curva Cy(u) como

Puntos de control

(6,0,0)

(1,0,0) | (7,10,0)

(7,-1,0)

(12,10, 0)

(14,0,0) | (6,0,0)

Y los respectivos para Cz(u) como P? = (12,0,0). El cono resultante se presenta en la Figura 5.10.

(a)

(b)

==
=
g

Figura 5.10: Cono general. (a) Curva NURBS base del cono. (b) Cono resultante.
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5.2. SUPERFICIES “SKINNED?”.

5.2.2.

Una vez discutido el caso mas particular de la superficies “Skinned”, es bastante directo establecer
la construccién de la superficie “Skinned”en general. Dado un conjunto de K curvas NURBS

Superficies “Skinned” generales.

n

Ci(u) =Y Rip(u)Ph (5.3)
i=0
parak =0,..., K, que supondremos estan definidas sobre un mismo vector de nodos U y son del mismo

grado p, ya que en caso de no ser asi, podemos utilizar los pasos descritos para las superficies regladas.

Una superficie “Skinned”S(u,v), estd formada por la interpolacién sobre el pardmetro v, de los
puntos de control de todas las C}¥(u). Con lo que segun la seccién 4.5 implica que las curvas (5.3) son
isocurvas de la superficie.

Es importante notar que la técnica de interpolacién que estudiamos estd disenada para curvas no
racionales, y asi para calcular la interpolacién de los puntos de control se deben usar las versiones
homogéneas. Esto como veremos mas adelante, puede traer ciertos problemas en la forma final de la
superficie.

La tnica restriccién para la eleccién de un grado comun p es que 0 < p < K, ya que en caso contrario
el sistema de ecuaciones que resulta de las interpolaciones tendrian més ecuaciones que incognitas. Los
pardmetros {0y} se puede seleccionar de distintas maneras, una posibilidad es tomar [PT97, pig.462]

1 Py — P
Uk:vk_1+n+1iz_;| ok =1 parak=1,..., K —1 (5.4)

d;
donde d; denota la longitud de arco total de los puntos P, ..., P; . Por tltimo el vector de nodos U
se puede obtener usando las abscisas de Greville (4.37) usando los valores {oy}.

Ejemplo 36 Construyamos una superficie “Skinned”, con las NURBS C§ (u) , C¥ (u) ,C¥ (u), C} (u)
de grados 1,2,3,2 y 1 respectivamente, las cuales tienen como puntos de control (ver Figura 5.11)

| Puntos de control curvas que forman la superficie “Skinned”. |

Cy | (13,15,40) | (10,15,40) | (7,15,40) | (—3,15,40) | (—6,15,40) | (-9, 15,40)
CY | (13,5, 40) (12,5, 46) (5, 5,45) (=3,5,37) (=7,5, 48) (=9, 5, 40)
Cy | (13,0,40) (12,0, 49) (7,0,42) (=5,0,35) (=6,0,52) (—9,0,40)
CY | (13,=5,40) | (10,-5,39) | (6,—5,45) | (—1,—5,40) | (—7,—5,40) | (-9, —b5,40)
C¥ | (13,—10,40) | (10, —10,40) | (7,—10,40) | (-3, —10,40) | (—6,—10,40) | (-9, —10, 40)

En las Figura 5.12 se presenta la superficie resultante usando una interpolacién lineal, en la Figura
5.13 con interpolacién cuadrética y en la Figura 5.15 con interpolacién ctbica.

O

Como mencionamos al inicio de capitulo, este tipo de superficies tienen miltiples aplicaciones en

los disenos graficos asistidos por computadora, por ejemplo en la Figura 5.15 se presenta una superficie
“Skinned” que representa un “rostro humano ”la cual se construyé usando el “software” Rhino?.

2Para més informacién a cerca de software ver en http://www.rhino3d.com/.
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Figura 5.11: Isocurvas de la superficie
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Figura 5.13: Superficie “Skinned”, obtenida con las curvas anteriores haciendo una
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\‘\
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Figura 5.14: Superficie “Skinned” obtenida con las curvas anteriores haciendo una interpolacién cibica.

Figura 5.15: Cara formada con una superficie “Skinned”.
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5.2.3. Superficies “Skinned Spine”.

Un método 1til en la construccién de las superficie “Skinned”, que ayuda a posicionar y orientar las
curvas (5.3), es el que utiliza la llamada curva “Spine”, dada por

Cs(v) = i Rip. P;
=0

Con ésta, las curvas (5.3) son colocadas sobre los puntos Cy(0x), en ciertas posiciones C}’ (i), en
donde los parametros 0y y tx con k = 0, ..., K, pueden ser seleccionados por el disenador de la superficie.
Sin embargo es importante mencionar que que sus valores determinardn en gran medida la forma de la
superficie resultante, y asi se debe tener cuidado con su seleccion.

Para el caso de 0, también es posible usar (5.4) o algin método descrito en la seccién 4.4, usando
los puntos de control de la curva “Spine”, sin embargo esto puede ser peligroso en los casos cuando la
curva tenga una mala parametrizacién. En la Figura 5.16 se presentan dos formas de seleccionar 0y y
iy, suponiendo que el rango parametral de todas es el intervalo [0, 1].

(b)

Figura 5.16: Posicionamiento de las isocurvas sobre la curva “Spine”. (a) V= {0, i, %, %, 1}y U =
11111 U — 121 711 1
219219279579 (b)vi{()?gagaﬁal}yU* 556507175
Es interesante notar que la curva “Spine”, puede contribuir con informacién para la forma de la
superficie “Skinned”. Por ejemplo es posible hacer que las curvas (5.3) se oriente de tal manera que el
plano que las contenga® sea perpendicular al vector tangente del punto C(?), lo cual permitird que
la superficie resultante sea més acorde a la estructura de la curva, un ejemplo se muestra en la Figura
5.17.
También, es posible hacer que las curvas de interpolacién en el pardmetro v, no sélo interpolen los

puntos de control P, o,..., Pk, (en donde cada P, ; es el i-ésimo punto de control de la j-ésima curva
paraj =0,..., K) sino que también lo hagan con ciertos vectores D, g, ..., D; j paralelos a las derivadas
de Cq(Dy).

3Siempre y cuando las curvas sean planares, en caso de no ser asf el disehador deber4 decidir si trabajar con las versiones
planares o con otro método.
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Figura 5.17: Las curvas deben ser orientadas de tal manera que su derivada en el punto Cs(0y) se
perpendicular al plano que la contiene.
Es decir, si tomamos P, = Cs(0y), Dy, = CL(0;) para k =0,...,K y
dp, =Py — Py—1| k=1,....K
los D; j, pueden ser calculados haciendo

|Pikt1 — il + Pk — Pig—1l

D= D 5.5
o A1+ dy y (5:5)
y
|P;,1 — Piol
Dijg=———""—">-"D
,0 dy
P — P k-
Dix = MD (5.6)
dx

Con lo que las derivadas de las v-isocurva en 0y, seran paralelas a los vectores Dy, es decir
Sy(u,U)||Dx. paratodauy k=0,...,K (5.7)

Ahora si, m = 2K + 1, cada i-ésima curva de interpolacion, determinard el sistema de m + 1 ecuaciones

zO*ZN]q Qz]

zO*Z Qz]

zK*ZN]q ng
ZK*Z Qz]
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en donde el vector de nodos de cada una de estas curvas, debe contener (m+1)+¢g+1 = m+q+2, para
calcularlos es posible usar las ecuaciones (4.40) y (4.41) para los casos ¢ = 2 y ¢ = 3 respectivamente.

Ejemplo 37 Construyamos una superficie “Skinned Spine”, en donde la curva “Spine”’es la que se
presenta en la Figura 5.18, la cual es una curva NURBS de interpolacién de los puntos

| Puntos de interpolacién de la curva “Spine”. |
| (0,—80,80,1) [ (0,—50,100,1) [ (0,30,—50,1) | (0,70,—20,1) |

Las isocurvas seran las que se presentan en la Figura 5.19, éstas tiene como puntos de control orienta-
dos de acuerdo a los planos perpendiculares a la derivadas los siguientes valores, las cuales colocaremos

tomando U = {%, %, %, %} yV = {0, i, %, 1} como se muestra en la Figura 5.20.

| Puntos de control curvas que forman la superficie “Skinned Spine”. |

Co (u) Ct (u) C3' (u) C5’ (u)
(90, =90, 95, 1 (90, —20, 111,25, 1 (90, 30, —23,75,1) (90, 70, —20, 1)

(70,80, —33,33, 1)
(50,60, —6,66, 1)
(0,70, —20,1)

)

(50, —80, 80, 1)
(30, —100, 110, 1)

(0,—80,80,1)

(50, 20, —41,528, 1)
(30,50, 11,806, 1)
(0,30, —23,75,1)

(20,—20, 111,25, 1
(0, —47,5,76,25, 1

)
(50, —10, 123,98, 1)
)
)

(—30, —100, 110, 1)

(—20, —20, 111,25, 1)

(—30,50, 11,81, 1)

(—50, 60, —6,66, 1)

(=50, —80, 80, 1)

(=50, —10, 124, 1)

(=50, 20, —41,53, 1)

(—70, 80, —33,33,1)

(=90, —90, 95, 1)

(=90, —20, 111,25,1)

(=90, 30, —23,75, 1)

(=90, 70, —20, 1)

C S(Qo)

C®

Figura 5.18: Curva “Spine”y puntos en donde seran posicionas las isocurvas.

Una vez hecho esto, las superficie resultante se muestra en la Figura 5.21. En la Figura 5.22 se
muestra la misma superficie pero en este caso no se realizé interpolacién de vectores paralelos a las
derivas.
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Figura 5.19: Isocurvas, las cuales seran posicionadas sobre la curva “Spine”.

Figura 5.20: Posicionamiento y orientacién de las isocurvas.
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Figura 5.21:

Superficie “Skinned Spine”resultante.
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Figura 5.22: Superficie “Skinned Spine”sin interpolacién de derivadas.
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Si por ejemplo ahora tomamos V = {0, i, %, 1} los puntos resultantes son

| Puntos de control curvas que forman la superficie “Skinned Spine”.

Ci'(u) Ot (u) O3 (u) Cs’ (u)
(90, -90, 95, 1) (90, 9,2, 60) (90, 0,8) (90, 70, —20, 1)
(50, —80, 80, 1) (50,19,6,66,5) | (50,—10,1,4) | (70,80, —33,33,1)
(30, —100, 110, 1) (20, 9,2, 60) (30, 20, 21) (50, 60, —6,66, 1)
(0,—80, 80, 1) (0, —19,8, 42,3) (0,0,8) (0,70, —20,1)
(=30, —100,110,1) | (—20,9,2,60) (—30,20,21) | (=50,60,—6,66,1)
(=50, —80,80,1) | (—50,19,6,66,5) | (—50, —10,1,4) | (—70,80, —33,33, 1)
(=90, —90, 95, 1) (=90, 9,2, 60) (=90, 0,8) (90,70, —20,1)

el nuevo posicionamiento y orientacion se presenta en la Figura 5.23 y las superficies resultantes en

las figuras 5.24 y 5.25.

Figura 5.23: Otro posicionamiento y orientacién de las isocurvas.
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Figura 5.24: Superficie “Skinned Spine”, con interpolacién de derivadas.
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Figura 5.25: Superficie “Skinned Spine”, sin interpolacién de derivadas.
5.2.4.

Superficies “Skinned” con curvas racionales.

En el caso cuando algunas (o todas) de la curvas de (5.3) sean racionales, las interpolaciones de los
este espacio. Es decir

puntos deben realizarse en el espacio homogéneo y los parametros vy ser calculados con los puntos en

v9=0 vp=1

_ _ 1 =P = Pl
Uk—ka1+n+1z

‘ dy¥
=0 g
para k =1,..., K —1 en donde d;’ denota la longitud de arco de P},

problemas como lo mostraremos a continuacion.

., P}.. Los nodos {v;} se tienen
usando las abscisas de Greville (4.37) y los puntos finales de la superficie resultan aplicando el mapeo
(2.21). Generalmente estas superficie resultan como se esperaria, sin embargo pueden existir algunos

Ejemplo 38 Sea la superficie reglada que se presenta en la parte inferior de la Figura 5.26, definida por
las curvas NURBS cuadréticas C’(u) y C}’(u) de la parte superior, que tiene como puntos de control

Cy' (u) Cr'(u)
PP = (a7,yi, 2z, wi) | PP = (xi,yi, 2, wi)
(20, —25,0,2) (20, 25,0, 2)
(10, —25, 20, 1) (10, —25, 20, 1)
(=10, —25, 20, 1) (=10, 25,20, 1)
(=10, —25,0, 2) (=10, 25,0, 2)

| Puntos de control en el espacio homogéneo |

Es claro, que si multiplicamos algin conjunto de éstos, la respectiva curva en el espacio no homogéneo
por definicién

permanecerd sin cambio, es decir si por ejemplo multiplicamos por «a € R los puntos de control de C§’ (u),
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LR,
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HIH
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iy

se construye la superficie

se presentan la curvas racionales con las que

Figura 5.26: En la parte superior
reglada de la parte inferior.

3
Z Ni72(u)aPiw

Co' (w)
i=0
3 3 3
Z Nio(u)wdaz?, Z N o(u)wday?, Z N; o
=0

el mapeo (2.21) tenemos que

entonces aplicando
3
Yoo Nig(wufay) 37 Nio(w)wdaz?
)
o Nig(wwda "~ 3570 Nia(u)ula
0

H(Cy (u))
Z?:o N; o (u)w?ox?
0 ’ Z?: )
(w)wyy; E?ZO Ni,z(U)u}?z?)
( P

Sl Nia(uwula
9 Z§:0N¢,2
w) T Nia(u)w

N

3_ N,L 20U )W;
2170 5
Yo Nigwwd " S0 Nio

= Co(u)
Sin embargo para un valor grande de «, la superficie resultante no tiene una buena parametrizaciéon
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la forma

3
(1-v)> Nia(u P;UO+UZN12 )P
=0 =0

en donde P“JO = (azz,ayz,azo Qw; ) Y Pz“’1 = ( Z,yz,zzl,wl)

Asi si fijamos u = 0, S*(u,v) se convierte en una interpolacién lineal de los puntos Py a Py 1 es
decir
o (V) = (1 —v) P’y + v P

la cual no tiene una buena parametrizacion para algin valor de « grande

Por ejemplo supéngase que o = 20 y evaluemos C_(v) en v = 2, entonces se esperaria que el punto
resultante estuviera en medio de la recta, es decir para nuestro ejemplo tendria que ser el valor (10, 5, 0)
(va que el pardmetro varfa del 0 a 1) sin embargo notemos que

400 20 200 10 210
Wl 1 |-200] 1]10] |-100 50 |95
Col =351 0 |T2]0|=| 0o |T]o]|=]| o0

40 2 20 1 21

asi aplicando el mapeo H definido en la ecuacién (2.21), este punto es igual a (10, —4.5,0). La superficie
completa se muestra en la parte superior de la Figura 5.27. En general, a medida de que el valor de «
se incrementa las v-isocurvas se aproximaran mds a Co(u) por ejemplo en la parte inferior de la Figura
5.27 se toma o = 50.

5.3. Superficies de barrido.

Finalizaremos el capitulo, estudiando la representacion NURBS de una interesante superficie llamada
de barrido, la cual resulta de trasladar o “barrer”una curva siguiendo la trayectoria descrita por otra.

Tomemos dos curvas NURBS T'(v) y C(u) en donde T'(v) representa la trayectoria y C(u) es la
curva que serd trasladada (nosotros la denominaremos de barrido), entonces una superficie de barrido
es aquella que tiene la forma general

S(u,v) =T(v) + C(u) (5.8)
Esta definicion es clara, notando que para un valor fijo de v = v, la superficie se convierte en la curva
S(u,v) = Colu) = T(5) + C(u)

la cual es una copia de C'(u) trasladada por T'(9). De aqui ademds se puede deducir que esta clase de
superficies son un caso general de los cilindros discutidos en el ejemplo 22 del capitulo 3, los cuales
resultan de (5.8) cuando T'(v) es una recta.

Si ahora fijamos u = u tenemos que

S(u,v) =Ty (v) = T(v) + C(a)

la cual es una curva similar a T'(v) trasladada por C(@). Aqui T3(v) se convierte en isocurva de la
superficie, si para algin valor 4, C(@) = 0, ya que en este caso S(@,v) = T'(v) para v.
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Figura 5.27: Superficies “Skinned” mal parametrizada en el parametro v. En superficie superior av = 20

y en la superficie inferior o = 50.

Entonces si

o Z?:o Ni,p(u)wz‘CQi
Ol = S Nyl

con vector de nodos U = {ug,...,ur}. Y

it Nigwi Ty
Z;‘nzo Nj,q(v)ij

T(v)

con vector de nodos V' = {vg,...,vs}.
La superficie NURBS que representa a (5.8) esta dada por

Z?:O Z;‘nzo Nip(W)Njq(v)wi; P

S u,v) = n m
(u.0) >izo ijo Nip(u)Njq(0)wi;

en donde los vectores de nodos son U y V, los puntos de control
Py =T+ Qi

ylospesoswiyj:wcij parat=0,...,ny j=0,...,m.

%

A continuacién presentaremos un ejemplo, de este tipo de superficies.

(5.9)

Ejemplo 39 Construyamos una superficie de barrido, tomando como curva trayectoria la curva NURBS
cuadrética de la Figura 5.28 inciso (b) y como curva de barrido la curva NURBS ctibica del inciso (a),

las cuales tiene los puntos de control,
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(b)

(a)

X0
W
ORI
KRR
S

2
v&,‘w‘t

X 00K
N KRS
BRGNS
s

Figura 5.28: (a) Curva NURBS que sigue la trayectoria de la curva (b). (¢) Superficie de barrido resul-
tante.

| Puntos de control. |
@ | (-10,0,5) | (0,0,5) | (10,0,25) | (15,0,5) ] (25,0,5)
(07 _3O> 5) (Oa _207 _7) (07 _157 5) (07 _5> _7) (07 57 10)
Tj (0,10,0) (0,15,-7) (0,25, 3) (0,30,—7) | (0,40,3)

vectores de nodos U = {0,0,0,0,%,1,1,1,1}, V = {0,0,0,%,2,2,2,2 521 1.1} y pesos vl =
l,ch =1 para toda 1, j.
Entonces por (5.9), la superficie es
4 9
Zi:O Zj:O Niﬁg(u)NjQ(’U)’wiyjPiyj
1 9
> im0 2ojmo Ni2(W)Njz(v)wi;

con P =1T;+Q;, wy; = wlTwJC parai = 0,...,4y 7 = 0,...,9. Esta superficie se muestra en la
Figura 5.28 inciso (c).

S(u,v) =

O

Una caracteristica deseable de la superficie de barrido, es que la curva C(u), pueda ser modificada
a medida que se va trasladando, es decir, se le puedan aplicar ciertas transformaciones geométricas
como rotaciones, escalamientos, etc., cuando el pardmetro v € [vg,vs] cambie. Para este objetivo, se
han desarrollado varias técnicas como la propuesta por Bloomenthal y Riesenfeld [Blom91] o Coquillar
[Coqu87]. Nosotros presentaremos un algoritmo desarrollado por Piegl y Tiller [PT97, pdg. 475], que
usa técnicas “Skinned ” (ver seccién anterior) para su construccién.

Su procedimiento permite aplicar a la curva de barrido los factores de escala deseados a K € Z™ copias
de C(u) por medio de una funcién que dependa de v, una vez hecho esto, las curvas son posicionadas
en K puntos de la curva trayectoria de acuerdo a ciertos sistemas coordenados locales, y finalmente
la superficie se construye interpolando los puntos de control de éstas, logrando asi que las curvas sean
isocurvas.
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El valor de K es un parametro que el disenador de la superficie selecciona de acuerdo a sus intereses,
y claramente entre mayor sea, la superficie resultante describird mejor la trayectoria de la curva. Asi,
es recomendable al menos se tenga una copia de C(u) relativa a cada punto de control de T'(v), por lo
que si K es menor que m + 1 (condicién que notemos también se puede expresar en términos de nodos
como s+ 1> K + ¢+ 1) haremos K = m.

En los casos cuando K > m+1 (que en términos de nodos se escribe s+ 1 <= K + ¢) sera necesario
insertar?! K — (m+1) = K + ¢ —r nodos més a V, los cuales pueden ser colocados en los puntos medios
de los intervalos de longitud mayor.

Por otro lado, si denotamos las K copias de C(u) como

Zv—o i 10(“)“’-0621-c E k _k
— £ui=0""% (i iw = (27, Y7, 2 1
Culw) = SIS con Qun = (aful ) (5.10)

y su respectivas versiones homogéneas

n
C(u) = NipwQ con  Qf = (wfaf, wfyf, wfzf, wf’)
=0

con vector de nodos a V.
Podemos definir a la funcién de escala s, : [vg, vs] — R3 como

Sy = (fz(v)a fy(’U), fz(v))

en donde fu, fy, f» @ [vo,vs] — R. Y aplicar los factores de escala a los n + 1 puntos de control
QF = (zF,yF, 2F) de la k-ésima copia, haciendo

%

(fo(O)Tis fy(Ok)Yi, [-(Ok)2i) = 85, - QF

y para el caso homogéneo
(wf fo(Or) i, WS fy (Ok)ys, WE f2(Or) 21, wE) = 55, - QL (5.11)

coni=0,...,nyke{0,...,K —1}.

Cada vy, representa el valor parametral con el que al evaluar T' (7 ) resultard el punto en donde Cy(u)
(o C}(u)) serd posicionada. Para esto, se selecciona 0y = vq y Uk—1 = v, (es decir el valor méximo y
minimo de V), de tal manera que dos copias de C(u) se colocardn de acuerdo en el primer y tltimo
punto de control de T'(v). Los valores intermedios se pueden obtener convenientemente promediando los
nodos relativos, es decir

U = (Ukg1 + -+ + Vkq) /4 (5.12)

parak=1,..., K — 2.

Los sistemas coordenados locales, representan un mapeo de rotacién que toma el espacio de tres

dimensiones que denotaremos por {0,X,Y,Z} a un espacio local {o(vg),z(vk), y(vk), z(vk)} en donde
por conveniencia tomaremos

N e . T'(x)
o(vr) =T (o) y(vx) = m (5.13)
N B(’Dk)
2(vg) = Bo)] (5.14)
.T(’Uk) = Z(@k) x x(Tg) (5.15)

486lo insertaremos los nodos en el vector sin calcular los nuevos puntos de control de T'(v).
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Aqui B(v) es una funcién de valores vectoriales que cumple que y(v) - B(v) = 0 para toda v, es decir
son ortogonales para toda v.

La definicién de B(v) no es trivial y determinarla es uno de los puntos mdas importantes en la
construccién de las superficies de barrido. Una solucién natural, seria usar las ecuaciones Frenet-Serret
descritas en Geometria Diferencial [Klok] [DoCa]

T'(v) x T"(v)

BO) = iy < (o)

(5.16)
N(v) = B(v) x T'(v) (5.17)

Sin embargo para esto es necesario suponer que T'(v) es doblemente diferenciable, lo cual en términos
préacticos tiene las siguientes desventajas

= Para segmentos de linea recta o en puntos de inflexién, B(v) no estd definida, es decir cuando
T’(v) y T"(v) no existan o sean paralelos, ya que en este caso T"(v) x T"(v) = 0.

= B(v) puede cambian abruptamente en direccién opuesta en puntos de inflexién.

= Para trayectorias en el espacio de tres dimensiones, los vectores proporcionados por B(v) pueden
rotar causando excesivos giros.

Siltanen y Woodward [Silt], proponen un método llamado “proyection normal” que elimina estos pro-
blemas. Su técnica consiste en construir la funcién B(v) por medio de una interpolacién o aproximacién
de ciertos vectores B; definidos para cada o, los cuales se calculan tomando un vector arbitrario By

unitario y ortogonal a T"(vg) y entonces para k =1,..., K — 1

T (v;

o T
7" (v3)]

bi=Bi—1— (Bi—1 - T;)T; (5.18)
b;

Bi = -
|bi]

Es decir, B; se obtiene de normalizar la diferencia del vector que resulta de la proyeccion ortogonal
de B;_1 sobre T; y B;_1 (ver figura 5.29), lo cual garantiza que B; - T; = 0, ya que

Bi1 — Bi—1 - T;)T;

B, = [P = B T

|bi]
_Bio1-Ti - (Bi—1 - T3)| T}
|bs|

Bi—1-T; — (Bi-1 - T3)

— =0
|4

Una vez determinados el origen y los ejes del sistema local para cada vy,

o(Uk) = (0z,04,0:)
z(Uk) = (Ta, Ty, )
Y(0k) = (Yo, Yy, Yz)
2(0) = (22, 2y, 22)
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Bi.1°Tj

Figura 5.29: Proyeccién ortogonal para el calculo del vector B;.

es necesario rotar y trasladar cada punto de control de (5.10) de acuerdo a éste. Asi, es importante
notar que esta rotacién representa un cambio de sistema coordenado, en donde por definicién, cada
tercia {z(Uk, y(Tk), 2(0k)} es una base del nuevo sistema local (ya que son linealmente independientes).

Entonces del dlgebra lineal clasica, sabemos que este tipo de transformaciones se realiza usando la
matriz de cambio de coordenadas [Friedberg], que se obtiene de la representacién esta base en términos
de alguna para {0, X, Y, Z}, asi, si por ejemplo tomamos la base canénica tenemos

1

x(Ur) = e1xy + €22y + €32,
y(@k) = e1Yy + e2yy + e3y:

2(U) = €125 + €22y + €32,

1

con e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0,1). De donde la matriz de transformacién que denotaremos
por R, resulta

R=\|=zy vy 2y
‘TZ yZ zZ

Por lo que cada Q¥ se transforma haciendo la multiplicacién

k

X Ty Yz 2y xi

t __ k
R-(Q7) =2y yy 2 y%
Tz Yz 2z Z;

k k k
TpXy + Yoy + 222

_ k k k
= $y$}€ + yyy}C + ,zyz}C
ToX; + Y Yy + 222

una vez hecho esto la translacién se obtiene

. Ta®f + Yalf + 222 + 0g
R-(Q)) +o(vy) = | xyxf +yyyf + 242 + o0,
z.af +yyf + 228 + o,

y asi el punto de resultante es
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(mzxf + ymyf + zzzzk + 04,

k k k
TyTy + YyY; + 2yz; + 0y,

TaF + Y yf + 228 +0,)

(5.19)

Una manera conveniente de realizar estas dos transformaciones es considerar la versién homogénea
del punto de control QF es decir Q¥ y realizar la composicién de transformaciones homogéneas siguiente

[Marsh]
1 00
0 1 0
A= 0 0 1
0 0 0
De tal manera que
A-( El,]k)t =

ahora si definimos

Oy Ty Yz 2o O Ty Yz o
Oy Ty Yy ozy O _ |2y Yy 2y
0z Ty Y. 2 0 Ty Yz 22
1 0O 0 0 1 0O 0 O
C..k
Ty Yz 2z Og wy T
C,k
Ty Yy Zy Oy wle}€
T, Y. 2, Oy Wy’ 2;
0O 0 0 1 wlc
C..k C,k C .k c
LWy Ty + Yo WY+ 2w 2+ 0wy
C ..k C,k C .k c
chwzcx}C +yywicylk + ,zywzc,z}C —|—0ywic
T w7 X + YWYy + 2w 2]+ o w;
wC
2
C .k C.k C_k c
A-Qik = (Tpwi xf + yowi Yy + 22wy 27 + 0wy,
C. .k C. k C_k c
TyWy Ty + YyWi Yy + 2yWi 2 + oywy,
C. .k C. k C_k c
T W Ty + YWYy 2wy zp o wy
C
w;”)

y aplicamos el mapeo de perspectiva (2.21) a este punto, es decir

obtenemos (5.19).

H(A-Qix))

(5.20)

Siguiendo las consideraciones anteriores, el proceso de calculo de los puntos de control P de la

,
superficie de barrido asi como su vector de nodos V' del parametro v (el vector de nodos U serd el mismo
de la curva de barrido), se puede determinar con el siguiente algoritmo.

SweepSurface (T (v),C(u), B(v),S(v), K,V,P¥) {

Entrada: T(v),C(u),B(v),S(v), K
Salida: pPv
|4

g = grado de la curva T'(v)

ktv = nimero de nodos de la curva T(v) //Notemos que entonces kitv

V = Vector de nodos de T(v)
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nsect= K

if (ktv <= nsect+¢){ //Es necesario refinar el vector de nodos
m =nsect+q — ktv + 1

Debemos insertar m nodos mids a V.

Una posibilidad es insertarlos en los puntos medios

de los intervalos con longitud mas grande.

}

else { //No es necesario modificar el vector de nodos V.
V = vector de nodos de T(v)

if (ktv > nsect+q+1) //Demos incrementar el nimero de copias de C(u)
nsect = ktv—q—1

Vg = Vq

Unsect—1 = Um

//Calcular los valores parametrales promediando los nodos.
for(k=1;k<nsect-1;k++)
Uk = (Ukt1 + -+ + Untg) /4

//Célculo de la funcién B(v)
By = vector arbitrario ortonormal a 7T"(vg)
for(i=1;i<nsect;i++){

T (v)
Ti = 17w]
B;=B,_1 —(Bi-1- T;)T;
. Bi
Bi = | B;|
}
B(v) = funcién que resulta de interpolar o aproximar los puntos {By,..., Bnsect—1}

//for principal
for(k=0; k<nsect; k++){

//Escalar los puntos de control Q;‘jk para i =0,...,n y k=0,...,nsect — 1
for(i=0; i<=n; i++){
ix = S, - Q) //ecuacién (5.10)

//Céalculo de los sistemas ortonormales locales.

O(Ek) = T(@k) = (Ozv Oy, Oz)
T(v3)’

y(ﬁk) =TT = (yx,yy,yz)
2(0) = Tghr = (2022, 22)
() = 2(0k) x x(Uk) = (Tg, Ty, 22)
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//Calculo de la matriz de transformacién

| my yy z O v _ | 01 0 o oy _ _
R(Uk) = T, Ys 2. 0 T(’Uk) = 0 0 1 0, A(Uk) = T(Uk) R(Uk)
0 0 0 1 0 0 01
//Transformacién de puntos de control de cada curva.
for(i=0; i<=n; i++){
i = Alk) - (@)
} //Termina for principal
for(i=0;i<n;i++){
{Q0, -, Qrsect—1; = Puntos de control de
la curva de interpolacién global a través los puntos Q}%;..., @} scct—1

con vector paramétrico V y grado q.
for(k=0; k<nsect; k++){

Pr = Q4
}

}

Ejemplo 40 Construyamos una superficie de barrido con las curvas NURBS ctbicas que se presentan
en la Figura 5.30 colocando 9 copias de C'(u) a lo largo de T'(v) (ver figura 5.31), en donde sus vectores
de nodos estan dados por

1
U= {0707Oa07§71517131}

={0,0,0,0,=,=,2, =, 1,1,1,1
V {0707070767676’6’6’ ) 7 ) }

los pesos wlc =1para:=0,2,4y wzc =2parat =13y ij =1 para j =0,...,8, y los puntos de
control son

| Puntos de control |

Q’i (737 07 0) (725054) (0’ 05 0) (2707 4) (3707 O)
T: | (0,—-10,0) | (0,-10,4) | (0,4,2) | (0,3,15) | (0,18, 20)
(0,19,6) | (0,33,10) | (0,35,19) | (0,40, 19)

Primeramente notemos que el ntimero de puntos de control de T'(v) coincide con la cantidad de
curvas que deseamos insertar (K es igual a 9), por lo que la primer condicién de nuestro algoritmo es
falsa, es decir ktv (igual a 13) no es menor o igual que nsect + ¢ (igual a 12) y asi el vector de nodos
de la superficie de barrido en el parametro v, serd exactamente igual al de la curva de trayectoria.
También observese que no es neceario incrementar el nimero de copias de la curva, ya que ktv es igual
a nsect +q—+ 1.

Ahora tomando ¥ = v = 0 y Upsect—1 = V8 = Up, = 1, podemos calcular los valores parametrales en
donde serdn posicionadas las copias de la curva de barrido usando la formula (5.12), es decir
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(b)

Figura 5.30: (a) Curva de barrido. (b) Curva Trayectoria.

Figura 5.31: Curvas posicionadas a través de la curva de trayectoria.
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U2+ U3+
3

_ g+ w9+
B 3

entonces

V = {0,0.056,0.167,0.333,0.5,0.667,0.833,0.944, 1.0}

Por otro lado como T"(7y) = (0,0, 72) podemos tomar By = (1,0,0). Y ya que en este caso la curva
trayectoria pertenece al plano yz por (5.18) todos los vectores B; = (1,0,0), por lo que la funcién de
aproximacién o interpolacién deberd ser la funcién constante B(v) = (1,0,0) para toda v.

Si inicialmente suponemos que la funcién de escala es s, = (1, 1, 1) para toda v (es decir no realizamos
ningin escalamiento), el siguiente paso del algoritmo es calcular los sistemas coordenados locales usando
(5.13),(5.14) y (5.15) y su respectiva matriz de cambio de coordenada (5.20), por ejemplo el caso para
U9, la implementacién del algoritmo resulta

o(To) = (0,-10,0) () = (0, —1,0)
y(l_]O) = (0705 1) Z(@O) = (17050)

y por lo tanto la matriz de transformacion es

0 0 1 0
-1 0 0 =10
A= 0O 1 0 0
0O 0 0 1
entonces
0 0 1 0 -3 0
-1 0 0 -10 0 N
0O 1 0 0 0 o 0
0O 0 0 1 1 1
0 0 1 0 —4 8
-1 0 0 -10 0 | —16
0 1 0 0 8 o 0
0 0 O 1 2 2
0 0 1 0 0 0
-1 0 0 -10 o | -10
0 1 0 0 0| 0
0 0 O 1 1 1
0 0 1 0 4 8
-1 0 0 -10 o | —24
0 1 0 0 8| 0
0 0 O 1 2 2
0 0 1 0 3 0
-1 0 0 -10 o | -13
0 1 0 0 0| 0
0 0 O 1 1 1
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es decir los puntos de control de Cy(u)™ son

Q&O = (07 _77 07 1) 1111,0 = (87 _167 07 2) Q12U,O = (Oa _107 07 1)
QZ‘%U,O = (87 _247 07 2) QZO = (07 _137 07 1)

Este proceso continua para k = 1,..., K — 1 y finalmente se realiza la interpolacion de Q3 ..., Q1.
con lo que se obtienen los puntos de control de P}y, ..., P _; para i = 0,...,n de la superficie de
barrido, la cual se muestra en la Figura 5.32.

7
7
Nigo==
W ==
\

N
\\\\\\\\\ \
;\,\ AN

W)

Z

/ifﬁ%
7w

%
cny, ////Z;
!; oY -__’4,%////////

Figura 5.32: Superficie de barrido.
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Si ahora tomamos una funcién de escala s, (u) construida con una curva NURBS cuadrética, que
interpole los puntos {(1,1,1),(0.1,0.1,0.1),(1,1,1)} de tal manera que

Spo = (1,1,1)
g, = (0.1,0.1,0.1)
S%g = (17 17 1)
lograremos que las curvas de barrido en los pardmetros v, .. ., 94 se escalen con factores de que van del
1 al 0.1 y en los pardmetros de 74, ..., s con factores de 0.1 a 1. Por ejemplo para v4 = 0.5, los puntos
de control escalonados son
55, Q0 k 0.3,0,0,1)

= (—
5174ka =(-0.4,0,0.8,2)
S@4Q12U,k = (Oa 07 0, 1)
s0,Q% ) = (0.4,0,0.8,2)
s5, Q1 = (0.3,0,0,1)

el sistema coordenado local tiene como origen y ejes los puntos

o(t4) = (015.666716.8333)  a(v4) = (—00.4902610.871576)
y(vs) = (00.871576 — 0.490261) 2(B4) = (1,0,0)

y asi la matriz de transformacién queda

0 0 1 0
0.490261 0.871576 0 15.6667
0.871576 —0.490261 0 16.8333

0 0 0 1

por lo que las rotaciones al nuevo sistema se calculan haciendo

0 0 1 0 -0.3 0
0.490261 0.871576 0 15.6667 0 _ | 15.5196
0.871576 —0.490261 0 16.8333 0 16.5719

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 -04 0.8
0.490261 0.871576 0 15.6667 0 | 31.1372
0.871576 —0.490261 0 16.8333 0.8 | | 33.318

0 0 0 1 2 2
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0 0 1 0 0 0
0.490261 0.871576 0 15.6667 01 [ 15.6667
0.871576 —0.490261 0 16.8333 0| |16.8333

0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 0.4 0.8
0.490261 0.871576 0 15.6667 0 | _[31.5294
0.871576 —0.490261 0 16.8333 0.8] | 34.0153

0 0 0 1 2 2

0 0 1 0 0.3 0
0.490261 0.871576 0 15.6667 0 | | 15.8137
0.871576 —0.490261 0 16.8333 0 | |17.0948

0 0 0 1 1 1

la superficie resultante se muestra en la Figura 5.33.

2

7
/]

!/

Figura 5.33: Superficie de barrido con funcién de escala s;,.
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Finalmente si construimos una funcién de escala s’ usando una curva NURBS, de tal manera que
interpole los puntos {(1,1,1), (2,2,2),(1,1,1)}, en los pardmetros ¥,04 y Us respectivamente, es decir
S{U/() = (]‘3 17 1)

Sy, = (2,2,2)

Spe = (1,1,1)

La superficie resultante se muestra en la Figura 5.34.

Wiz
i’l."':':%"'////”////”’"///////”
] ,gt%@//// Wy ////

Figura 5.34: Superficie de barrido con funcién de escala s!/.
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Apéndice A

La biblioteca NURBS++-.

La biblioteca NURBS++, es un conjunto de rutinas con un disenio orientado a objetos implemen-
tadas con el lenguaje de programacién C++ por el Dr.Philippe Lavoie, la cual proporciona clases con
las se pueden representar curvas y superficies NURBS y tiene implementados varios algoritmos des-
critos en libro “The NURBS Book” ([PT97]). Ademds proporciona médulos para la manipulacién de
matrices, métodos numéricos (como aproximacién minima cuadrada, SVD y funciones estadisticas), y
permite el manejo de distintos formatos de imagenes con los que se puede realizar impresiones de curvas
y superficies usando OpenGL , VRML y Post-Script.

NURBS++ se puede obtener libremente bajo los términos de la licencia GINU en la pagina de
“Internet” (ver figura A.1) http://libnurbs.sourceforge.net/index.shtml.

% NuRS fibrary insallation - Wozila
e Edt Vew Go Bokmaks Tods window ey

(X a & i i o 3
T o3 B T8 ettt sonclogeedomiondshn | psera| 3 - ]

“3tome | Bookmaks Red i Newerk (45uppon (fshp (4Pradcs Tainng

T NURSS#+ by

NURBS Library download

ol et ke

RS e
CQune L o

SURBS Links [T
L T

About CppUnit

e e oy s vl ring NURBS 4 Uy s s sl VS iyl

NURBS library installation

bl o il s oo

The ol s vl e A3 il e s RS0, The oo SEFS) e g

Configure options

Thems

Decrpiin D
s

it For il vk gy, el il il Th o s Ol s

SOURCER RGE”
onet

% B 2@ [ FE
R @ B s B vews |D | ispaish Tansia 14, 617PM

Figura A.1: Pdgina electrénica de la biblioteca NURBS++

En ésta, ademés se puede consultar las instrucciones para instalacion de la biblioteca tanto en los
sistemas operativos basados en “Unix” (como linux) o“Windows”de Microsoft y asi como informacién
relacionada a este proyecto.

171



A.1. INSTALACION.

A.1. Instalacion.

Existen varias manera de realizar la instalacién dependiendo del “software” preinstalado y el sistema
operativo con el que se trabaje. Sin embargo, independientemente de éste, la biblioteca NURBS++
requiere instaladas las bibliotecas grificas de OpenGL y GLUT ' y un compilador del lenguaje C++2

A continuacién presentaremos las instrucciones bésicas para la instalacién de la versién 3.11, supo-
niendo que se estd trabajando bajo sistema operativo linux.

Primeramente se debe bajar el paquete, en la pagina de NURBS++ presionando en la liga “files”,
la. cual nos mandard a la base de datos de “software”libre “sourceforge.net”? para esta biblioteca, en
esta péagina es posible seleccionar el paquete NURBS-++ comprimido en varios formatos, para esta
explicacion nosotros seleccionaremos el formato tar.gz, es decir nurbs++-3.0.11.tar.gz. Una vez
hecho, se abrira otra pagina en donde se puede seleccionar el dominio desde donde se copiara el archivo,
en este caso es recomendable seleccionar el méas cercano a nuestro lugar de trabajo, por ejemplo nosotros
seleccionaremos cualquiera de norte América.

Cuando el paquete esté copiado, debemos proceder a descomprimirlo e instalarlo, en este caso supon-
dremos que esto se realizara en la carpeta /home/usuario/, en donde usuario, es el “login”de nuestra
respectiva cuenta en linux. Entonces tecleemos los siguientes comandos

[usuariol]$ tar -zxf nurbs++-3.0.11.tar.gz
[usuariol]$ cd nurbs++-3.0.11

[usuariol$ ./configure

[usuario]$ make

[usuariol$ su

[root]# make install

La primera instrucciéon descomprimira la biblioteca, con la segunda entraremos a la carpeta en donde
se encuentra NURBS++ y la siguiente ejecutara al programa configure que sirve para configurar el
“software” en la plataforma que se va instalar, a este programa es posible pasarle varios parametros para
realizar una instalacién personalizada, por ejemplo si escribimos

[usuariol$ ./configure --prefix=/home/usuario/nurbs++-3.0.11/1ib

las bibliotecas ya compiladas se instalardn en la ruta /home/usuario/nurbs++-3.0.11/1ib en vez de
/usr/local/1lib (por “default”), esto es 1til cuando por ejemplo no se conoce el “password”de “root” o se
desea realizar una instalacién de las biblioteca s6lo en nuestra cuenta de Linux. Otros posibles parametros
al programa configure se describen en la pagina.

La instruccién make, compilard todas los bibliotecas de NURBS++, su ejecucién tardara unos
cuantos minutos dependiendo del procesador de nuestra méaquina.

La instruccién su, permite en un sistema Linux cambiar a modo superusuario o administrador,
con ésta podremos ejecutar la siguiente make install, con la que se copiardn las bibliotecas recién
compiladas a la carpeta /usr/local/lib, estas dos instrucciones solo se podran realizar si se conoce
el “password”de “root”. En caso de que no sea asi, es recomendable como se mencioné anteriormente,
realizar la instalacién local pasandole al programa configure el pardmetro ——prefix, en cuyo caso estas
dos ultimas instrucciones no se deberan ejecutarse.

Una manera facil de comprobar si nuestra instalacion funciona, es tratar de correr los ejemplos
incluidos en la biblioteca. Por ejemplo probemos los de curvas y superficies NURBS escribiendo

[usuariol$ cd /home/usuario/nurbs++-3.0.11/examples/nurbs
[usuariol]$ make

'Es posible encontrar mas informacién en http://www.opengl.org/
2En la pagina se indica cuales son la versiones adecuadas.
3Para més acerca de este proyecto ver en http://sourceforge.net/
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Asi una vez que todos estén compilados ejecutemos por ejemplo
[usuariol$ ./tnsSweep

este programa creard varias superficies de barrido en el formato VRML, para poder verlas es necesario
tener un visualizador de esta clase de archivos, uno facil de instalar es Rational Reducer, el cual tiene
una version de evaluacion gratuita en la direccién http://www.sim.no/products/evaluate/

En algunas versiones de linux, es posible que al momento de hacer la compilacién de los ejemplos no se
encuentre ciertas bibliotecas de OpenGL y GLUT o sus versiones no sean compatibles con las requeridas
por NURBS++. Una manera facil de resolver esto, es instalar la tltima versiéon de OpenGL o su
versién libre Mesa. A continuacién explicaremos la instalacion de la version 6.2 de Mesa suponiendo
que se realizara en la carpeta /home/usuario.

En la pagina de Mesa http://www.mesa3d.org/, bajar los archivos Mesalib-6.2.1.tar.gz y
MesaDemos-6.2.1.tar.gz y descomprimirlos con las instrucciones

[usuariol$ tar -zxf Mesalib-6.2.1.tar.gz
[usuariol$ tar -zxf MesaDemos-6.2.1.tar.gz

una vez hecho esto se creara la carpeta Mesa-6.2.1 y entonces tecleemos

[usuario]$ cd Mesa-6.2.1
[usuario]$ chmod a+x bin/mklib
[usuario]$ make linux

para comprobar que la instalacién tuvo éxito, probemos uno de los ejemplos que vienen con la distribu-
cién, asi escribamos

[usuariol$ cd 1ib

[usuariol]$ export LD_LIBRARY_PATH=${PWD}
[usuariol$ cd ../progs/demos

[usuariol$ ./gears

si Mesa se instal6 correctamente, se presentard una animacién de varios engranes moviéndose. En caso
de tener algin problema es recomendable revisar con cuidado la pagina de “Internet”, en donde se
explica con detalle la instalacién anterior.

Una vez que hayamos instalado Mesa lo inico que debemos hacer para que los ejemplos de NURBS++
funcionen, es indicar al compilador la ruta del las nuevas bibliotecas de GLUT y OpenGL, las cuales
estan en la carpeta /home/usuario/Mesa-6.2.1/1ib, una manera de hacerlo es modificando el Makefile
de /home/usuario/nurbs++-3.0.11/examples/nurbs remplazando las lineas

OPENGL_LIBS = -1glut $(GL_LFLAGS) $(GL_LIBS) $(X_EXTRA_LIBS)
ALLLIBS = -1lglut $(packagedir)/nurbs/libnurbsf.la $(MATRIXLIB)

por

OPENGL_LIBS = -L/home/usuario/Mesa-6.3.1/glut $(GL_LFLAGS) $(GL_LIBS) $(X_EXTRA_LIBS)
ALLLIBS = -L/home/usuario/Mesa-6.3.1/glut $(packagedir)/nurbs/libnurbsf.la $(MATRIXLIB)
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A.2. Uso de la biblioteca NURBS-++.

En esta seccién describiremos brevemente el uso de la biblioteca NURBS++ para la representacion
y manipulacién de curvas y superficies NURBS.

A.2.1. Curvas

La clase principal para la definicién de un objeto NURBS en el caso de la curva es la clase “template”
NurbsCurve la cual se deriva de la clase ParaCurve y esta definida en el archivo nurbs.h. Los prototipos
de sus constructores son

NurbsCurve() ;

NurbsCurve (const NurbsCurve<T,N>& nurb) ;

NurbsCurve (const Vector< HPoint_nD<T,N> >& P1, const Vector<T> &Ul, int deg=3);

NurbsCurve (const Vector< Point_nD<T,N> >& P1, const Vector<T> &W, const Vector<T> &U1,
int deg=3);

Ademés se definen los tipos de datos

typedef NurbsCurve<float,3> NurbsCurvef;
typedef NurbsCurve<double,3> NurbsCurved;
typedef NurbsCurve<float,2> NurbsCurve_2Df;
typedef NurbsCurve<double,2> NurbsCurve_2Dd;

los cuales nos permite por ejemplo, construir una curva NURBS usando el constructor NurbsCurvef, en
donde <float, 3> nos indica que la curva manipulara niimeros representados en punto flotante y puntos
de tres dimensiones, andlogamente con los otros tipos de datos.

El siguiente programa muestra cémo se puede definir una curva NURBS cuibica con 5 puntos de
control, vector de nodos U = {0,0,0,0, %, %, 1,1,1,1} y pesos W = {1,1,1,2,1,3}. La curva resultante
se muestra en A.2.

Figura A.2: Curva NURBS ctbica.
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//definida la clase NurbsCurve
#include <nurbs.h>
int main(){

//Permiten escribir NurbsCurvef
//en vez de PLib::NurbsCurvef
using namespace PLib ;

//
//Grado y niumero de puntos de la curva

//

int p = 3 ; // Grado de la curva.
int n = 5; // n+l es el nimero de puntos.
int i,j; // Variables auxiliares.

1/
// Definicién de los puntos de control y pesos

/7

//Vector de puntos de tres dimensiones
// en donde se almacenan los puntos
// de control de la curva.

Vector_Point3Df P(n+1);
P[0] = Point3Df(2,3,0);
P[1] = Point3Df(6,4,0);
P[2] = Point3Df(4,14,0);
P[3] = Point3Df(12,18,0);
P[4] = Point3Df(16,8,0);
P[5] = Point3Df(12,2,0);

//Vector de numeros de punto flotante
//en el que almacenaremos los pesos de
// la curva.

Vector_FLOAT W(n+1);
w[0]=1.0;

Wl1]l=1.0;

W[2]1=1.0;
W[3]=2.0;
Ww[4]1=2.0;
W[5]=1.0;

//También es posible usar la versidén de
//los puntos en coordenadas homogéneas
//haciendo

Vector_HPoint3Df PH(n+1);

PH[0] = HPoint3Df(2,3,0,1);

PH[1] = HPoint3Df(6,4,0,1);
PH[2] = HPoint3Df(4,14,0,1);
PH[3] = HPoint3Df(12,18,0,2);
PH[4] = HPoint3Df(16,8,0,2);
PH[5] = HPoint3Df(12,2,0,1);
//
//Definicién del vector de nodos
//

// subindice del dltimo vector de nodos.
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int m = n+p+1;

// Vector de nodos
Vector_FLOAT U(m+1) ;
for(i=0;i<=p;++i)
U[i] = 0;
for(i=p+1,j=1;i<=n ;i++,j++)
U[i] = (float)j/float(n-p+1);
for(i=n+1;i<=m;++i)

Uil = 1;
//
// Declaracién de la curva nurbs
//

NurbsCurvef curva_nurbsl(PH,U,p);
NurbsCurvef curva_nurbs2(P,W,U,p);

//
//Impresién en formato ps usando el método writePS

//

// Parametros:

//El primer argumento es el nombre del
//archivo postscrip.

//cp: sirve, para indicar si

//se desea imprimir los puntos de control
//en donde si cp=0 no y cp=1 si.

int cp = 1;

//magFact: sirve, para indicar el factor
//de tama“o de la imagen postscrip.
float magFact = 40.5;

//dash: sirve para determinar los espacios
//en blanco de las lineas que unen los puntos
//de control de la curva.

//Si este valor es menor o igual que O

//la linea no tendra espacios.

float dash =0.0;

curva_nurbsl.writePS("cnurbsl.ps",cp,magFact,dash) ;
curva_nurbs2.writePS("cnurbs2.ps",cp,magFact,dash) ;
//
//Impresién en formato VRML usando el método writeVRML

//

// Parametros:

//El primer argumento es el nombre del
//archivo en formato VRML.

//radio: Radio de la linea.
float radio = 2.0;

//K: Numero minimo de interpolacién.
int K=18;

//color: Color de la linea.
Color color = blueColor;
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// Nu: Numero de puntos en el circulo.
int Nu =20;

//Nv: Nimero de puntos a través del camino.
int Nv = 30;

curva_nurbs1.writeVRML ("cnurbsl.wrl",radio,K,color,Nu,Nv) ;
curva_nurbs2.writeVRML ("cnurbs2.wrl",radio,K,color,Nu,Nv) ;

return O ;

}

Del capitulo 2, sabemos que una curva NURBS

_ 2o Nip(wwiP;
Z?:o Nip(u)w

C(u)

con vector de nodos
U={a,...,a,Upt1...,Upn,b,...,b}
—— ——

p+1 p+1
es una curva B-spline si w; = ¢ con ¢ constante para toda i, y una curva de Bézier sin =py
U={a,...,a,b,...,b}
—— —
p+1 p+1

en particular si a = 0 y b = 1. En el siguiente programa creamos dos objetos uno que representa una
curva B-spline y otro una curva de Bézier.

(a) (b)

Figura A.3: (a) Curva B-spline ciibica. (b) Curva de Bézier cibica.

#include <nurbs.h>
int main(){

int p = 3; // Grado de las dos curvas.
int nl1 = 5; // nl+l es el nimero de
// puntos de la curva B-spline.
int n2 = 3; // Nimero de puntos de la curva de Bézier.
int i,j; // Variables auxiliares.

using namespace PLib;
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//Puntos de control
Vector_Point3Df P1(nl+1);
P1[0] = Point3Df(2,3,0);
P1[1] = Point3Df(6,4,0);
P1[2] = Point3Df(4,14,0);
P1[3] = Point3Df(12,18,0);
P1[4] = Point3Df(16,8,0);
P1[5] = Point3Df(12,2,0);

//Pesos

Vector_Point3Df Pd(nl+1);
Vector_FLOAT Wi(ni+1);
W1[0]=1.0;

W1[1]=1.0;
Wi[2]=1.0;
W1[3]=1.0;
W1[4]=1.0;
W1[5]=1.0;

// subindice del dltimo vector de nodos.
int ml = nl+p+1;

// Vector de nodos
Vector_FLOAT Ul(mi+1) ;
for(i=0;i<=p;++i)
U1[i] = 0;
for(i=p+1,j=1;i<=nl ;i++,j++)
U1[i] = (float)j/float(nl-p+1);
for(i=ni+1;i<=ml;++i)
U1[i] = 1;

// Declaracién de la curva B-spline
P1NurbsCurvef curva_bspline(P1,W1,Ul,p);
curva_bspline.writePS("curva_bspline.ps",1,25.0,0) ;

/**************************************************************************************************
**************************************************************************************************/

//Puntos de control
Vector_Point3Df P2(n2+1);

P2[0] = Point3Df(0,-20,0) ;
P2[1] = Point3Df(15,25,0) ;
P2[2] = Point3Df(30,-20,0) ;
P2[3] = Point3Df (45,25,0) ;
//Pesos

Vector_FLOAT W2(n2+1);
w2[0]=1.0;
w2[1]=1.0;
w2[2]=1.0;
w2[3]=1.0;

// subindice del dltimo vector de nodos.
int m2 = n2+p+1;
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// Vector de nodos
Vector_FLOAT U2(m2+1) ;
for(i=0;i<=p;++i)

U2[i] = 0;
for(i=n2+1;i<=m2;++i)
U2[i] = 1;

// Declaracién de la curva de Bézier
P1NurbsCurvef curva_de_bezier(P2,W2,U2,p);
curva_de_bezier.writePS("curva_de_bezier.ps",1,25.0,0)

return 0;

}

Como mencionamos al inicio de este apéndice, la biblioteca NURBS++4, tiene implementados
muchos de los algoritmos descritos en el libro “The NURBS Book”, uno til es el de interpolacién
global, el cual se describi6 en la seccién 4.4 del capitulo 4. Esta biblioteca crea una curva NURBS de
interpolacion usando el método globalInterp, como mostraremos en el siguiente programa.

(a)

(b)

Figura A.4: (a) Interpolacién global. (b) Interpolacién global de puntos y derivadas.

#include <nurbs.h>
using namespace PLib ;

//Definicién de funciones auxiliares
double normaEuclidiana(Point3Df P1, Point3Df P2){
return sqrt((P2.x()-P1.x())*(P2.x()-P1.x())+
(P2.yO-PL.yO)*(P2.yO)-P1L.y(O)+
(P2.20)-P1.2z0)*(P2.20-P1.20)));
¥
double longitudArco(const Vector_Point3Df & P){
int n = P.size();
double larc=0.0;

for(int i=0;i<n-1;i++)
larc+= normaEuclidiana(P[i],P[i+1]);
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return larc;

}
int main(){

int i ;
int n = 5;

// Puntos de control
Vector_Point3Df points(n+1l) ;
points[0] = Point3Df(0,0,0) ;
points[1] = Point3Df(5,5,0) ;
points[2] = Point3Df(15,0,0) ;
points[3] = Point3Df(20,15,0) ;
points[4] = Point3Df(25,5,0) ;
points[5] = Point3Df(35,10,0) ;

// Calculo del vector Ubar, usando la
// longitud de arco. Ver seccidén 4.4 del
// capitulo 4.

double larc = longitudArco(points);
std::cout << larc << std::endl;

Vector_FLOAT Ubar(n+1);
Ubar[0] = 0.0;
Ubar[n] = 1.0;

for(int i=1;i<n;i++)
Ubar[i]= Ubar[i-1]+normaEuclidiana(points[i-1],points[i])/larc;

// Declaracién de las curvas NURBS
NurbsCurvef curval,curva2;

Vector_Point3Df deriv(n+1) ;
Vector_Point3Df empty ;

//Creacién de la curva de interpolacién
//ctibica, usando el vector Ubar.
curval.globalInterp(points,Ubar,3);

//Calculo de los vectores de derivadas
//en los puntos de interpolaciém.
Vector_Point3Df dtemp(2);
for(int i=0;i<=n;i++){
curval.deriveAt (Ubar[i],1,dtemp);
deriv([i]= dtemp[1];
}

//Creacién de la curva de interpolacién
//cibica, la cual ademds de interpolar los
//puntos, también lo hace con las derivadas.
//Ver seccién 4.4 del capitulo 4.
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curva2.globalInterpD(points,deriv,3,0) ;

//Impresién de la curva, en la cual también se
//presentan los puntos de interpolacidn.
curval.writePSp("nurbsinterpl.ps",points,empty,1,25.0,0) ;

//Impresién de la curva, en la cual también se
//presentan los puntos de interpolacién y sus
//derivadas.
curva2.writePSp("nurbsinterp2.ps",points,deriv,1,25.0,0) ;

return 0O;

A.2.2.

En el caso de las superficies, la clase principal para su representacién es NurbsSurface, la cual se deriva de
ParaSurface y se encuentra en el archivo nurbsS.h. Tiene como constructores

Superficies

NurbsSurface() ;
NurbsSurface(const NurbsSurface<T,N>& nS) ;
NurbsSurface(int DegU, int DegV, const Vector<T>& Uk,
const Vector<T>& Vk, const Matrix< HPoint_nD<T,N> >& Cp) ;
NurbsSurface(int DegU, int DegV, Vector<T>& Uk,
Vector<T>& Vk, Matrix< Point_nD<T,N> >& Cp, Matrix<T>& W) ;

v los tipos definidos para la declaraciéon de sus objetos son

typedef NurbsSurface<float,3> NurbsSurfacef ;
typedef NurbsSurface<double,3> NurbsSurfaced ;

con éstos, se pueden definir superficies NURBS, manejando tipos de datos de punto flotante y de doble precisiéon
respectivamente.
El siguiente programa define una superficie NURBS de grados p = 3 y ¢ = 2, puntos de control

| Puntos de control |

i/j
(20,-10,10) | (10,-10,10) | (0,-10,10) | (-5,-10,10) | (-10,-10,10)
(20,0,0) (10,0,10) | (0,0,25) | (-5,0,10) | (-10,0,10)
(20,5,10) | (10,5,10) | (0,5,10) | (-5,5,10) | (-10,5,10)
(20,10,10) | (10,10,10) | (0,10,10) | (-5,10,10) | (-10,10,10)
pesos
121 1 1
121 1 1
W=11 111 2
2 1 1 1 1

y vectores de nodos

U ={0,0,0,0,1,1,1,1}

12

V:{0707O7_ _717171}

3’3

las superficies resultantes para cada método de impresiéon se muestran en la figura A.5.
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0SS
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Figura A.5: Superficie NURBS de grado 3z2. (a) Superficie en formato ps. (b) Superficie con puntos de
control de sus isocurvas. (c) Superficie en formato VRML.

#include <nurbsS.h>

int main()

{
// Supuerficie B-spline
int i,j;

using namespace PLib ;

int p = 3, q = 2;
int n = 3, m = 4; // Numero de puntos, 4(0,...,3) en direccién uy 5 (0,...,4) en direccién v
int a = 0, b = 1; // intervalo de los nodos

Matrix_Point3Df Pts(n+1,m+1);
Pts(0,0) = Point3Df(20,-10,10);
Pts(1,0) = Point3Df(20,0,0);
Pts(2,0) = Point3Df(20,5,10);
Pts(3,0) = Point3Df(20,10,10);

Pts(0,1) = Point3Df(10,-10,10);
Pts(1,1) = Point3Df(10,0,10);
Pts(2,1) = Point3Df(10,5,10);
Pts(3,1) = Point3Df(10,10,10);

Pts(0,2) = Point3Df(0,-10,10);
Pts(1,2) = Point3Df(0,0,25);
Pts(2,2) = Point3Df(0,5,10);
Pts(3,2) = Point3Df(0,10,10);

Pts(0,3) = Point3Df(-5,-10,10);
Pts(1,3) = Point3Df(-5,0,10);
Pts(2,3) = Point3Df(-5,5,10);
Pts(3,3) = Point3Df(-5,10,10);

Pts(0,4) = Point3Df(-10,-10,10);
Pts(1,4) = Point3Df(-10,0,10);
Pts(2,4) = Point3Df(-10,5,10);
Pts(3,4) = Point3Df(-10,10,10);
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//Pesos

Matrix_FLOAT W(n+1,m+1);

for(i=0;i<n+1;i++)
for(j=0;j<m+1;j++)

Wlil[j1=1.0;
W11 [1] = 2;
W[21[4] = 2;
Wwlol[1] = 2;
W[3][0] = 2;

// Vector de nodos U y V
int r = p+n+l;
Vector_FLOAT U(r+1) ;

for(i=0;i<=p;i++)
U[i]l = a;
for(i=p+1,j=1; i<=r-p-1;i++,j++)
Ul[il=a+j*(float(b-a)/(r-2%p) );
for(i=r-p;i<=r;i++)
U[il = b ;

int s = g+m+1;
Vector _FLOAT V(s+1);

for(i=0;i<=q;i++)

V[il=a;
for(i=q+1,j=1;i<=s-q-1;i++,j++)

V[i] = at+j*(float(b-a)/(s-2%q));
for(i=s-q;i<=s;i++)

VIl =D ;

P1NurbsSurfacef sbspline(p,q,U,V,Pts,W);

sbspline.writePS("SupBspline.ps",40,40,Point3Df(0,0,0),Point3Df(1.5,1.5,1.5) ,false,15,5);
sbspline.writePS("SupBspline2.ps",10,10,Point3Df(0,0,0) ,Point3Df(1.5,1.5,1.5) ,true,15,5);

sbspline.writeVRML("SupBspline.wrl",blueColor);

El siguiente programa define una superficie de Bézier bictibica con puntos de control

| Puntos de control

i/j

(15,0,10) | (5,0,15) | (-5,0,16) | (-15,0,10)
(16,5,15) | (5,5,25) | (-5,5,25) | (-15,5,15)
(15,10,15) | (5,10,25) | (-5,10,25) | (-15,10,15)
(15,15,10) | (5,15,15) | (-5,15,15) | (-15,15,10)

#include <nurbsS.h>

int main(){

int p =3, q = 3;
int npr = p+l, npc = q+l1;
// Supuerficie de Bézier

int i,j,k; // variables auxiliares

using namespace PLib ;
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Figura A.6: Superficie de Bézier de grado 3x3. (a) Superficie en formato ps. (b) Superficie con puntos
de control de sus isocurvas. (c¢) Superficie en formato VRML

Matrix_Point3Df Pts(npr,npc);

Pts(0,0) = Point3Df(15,0,10);
Pts(1,0) = Point3Df(15,5,15);
Pts(2,0) = Point3Df(15,10,15);
Pts(3,0) = Point3Df(15,15,10);

Pts(0,1) = Point3Df(5,0,15);
Pts(1,1) = Point3Df(5,5,25);
Pts(2,1) = Point3Df(5,10,25);
Pts(3,1) = Point3Df(5,15,15);

Pts(0,2) = Point3Df(-5,0,15);
Pts(1,2) = Point3Df(-5,5,25);
Pts(2,2) = Point3Df(-5,10,25);
Pts(3,2) = Point3Df(-5,15,15);

Pts(0,3) = Point3Df(-15,0,10);
Pts(1,3) = Point3Df(-15,5,15);
Pts(2,3) = Point3Df(-15,10,15);
Pts(3,3) = Point3Df(-15,15,10);

Vector_Point3Df Vp(npr*npc);
for (k=j=0;k<npr*npc &&j<npr;j++)
for(i=0;i<npc;i++,k++)

Vplkl = Pts(i,j);

//Pesos
Matrix_FLOAT W(npr,npc);

for(i=0;i<npr;i++)
for(j=0; j<npc;j++)
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Wil [j1=1.0;

// Vector de nodos Uy V

Vector_FLOAT U(2*p+2) ;
for(i=0;i<p+1;i++)

U[i] = 0;
for(i=p+l ;i<U.n();i++)
U[i]l = 1.0 ;

Vector_FLOAT V(2xq+2);
for(i=0;i<q+1;i++)

V[i]l=0;
for(i=q+1;i<V.n();i++)
V[i] = 1.0;

PlNurbsSurfacef s(p,q,U,V,Pts,W);

s.writePS("SupBezIntl.ps",10,10,Point3Df(10,10,10),Point3Df(0,0,0),true,15,5);
s.writePS("SupBezInt2.ps",20,20,Point3Df(10,10,10),Point3Df(0,0,0),false,15,5);

s.writeVRML("SupBezInt.wrl",blueColor);

return O;

En el siguiente programa se construye una superficie NURBS, realizando la interpolacién global de los puntos

de la tabla del ejemplo anterior.

(@)

.,'1“‘
i
T
"’/l/////,',ff.’f;tﬁ\\

Figura A.7: Superficie de interpolacién global de grado 3z2. (a) Superficie en formato ps. (b) Superficie

con puntos de control de sus isocurvas. (c¢) Superficie en formato VRML

#include <nurbsS.h>

int main()

{
// Supuerficie B-spline
int i,j;

using namespace PLib ;
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int p =3, q = 2;
int n = 3, m = 4; // Numero de puntos, 4(0,...,3) en direccién uy 5 (0,...,4) en direccién v
int a = 0, b = 1; // intervalo de los nodos

Matrix_Point3Df Pts(n+1,m+1);

Pts(0,0) = Point3Df(20,-10,10);
Pts(1,0) = Point3Df(20,0,0);
Pts(2,0) = Point3Df(20,5,10);
Pts(3,0) = Point3Df(20,10,10);

Pts(0,1) = Point3Df(10,-10,10);
Pts(1,1) = Point3Df(10,0,10);
Pts(2,1) = Point3Df(10,5,10);
Pts(3,1) = Point3Df(10,10,10);

Pts(0,2) = Point3Df(0,-10,10);
Pts(1,2) = Point3Df(0,0,25);
Pts(2,2) = Point3Df(0,5,10);
Pts(3,2) = Point3Df(0,10,10);

Pts(0,3) = Point3Df(-5,-10,10);
Pts(1,3) = Point3Df(-5,0,10);
Pts(2,3) = Point3Df(-5,5,10);
Pts(3,3) = Point3Df(-5,10,10);

Pts(0,4) = Point3Df(-10,-10,10);
Pts(1,4) = Point3Df(-10,0,10);
Pts(2,4) = Point3Df(-10,5,10);
Pts(3,4) = Point3Df(-10,10,10);

NurbsSurfacef sbspline;

sbspline.globallnterp(Pts,3,2);
sbspline.writePS("SupInterpl.ps",40,40,Point3Df(0,0,0),Point3Df(1.5,1.5,1.5) ,false,15,5);
sbspline.writePS("SupInterp2.ps",10,10,Point3Df (0,0,0),Point3Df(1.5,1.5,1.5) ,true,15,5);
sbspline.writeVRML("SupInterp.wrl",blueColor);

return 0O;
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