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0.1 Introduccion.

A finales de 1960 no existia mas que un punado de documentos que mencionaban
por su nombre a las funciones spline. En la actualidad hay sin exagerar miles de
docuentos sobre este tema. El rapido desarrollo de las funciones y curvas spline
se debe principalmente a su gran utilidad en las aplicaciones. Ya que ademés de
que poseén excelentes propiedades matemaéticas, son faciles de guardar, evaluar y
manipular en una computadora.

Se han encontrado muchas aplicaciones de las funciones spline en la solucién nu-
mérica de una variedad de problemas en matematicas aplicadas, como por ejemplo la
aproximacién de funciones, cuadratura numérica, solucién de ecuaciones diferencia-
bles ordinarias y parciales, ecuaciones integrales, etc.

En el caso de las curvas B-spline sus principales aplicaciones son en los distintos
sistemas graficos de disenio de curvas y superficies llamados CAD(” Computer Aided
Design”) o CAGD(” Computer Aided Geometric Design”) los cuales son usados como
herramientas en el diseno de barcos, carros, aviones etc.

El objetivo de esta tesis es presentar algunos aspectos tedricos y précticos de
las funciones y curvas spline. Ademds estd acompanado de la implementacién de
dos applets' los cuales permiten disenar curvas en forma libre colocando y moviendo

puntos interactivamente, éstos se presentan en una pégina web cuya direccion es:

http : | Jwww.geocities.com/[tesisbsplines/AppletSpline.html

En el capitulol, hablaremos de la familia de funciones polinomiales por pedazos,

I Programa realizado en el lenguaje de programacién JAVA, que permite incluirse en una péagina
web.



probaremos que forman un espacio vectorial y discutiremos un subespacio de éste.
Ademiss trataremos la construcciéon del spline cibico de interpolacién y el spline
paramétrico.

En el capitulo 2, el enfoque de espacio vectorial nos permitira plantear el problema
de la biisqueda de bases adecuadas para la representacién de los elementos del espacio
de funciones polinomiales por pedazos, aqui estudiaremos la base de funciones de
potencia truncada y la base de funciones B-spline.

En el capitulo 3, trataremos la familia de curvas de Bézier por medio de su re-
presentacion con el algoritmo de Casteljau y los polinomios de Bernstein, derivando
distintas propiedades de estas curvas. También hablaremos de las funciones de Bézier
y descibiremos el proceso de subdivision.

En el capitulo 4, explicaremos como una curva spline se representa en la forma de
Bézier y estudiaremos las condiciones para la continuidad en sus derivadas. Descri-
biremos la construccién del B-spline cuadrético y ciibico.

En el capitulo 5, generalizaremos la teorfa de las curvas B-spline por medio del
algoritmo de Boor, con el cual podremos hablar de diferenciabilidad de la curva B-

spline, la insercién repetida de nodos y el blossom B-spline.






Capitulo 1

Funciones Polinomiales por
Pedazos.

En este capitulo iniciaremos el estudio del conjunto de funciones polinomiales por
pedazos, demostraremos que forma un espacio vectorial y estudiaremos los subes-
pacios que se generan al imponer ciertas condiciones de continuidad, en particular
hablaremos del espacio de funciones spline.

Concluiremos con la construcciéon del spline ciibico de interpolacién y el spline

paramétrico.

1.1 Funciones Polinomiales por Pedazos.

Una funcién polinomial por pedazos (fpp) es una funcién formada por secciones de
polinomios definidos cada uno en un intervalo; por ejemplo, en la figura (1.1) se
observa una fpp formada por tres polinomios definidos en los intervalos [—1, 0], (0,2),
[2,3]. En este caso la funcién es continua por la izquierda en 0 y por la derecha en 2.

Otra fpp se muestra en la figura (1.2) aqui los polinomios estan definidos en [—1, 0],
[0,2], [2,3] y el limite por la izquierda y derecha en los puntos 0 y 2 coinciden, asf la

funcién es continua en [—1, 3].
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Figura™1.1: Funcién polinomial por pedazos formado por 3 polinomios de grado 0, 2
y 3 definida sobre el intervalo [—1, 3].

Para la definicién formal de una fpp supondremos que al menos existe continuidad
por la izquierda en los puntos de unién de los polinomios que la forman.

Definicién 1.1. Sea un conjunto de L+ 1 nidmeros reales estrictamente crecientes
e = (&) = (g0, €1, ...,e1) llamados nodos (o puntos de ruptura) y k un entero mayor
que cero. Si py, ..., pr_1, €s una sucesién de L polinomios cada uno ellos de orden k
(de grado < k) una funcion polinomial por pedazos f de orden k en [eg,e1] (o sobre

¢) se define como:

pi(r) si g <xr<egy para i=0,1,...L—2
fz) =
pr-i(z)  si epa <z <er
De esta definicién las funciones de las figuras (1.1) y (1.2) son respectivamente

funciones polinomiales por pedazos de orden cuatro y tres con puntos de ruptura

e=(e)},=(-1,0,2,3).
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Figura™1.2: Fpp formada por tres polinomios de grado 2 continua [—1, 3].

Al conjunto de todas las funciones polinomiales por pedazos de orden k sobre la
sucesion de nodos € = (g;)§ las denotaremos como Py, y llamaremos a los elementos
que forman la subsucesion de nodos (g;)¥~' nodos o puntos de ruptura interiores.

Proposicién 1.1. Sean ¢ = (g;)5 una sucesién de nodos estrictamente crecientes

y k un entero mayor que cero entonces Py . forma un espacio vectorial de dimensién

kL.

Demostracién:

i) Por demostrar que Py . es un espacio vectorial.

Denotemos & al conjunto de todas las funciones de los reales a los reales y Py
el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que £ — 1 es decir ;
S={fR—>R}y P.={p: R — RN| p es un polinomio de grado <k —1}.

Sabemos que & con operaciones de suma y multiplicacién por escalar definidas

por:

(f+9)) = flx)+9() (1.1)
(af)(x) = a(f(z))

para f,g € S, forma un espacio vectorial, asf para mostrar que FP;. es un espacio
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vectorial probaremos que es un subespacio de .
Como P, es un subconjunto de ¥ lo tnico que hay que mostrar es que P . es
cerrado bajo la suma y multiplicacién por escalar definidos en (1.1).

Sean f,g € P, y a € R ast:

.

pi(z) si & <x<eg
flz) =
\ pr-i(z)  si epa<z<e
y (
pi(r) s & < <ein
g(z) =
P (2) st er-1<x<e¢gp

para p;(z), p;(z) € Py, i =0,...,L — 1.
Entonces

(pi + ) () = pilx) +py(x) € P sie; <a<eip
(f+g)(x) =

(P14 ) (@) =pra(x) +pp,(2) € P siep 1<z <ep
de donde f + g € Py..
Ademés
(api)(x) =a(pi(z)) € Py sig;<x<egipq i=0,..,L—2

(af)(x) =

(apr—1)(z) = alpr-1(x)) € Pp siep1 <x<¢gg

de donde af € P .

i7) Por demostrar Py . que tiene dimensién kL.
Como cada f € Py, estd formada por secciones de polinomios de grado £ — 1 en

un intervalo, f se puede escribir como:

pi(z) = a[()i) + agi)x + -+ a,(lecck_l st g <r<egys parai=0,.. L—2.

f(z) =
pr-1(z) = oz[()L_l) + agL_l)x + -+ a,(i_ll)xk’l st e <z <e¢gp
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Asi en cada polinomio que forma la funcién hay sin especificar k variables (o
grados de libertad) ag»i) para j = 0,1,...,k — 1 de un total de L polinomios de donde

el nimero total grados de libertad es kL y por lo tanto dim(FPy.) = kL. [

1.2 El Espacio Vectorial P .,

Una caracterfstica deseable en una fpp es que los polinomios que la definen se unan
en forma ”suave”, esto en términos matematicos quiere decir que la fpp tenga ciertos
grados de diferenciabilidad continua en los nodos interiores. A continuacién discutire-

mos como representar esta caracteristica en una fpp y sus implicaciones en el espacio

Pks.

)

Condicién de continuidad de las funciones polinomiales por pedazos.
Supongamos que se desea construir una fpp f € Py, sobre la sucesién de nodos
e = ()3 = (0,1,2,3) formada por los siguientes tres polinomios:
(
pz)=2*+2z 0<x<1

f@) =19 pi(a) =az®+ 8 1<z<2 (1.2)

pa(z) =72 2<2<3

\

(en donde «, 3, v se determinarén en el proceso de construccién) de tal forma que f
sea continua en 1 y 2 y su derivada lo sea en 1.
Esto se logra si los limites por la izquierda y la derecha de f en 1 y 2 coinciden y

los de f’ lo hacen en 1. Asi si definimos
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Figura™1.3: Fpp f de orden 4 formada por tres polinomios sobre la sucesiéon de nodos
e = (;) en donde f y f’ son continuas en 1y f es continua en 2.

las continuidades requeridas se tienen siempre que

O = ) =p01) = fa1) (1.3)
M) = pP =) = f0at

rOe) = pi%2) =2 = 1)

donde fU)(x) representa la j—ésima derivada de f en .
Entonces resolviendo tenemos que a = 2, 3 =0y v = 1 de donde f estd dada

por (figura 1.3):

2+ st 0<x<1

flz) = 222 st 1<z <?2
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Asf en general para f € P,. y una sucesién de nodos £ = (&,)§. Si v = (v;)F*

es una sucesiéon de enteros positivos, f tiene v; — 1 derivadas continuas (es de clase

Cv~ 1) en g si

o equivalentemente

FUDER) = [ V(e) =0 (1.4)

para j=1,...,v;, ¢=1,....,L—1.

Esta condicion es llamada condicion de continuidad.

En particular si v; = 0 quiere decir que no se imponen condiciones de continuidad
en ;.
L—1

El conjunto de todas las funciones f € Py . que satisfacen (1.4) para v = (v;)7

se denota por Py . ..

Proposicién 1.2. Dada una sucesién de nodos € = (g;)§ estrictamente crecientes,

un entero positivo & y una sucesién de enteros mayores o iguales que cero v = (v;)¥ 7!,

. . . . L—1
el conjunto P ., forma un subespacio de P, con dimensién kL — > ;" v;.

Demostracion:

Claramente P, , es un subconjunto de Py . asf para probar que éste es un su-
bespacio de Py, debemos mostrar que es cerrado bajo las operaciones de suma y

multiplicacién por escalar definidas en (1.1).

Sean f, g € Py, y o € I entonces por hipétesis
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=
gu =V (e7) — g V() =0
FINED) + ) = (U ED) =g ED) = 0=
(fI D+ g" D)) = (fU Y +gu ) = 0=

para j=1,...,v; yi=1,....,L — 1. De igual forma

FINE) I = 0=
@ (fI) — 9 = 0=
af(j—l)(gf) _ af(j—l)(gfr) = 0=

3 (2

af € Pk,a,v

paraj=1,...,v; yi=1,...,L—1.
Una vez que se hemos demostrado que P . ,, es un subespacio de P, el célculo de
su dimensién consiste simplemente en restar a kL (ya que dim(Py.) = kL) el nimero

de condiciones de continuidad que se imponen en cada nodo interior, asi tenemos

kL — 25711 v; = dim(Prey)-

1.2.1 Funciones Spline.

Uno de los subconjuntos mds populares del espacio de funciones P ., es el espacio

spline, ésto se debe principalmente a que una funcién de grado k£ — 1 en este espacio
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tiene k — 2 derivadas continuas (es de clase C*2) en el intervalo [gg,e] lo cual
proporciona una ”suavidad méxima” en la unién de cada par de polinomios distintos.
e L .,
Definicién 1.4. Sean k entero mayor que cero, € = (g;), sucesiéon de nodos
estrictamente crecientes y v = (v;)7~' una sucesién de enteros no negativos. Una

funcion Spline de orden k (o grado k-1) con nodos €, es una funcién s € P ., para

lacuvalv,=k—1,coni=1,...,L— 1.

A la familia de funciones spline de orden k se le denotard por Si.. Ademds
st 8 € Ske, i representard el i — ésimo polinomio de s sobre ¢;_1 < x < ¢; para

1=0,...,.L—2ys;,_1 el L —1 polinomio de s sobre e;,_1 < x < ¢y.
Ejemplol.1.

i) Dado un conjunto de nodos € = (g;)§ estrictamente crecientes el espacio de
funciones spline de orden uno S;. estd formado por los polinomios de grado cero
(constantes) por pedazos sin condicion de continuidad en cada nodo interior asi para

s € S1. se puede escribir :

So(x)=cy st egg<zx<ey

si(@)=c1 si g <x<éey

sp—1(x) =cro1 st e <z <¢gg

Por ejemplo en la figura (1.4) se presenta un spline de orden 1 con nodos € = (g;)§.

i1) El espacio de funciones spline de orden dos Sy, estd formado por conjunto de
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Figura™1.4: Spline de orden 1 con nodos €1, €9, €3, £4, €5, €.

funciones lineales por pedazos continuas asi cualquier s € S, . se puede escribir :

(

So(z) = aéo) + ago)x si g <z <e

si(z) = aél) + agl)m st €1 < x < ég

sp—1(x) = a[()Lfl) + agLfl)a: st e <xz<er

\

en donde

s(e7)=s(el) parai=1,..,L —1. (1.5)

Por ejemplo en la figura (1.5) se presenta un spline de orden 2 con nodos € = (g;)§.

Dimensién del Espacio Vectorial Spline S ..

La dimensién de Sy . es un caso particular de la dimensién de Py, ,,. Por ejemplo para

el espacio S . en donde no se exigen condiciones de continuidad el cual por definicién

es igual al espacio P, ., con v = (v;)7™* = (0, ..., 0), la proposicién 1.2 nos indica que:
L-1
dim(Syc) =kL—» v;=1-L—0=L=dim(P..,)

=1
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Figura™1.5: Spline de orden 2 con nOdos &g, €1, €9, €3, €4, €5, €

En el caso de Sy en donde se requiere continuidad en cada nodo interior, el cual

es igual al espacio P, con v = (v;)I* = (1, ..,1) la proposicién 1.2 nos dice que su
dimensién esta dada por:
L-1

dim(Sy.) =kL—» v;=2L—(L—-1)=L+1

i=1
En general la dimensién de Sj . se cdlcula como:
L1 L1
dim(Spe) =kL— Y v;=kL - (k—1)=kL—(k—1)-(L—1)=k+L—1.
i=1 i=1
En la siguiente proposicién se presenta otra forma de deducir este resultado.
Proposicién 1.3.Dada una sucesién de nodos estrictamente crecientes ¢ = (g;)§

y un entero mayor que cero k, dim(Sy.) = dim(Pye) —(k—1)-(L—1) =k-L— (k—

) (L-1)=k+L—1

Demostracion:

(k—2)

Sea s € Sy . entonces por definicién, s, s, ..., s tienen respectivamente la si-

guiente forma en cada intervalo [e;, €;41]:

si(x) = a[()i) + agi)x + ag)x2 + -+ oz,(ﬁlxk_l
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SEI)(CU) = (Z) + 20[&1)56 +o (k- 1)045;) o

s$F @) = (k—2)?, + (k- D)«

los cuales ademads cumplen:

ol +ale+alle? 4+ 4ol bt = Qi 4 alte, 4ol 4o otk
(1) I 20é§)€@ o (k—1) a,(j) lgk 2 _ (z+1) +2a (z+1) it (B—1) ag+11)€f

k=21 + (k=10 e = (k=2 al"D + (k=1 ol Ve

para i =0,...,L — 2.
Ahora igualando a cero tenemos que:
of) —af ™t eiof!) — o)+ et(of) o) 4t e ol — o)

ol — ™ 2ei(al) — af) #3220l — o) b 4 (k= DeE (), — o))

para i =0,...L — 2.

Este es un sistema lineal homogéneo de (L —1)(k — 1) ecuaciones el cual se pueden

escribir en notacién matricial Az = 0, haciendo z' = [zf|z}|- - |2} _,] con:
t_ (0) (0) (0) (0)
Ty = [a a « .’y

1

2
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para ) =0,...k—2y

€io — [1 g €7 .- gffl}
52,1 = [0 E; 26? (k — 1)6?71}
s = (000 o (k=2 (k—1)el

parat=1,...,L — 1.

Es claro que existe una correspondencia biunivoca entre s y N(A) (el niicleo de
A) y por lo tanto dim(/N(A)) = dim(Sk.).

Y ya que A es una matriz escalonada con renglones linealmente independientes
de (L —1)(k—1) x kL surango es r(A) = (L — 1)(k — 1) y por lo tanto dim(Sk.) =

dim(N(A) =kL—r(A)=kL—(L—1)(k—1)=k+L—-1. M}
1.3 El Spline Ciubico de Interpolacion.

Uno de los principales problemas que involucra a los splines, es la construccién de este
tipo de funciones cumpliendo ciertas caracteristicas de otra funcién arbitraria g, lo
cual tedricamente es posible ya que como se mostro en la seccién anterior este espacio
tiene cierta dimensién (o grados de libertad) lo que nos permite imponer condiciones

adicionales.

Discutiremos una solucién al problema por medio del siguiente planteamieto:
Dada la tabla de valores:

r To X1 - Tp-1 TL

g 9 91 ' drL-1 gL
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para una funcién arbitraria g (donde g; representa el valor de g en z;) construir una

funcién s € Sy, tal que

donde 7 = 0,1, ..., L.

La funcién s es llamada Spline Cubico de Interpolacion.

1.3.1 Construccion.

Seas € Py, cone = (5i)OL estrictamente crecientes. Para lograr que s € Sy, y cumpla
(1.7) fijaremos €; = z; para ¢ = 0, .., L y construiremos los polinomios cibicos s; que

forman a s de tal manera que en cada nodo interior obedezca:

si—1(€i) = gi = si(&s) (1.8)

si_1(e:) = myi = si(e:) (1.9)

en donde m; que representa el valor (desconocido) de la derivada de g en x;, con lo
que se logrard que s cumpla (1.7) y la continuidad de s y s" en el intervalo [ep,e]. Y

entonces calcularemos los valores de m; exigiendo que:

si1(e) = i (e:) (1.10)

con lo que tendremos la continuidad de s” en [gg,eL] ¥y s € Syp.
asf inicialmente supondremos que se conocen los valores mg, myq, ..., my, y los poli-
nomios s; se obtendran resolviendo el siguiente problema particular a partir del cual

la construccion de s serd inmediata: construir un polinomio cibico P(y) definido en
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el intervalo [0,1] tal que:
P(0) = po, P(1) = p1, P'(0) = py y P'(1) = p, (1.11)

P(y) se puede escribir como una combinacion lineal de polinomios ciibicos qo, q1, g2

y ¢3 (una base) es decir

P(y) = poqo(y) + pra1(y) + poa2(y) + pras(y)

Ahora si tomamos py = 1y p; = py = p, = 0 entonces P(y) = qo(y) de donde gy es

un polinomio ciibico con raiz doble en 1, asi se puede escribir como:
q0(y) = (ay +0)(y — 1)°
y ya que

qO(O) = 1=0b=1

@(l) = 0yb=1=a=2

tenemos
w(y) = 2y +1)(y — 1)
Procediendo de la misma forma para ¢, g2 y g3 obtenemos que:
aly) = ¥'(3-2y)
By) = (y—-1)7%

sly) = yy—1)

y asf :

P(y) = po(2y + 1)(y — 1)* + p1y*(3 — 2y) + po(y — 1)’y + p1y°(y — 1)
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Este polinomio es conocido como El polinomio ciibico de Hermite.
Asi una vez resuelto el problema observemos que s; se puede escribir en términos
de éste polinomio ”transladandolo” al intervalo [0, 1] por medio del siguiente cambio

de variable:

y(e) = = (1.12)

con Ax; = x4 — ;.

Es decir:
si(z) = P(y(z))
tomando:
gi = si(z;) = P(y(z;) = P(0) = po
gir1 = si(zip1) = P(y(rip1)) = P(1) =m
y como:
(R@)) = Ply(a)) 5

De modo que s; se puede escribir como:

si() = gi- @) + gina(y(e)) + miAzig(y(r)) + mipa Azigs(y(x))(1.13)
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(2 — 2i41)° [2(2 — 2;) + Ay N

= G Az,
(z — @) 2(wi1 — 2) + Az (Tip1 — 2)*(2 — ;)
Ji+1 +m;
A%’Ei AZCCi
r—1z;)% (i1 —
—Mit1 ( )Agxiﬂ )

y entonces s :

si(x) st < x<ux;
sp(z)  si e <z<e¢g
para ¢+ =0,...,L — 2.

Asfi el dltimo paso para lograr que s € Sy . serd encontrar valores m/ de tal forma

que (1.14) cumpla (1.10); asf derivando (1.13) tenemos que:

si(z) = 6%(% +xz; — 27) (1.15)

2x; +x; — 3x 2x; + x; — 3x

B Y

De donde
7 gi+1 — Gi my; m;
;) = 6—/———— —4— — 2— 1.16
s; () 6 A7 A, A, (1.16)
9i — Gi—1 i—1 m;

si_1(z) = —6=

igualando estds dos expresiones tenemos que:

1
AVES}

1 1 1
m;_1 + 2 (Ai_l + KZ) m; + Emiﬂ =

9i — gi—1 gi+1 — Gi—1
A7, A7,

lo que es equivalente a:

Aimi_g +2(Aic1 + A)my + Ajmymyg =
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9i — gi-1 Gi+1 — Gi
3 IAT——— + A ——— (1.17)
A?, A,

y dividiendo entre A;_; + A; obtenemos:

a;m;_1 + dlml + (1 - ai)miﬂ = bl 1= 1, cevy L—1. (118)

con

a; = ACCl/(A.Tlfl + ACCl)

Az, 9i — gi—1 i Azi1 Git1— Gi
A.Ti,1 ACCifl + ACCl ACCl ACCif1 + A.Tz

by = 3

Si por el momento se supone que se han escogido de alguna forma las valores my
y my, entonces (1.18) es un sistema de L — 1 ecuaciones tridiagonal dominante por

renglones ya que:

por lo que (1.18) tiene solucién tnica.

1.3.2 Condiciones de Frontera.

Ahora estudiaremos distintas formas de seleccionar los valores mg y my llamados
condiciones de frontera, las cuales definen distintos tipos de splines de interpolacién

cubicos.



26

Spline Ciibico Completo.

Si se conocen los valores de ¢'(zg) v ¢'(z) (1.18) se puede escribir:

1 0
aq d1
0

0 O

en donde by = ¢'(z0); b, = ¢'(z1).

1—a1

ar—1 dr—4

0

1

l—ar

Este spline es conocido como spline cibico completo.

Spline Ciibico Natural.

Otra posibilidad es suponer que

s"(zg) = §"(z1) =0

Asi de (1.15) ésta suposicién implica :

2mo+my =

mr_1+ 2mL

y (1.18) se escribe como:

a1

d

0
1—0,1
ar—1
0

dr—1

l—ap

g — 0
ACL‘O
gr — 9gr—1
Axp_q
mo
my
mpr—1
mr,

bo

by

br—

bo

by

br—1

(1.19)

(1.20)
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Figura™1.6: Spline natural cibico de interoplacién sobre 10 puntos.

B donde b = S5 by = UL

Este spline es llamado, spline cibico natural.

En las figuras (1.6) y (1.7) se presentan dos spline ciibicos naturales de interpola-

cion.

Figura™1.7: Spline natural ciibico de interpolacién sobre 6 puntos.
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Spline Ciibico por Eliminacién de Nodos.

Si no se conoce nada acerca de las derivadas de g en los puntos extremos, entonces
podemos escoger a mg y my de manera que sy coincida con s; y S5 con sy_1. Es
decir se escoge mg y my, de tal forma que los puntos x; y x;_; no sean puntos de

ruptura (eliminando los nodos) del spline s, lo que se escribe como:
sg (x1) = 87 (21); s o(wp1) =sp (v1)  j=0,1,2. (1.21)

y ya que s es un polinomio cibico (1.21) es equivalente a:

" "

so (#1) = 51 (1) (1.22)

" "

sy o(wp1) = sp y(vr1)

Entonces derivando (1.15) tenemos:

m gi+v1 — Gi m; — M1
s; (x) =—12 AL +6 AL

i

Asi sy (x1) = s}'(z1) se expresa como:

91 — 9o mg + My 92— q my — My

—12 =—12 1.2
Az3 0 Az? Az 0 Azl (1.23)
pero de (1.18) para ¢ =1 :
bl — a1y — dlml

= 1.24
ma 1—a ( )

Sustituyendo (1.24) en (1.23) y simplificando tenemos que:
A.’Elmo -+ (.’L’g - .’Eo)ml (125)
_ (Bnre-mpan (gom) cAd ()

T2 — To
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n

. " . .,
De la misma forma para s;_o(zr_1) = s;_;(xr_1) se obtienen la ecuacién

(xp —xp—2) -mp_1+Ap_o-myg

Az2 - (9L72_9L71> + (Azp1 +2(zp — 1)) - Azp_s (gL_gL—l)

Tp—2—TL-1 TL—TL—-1

X —Trp-2

Asi las pendientes mg, myq,..., my de este spline se cdlculan como la solucién del

sistema de ecuaciones lineales siguiente:

d[) ap 0 s 0 mo bo

aq dl 1—&1 0 mq bl
ar—2 dr—2 1—ap_» mr—a br—2
ap—1 dp—y mr—1 br—1

donde
do = Az, ag = T2 — Tg, Ap—1 = Tp—1 — Tp—3, dr—1 = Ap_3;
- (Azo + 2(zs — z0)) * Ay (—g;gg ) + A2 (—g;:gll )
’ T2 — Xo
. AZ2_, (%) 4 (Azp 1 +2(21 — 210)) Az (%)
L-1 =

X —Trp—2

En la figuras (1.8) y (1.9) se presentan los splines ciibicos por eliminacién de nodos
sobre los mismos puntos de las figuras (1.6) y (1.7) aqui se observa como la condicién
(1.22) hace que la unién de la primer y segunda seccién polinomial del spline sea

suave (de clase C (3)), lo mismo se sucede para la peniltima y tltima seccién.
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Figura™1.8: Spline cibico de interpolacién por eliminacién de nodos.

Figura™1.9: Spline cibico de interpolaciéon por eliminacién de nodos.
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1.4 El Spline Cibico Paramétrico.

Uno de los problema comunes que se presenta en la practica, es la aproximacion de
un conjunto de puntos en el plano haciendo pasar una curva suave por ellos. En esta
seccién se propondrd una solucién a este problema por medio de la construccién de
una curva spline ctibica que interpole los puntos.

La idea principal es suponer que el conjunto de ordenadas y abscisas digamos
{(zi,y:)]i = 0,..,L} son la imagen de dos funciones arbitrarias g(¢) y h(t) sobre el

conjunto de nodos € = (g;)§ es decir:

gle;) =
h(e:) = i

para ¢ = 0,...,L, y entonces aplicar dos splines ctibicos de interpolacién s, y s,

respectivamente a las siguientes tablas:

t €0 €1 - €L-1 €L

g(t) o 1 - w1 7L
y

t o €1 - €L-1 €L

h(t) Yo y1 -+ Y1 YL

utilizando alguna de las condiciones de frontera discutidas en la seccion 1.3.2.
Una curva formada por los splines s, y s, es llamada spline cibico paramétrico.
Como es de suponer la eleccién de la parametrizaciéon € es una de las partes
mds importantes en la construccién de este spline ya que una eleccién adecuada

evita rugosidades, los expertos sugieren que las paramétrizaciones mas adecuadas son
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aquellas que aproximan la longitud del arco formado por dos puntos cualesquiera (x;,
Y:) Y (Tiv1, Yir1) asi podemos tomar como pardmetros ¢ :
g = 0
Eit1 = &+d;
parai=0,1,.... L —1
En donde d; puede ser alguna de las siguientes:
i) di = /A2 + A%
i) di = Azt A%y
i) dp = A + | A%y
) d; = max{|Az|, |Az|}

La seleccién de 7) representa la longitud de la cuerda que pasa por los puntos
(xi,9:) ¥ (xiv1,yi41) v en la préctica se ha podido comprobar que esta seleccién es
muy conveniente.

Una vez que se escogié los puntos ¢;; i = 0, ..., L entonces de (1.18) se obtiene
inmediatamente las pendientes del spline s, que interpola las abcisas, calculadas
como solucién del sistema:

a;m;_q1 + dim; + (1 — a;)miq = b
parai=1,..,L — 1 donde
d = 2 (1.27)

a; = Aei/(Aei_l + A{El)

A{Ei Aﬁi_l Aei_l Al‘l

by = 3
Agi_1 Ag;_q1 + Ag; Ag; Agi_q + Agy
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Figura™1.10: Spline paramétrico ctibico sobre 15 puntos.
De forma similar, las pendientes my, ..., my, del spline s, que interpola las ordena-
das se obtienen como solucién del sistema:
aimi_1 +dim; + (1 — a;)mip = b;

parai=1,...,L — 1 donde

di = 2 (1.28)

a; = Aé?i/(Aéfifl + Az’:‘z)

Ag; Ay I AR Ay;
Aé?i,l Az’:‘ifl + Aé?i Az’:‘i A€i71 + Aé?i

En la figura (1.10) se muestra un spline paramétrico sobre 15 puntos y en la figura

(1.11) otro sobre 10 puntos.
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Figura™1.11: Spline paramétrico sobre 10 puntos.

1.4.1 Spline Paramétrico Cerrado.

Supongamos ahora que los puntos {(z;,3;)|i =0,..,L} provienen de un problema
cuyas caracterfsticas hacen suponer que la curva de interpolacién debe ser cerrada.
Entonces ninguna de las condiciones de frontera estudiadas en la seccién 1.3.2 es
util. Para lograr que el spline paramétrico sea una curva cerrada y que en el punto
de cierre el empate sea suave, basta con exigir que las funciones s, y s, del spline

paramétrico, sean periédicas es decir que:

sP(e0) = s¥(er) (1.29)

S?(Jj) (e0) = sY(ep)

para j =0,1,2.

La condicién (1.29) para j = 0, o sea el cierre de la curva, se logra simplemente
exigiendo que el primer y el tltimo punto de interpolacién coincidan es decir (xg, yo) =
(zr,yL)-

La condicién (1.29) para s, y j = 1 estd garantizada si en (1.18) se elimina la
incégnita my porque my = my. De manera similar se debe proceder en el sistema

correspondiente para el cdlculo de las pendientes del spline s,,.
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Por 1ltimo, teniendo en cuenta que my = my, de (1.15) obtenemos que:

1 — X mo 1
" =6 —4 -2
% (50) Aé?% A€0 Aé?o
" T —Tp-1 mr—1 mo
E— 2 4
Sx(ch) AS%_l + A€L_1 + A€L_1

Luego, la condicién (1.29) para s, y 7 = 2 se expresa mediante la ecuacién:

1 1 1
2| —+ mo + ——mq + mr,_
{Ago A&?LJ T Ay T Aepy T
Ae Aep_
3|5 +
Aeg  Aef_,
o equivalentemente por:
Aé?L,l Aé?o
2mg + my + mr_
o Aeg + Aep 4 ! Ao+ Aep_q L=
_ 3 Az’:‘L,l A.’I?g 4 Az’:‘g A.’I?L,1
N ASO ASO + A€L_1 ASL_l Acf[) + ASL_l

Asi las pendientes my, ..., mp_o,my_1, (mg = my) de spline periédico s, que interpola

las abcisas, se obtienen como solucién del sistema de ecuaciones:

do ag O e 0 1—qg mg bo
ay d 1—a; 0 mq by
0 :
- (1.30)
0 .
0 ar—2 dp—o 1—ap_o mr—o br,—2
l—ar4 0 - 0 ap—1 dp— mr_1 br—1
donde
dy =2 ag = Aep_1/(Aeg + Aep_q) (1.31)
by = 3 Aer_q Axg Aeg Axr_q

Ac?o Ac?o + ASL_l + A€L_1 ASO + A€L_1
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Figura™1.12: Spline ctibico cerrado con el que se dibuja el simbolo de nota musical.

y el resto de los elementos de la matriz y el lado derecho estén dados por (1.27).
De forma anédloga las pendientes my, ..., my_o del spline cibico s, que interpola
las ordenadas se calculan como solucién de un sistema lineal (1.30) con lado derecho

dado por (1.28) y

b — Aep_4 Ay 4 Agg Ay
0 Ac?o A€0 + A€L_1 ASL_l AS[) + ASL_l

En las figuras (1.12) se muestra un spline cerrado el con el cual se dibuja el simbolo

mds comun de las notas musicales en la figura (1.13) se muestra una "h” acostada.

Figura™1.13: Spline cerrado que dibujua una h acostada.



Capitulo 2

Representacion de Funciones
Polinomiales por Pedazos.

En el primer capitulo se prob6 que el conjunto de todas las funciones polinomiales
por pedazos P y en particular P ., y Sk forman espacios vectoriales, asi cualquier
elemento en estos conjuntos tiene una representacién unica en términos de alguna de
sus bases. En este capitulo estudiaremos la construcciéon de la base de funciones de
potencia truncada y la base de funciones B-spline. Ademads mostraremos porque en
algunos casos la representacién de potencia truncada acarrea errores de perdida preci-
sién y como se eliminan por medio de las funciones B-splines. Por tltimo hablaremos

de la relacién de los B-splines y las diferencias divididas.

2.1 La Base de Funciones de Potencia Truncada.

La Funcién de Potencia Truncada.

Una funcién de potencia truncada (fpt) es una funcién de potencia la cual en una
7gran” parte de su domino es igual a cero, estd truncada.

Definicién 2.1. Sea x € R y k entero mayor que cero si (), = max{z,0}
entonces la funcion de potencia truncada de grado k se define como:

37
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k k k
(x); =2 = (24)" = (max {z,0})". (2.1)
Por ejemplo en la figura (2.1) se muestran cuatro funciones de potencia truncada

de grados 0,1,2 y 3

Figura™2.1: Funciones de potencia truncada =%, z, 22, 23.

aqui podemos observar que estas funciones toman el valor de z* si x > 0 y cero

six <0 para k=0,1,2,3 asf una definicién equivalente de una fpt es:

¢ si x>0

0 s2 <0

Ahora observemos que si t € R

(x—t)% si x>t
fl@)=(z—t)} = (2.2)
0 st <0

es una funcién de potencia truncada de grado k transladada ¢ veces hacia la derecha

del origen si t > 0, t veces hacia la izquierda sit < 0 eigual a (2.1) sit = 0, en la figura
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(2.2) se presenta el caso cuando t > 0. Esta funcién es una funcién polinomial por
pedazos con t como tinico punto de ruptura, ya que estd formada por dos polinomios
(el polinomio identicamente cero y el polinomio (z — t)*) definidos en los intervalos
(—o00,t) y [t,00) y cuyo limite por la izquierda y la derecha en ¢ coinciden, es decir

es continua en (—oo, 00).

Figura™2.2: Funciones de potencia truncada (z — )%, (z — t)4, (x — t)L, (z — t)3,
(z—t)3 cont > 0.

Por otro lado como:

Lha) = (o= 1) = = (max {0, (z - )}

= k- (max{0,(z —t)})f ' =k (z — )k

la r — ésima derivada para r < k es igual a:

T

dx”

(=t =k - (k—1)-((k—(r—1) (z—t)""
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dk k! si T >t

sir=k.
Es decir (2.2) tiene k — 1 derivadas continuas y un brinco de tamano k! en la

k — ésima derivada en t (es discontinua) y asf:
FUE) = ) =0 (23)

para j =1,..., k.

De donde f € Poy1c0 ¥ f € Skt1 cone = {t} y v = (k).

Construccién de la base de Funciones de Potencia Truncada.

Como P . forma un espacio vectorial es posible hablar de su espacio dual, es decir
el conjunto de todas las funcionales lineales A : P, . — R.

En esta seccién definiremos una familia de funciones de potencia truncada y una
familia funcionales lineales de Pj. con los que probaremos que esta la familia de
funciones forma una base de P . y obtendremos representaciones tinicas de cualquier
funcién de Py, Preo ¥ Ske €n términos de esta base.

Definicién 2.2 : Dada una sucesién de nodos estrictamente creciente € = (g;)§ y
un entero mayor que cero k, si x € [gg,€1] y f € Py, definimos la familia de funciones
de potencia truncada ¢,,(x) y la familia de funcionales lineales \;;(f) del espacio dual
de P . respectivamente como:

(z—ep)®
s!

Grs(2) = (2.4)

Bl g or=1,.,L—1
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para s =0,....k — 1.

Aij(f) = ’ (2.5)

para j =0,....k — 1.

Para probar que las funciones ¢,, forman una base de P;. primero mostraremos
que este conjunto es linealmente independiente, para ésto necesitamos el siguiente
lema.

Lema 2.1. La familia de funciones y funcionales ¢,, y A;; cumplen:

1 sii=r,j=s
Aij(@ps) = Girbjs =
0 c.o.c. (cualquier otro caso)
parai,r=0,...L—1,7,s=0,...k— 1.

Demostracion:

De (2.5)

oD () — () si i=1,..,L—1

y sustituyendo (2.4):

¥ (e0) = (=5
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(z—e0)®
5!

Como la funcién ¢y, (z) = toma el valor de cero si x = gg, tiene s — 1

derivadas continuas en €y y toma el valor de uno al derivarla s veces, tenemos que:

(J)—So)s (9) 1 st T’:Z:Oy]:S
LA R
' 0 co.c
N NG
$ __6 x — 5 . .
(( g! 0) ) |:p:€i+ - <%> |z:5; =0 para r 7£ 1y vj; S.

(z=er),
s!

De forma similar la funcién ¢, (z) = (parar = 1,...,L — 1) tiene s — 1
derivadas continuas en ¢,, toma el valor de cero si z < ¢, y uno al derivarla s veces,

entonces:

s\ ()
T — &, . .
<(S—,)+) ey = 0 i i#ryVsj

(($_€T)i>(j)| +_((x_57“)i>(j)| o 1 St r=i1yj=s:
s! r=e s! =8
0 st r#4iyVy,s

[
Proposicién 2.1: La sucesién de funciones ¢,., son linealmente independientes.
Demostracién:

Por demostrar que:

T
L
T
L

aTSQSrs =0= Qrg = 0

Il
=)
Il
=)

T S

Observemos que si a la igualdad ) > os¢,, = 0 aplicamos de ambos lados el

funcional lineal \;; temos que:

)\ij (Z Z ars¢rs) = Z Z ars)\ij (¢rs) =0
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y del lema 2.1.

ZZO&,«Séi,«éJ‘S =0= Oy = 0
parat=0,1,...L—1,5=0,1,....k— 1.
[

Por 1ltimo como las funciones ¢, parar =0,...,L — 1, s =0, ...,k — 1 suma un

total kL, igual a la dimensién de Py . (proposicién 1.1) concluimos que el conjunto

{d’ij}i:o,...,Lq,jzo,...,kq

forma una base de P .

La siguiente proposicién muestra como podemos representar una funcién f € P .
en términos de las funciones ¢, y las funcionales lineales \;;.

Proposicién 2.2. Dada una sucesién € = (g;)§ estrictamente creciente y un
entero mayor que cero k si f € Py . entonces f se puede representar de manera tnica

CO1mo:

T
—_
?‘?‘
—_

f = : ()\ijf)@j (2-6)

s
Il

=)
<
Il

o

Demostracién:
Ya que {qu}rzo’_.’ [-1,=0,.. k1 forma una base de Py ., existen valores inicos ;s €

R,r=0,..,.L—1,s=0,...,k—1, tal que

Por otro lado observemos que:

()‘ijf)(bij =

ﬁ ~
S L
< x~
Mz
= =
Il |
(=) [
< x>
Mz
VR
>

S8
VY
ﬁ ™~
S L
rﬁ x~
S L

Q

3

»

-

-
N———
\_/

RSy

<.
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L-1k-1 /L-1k-1 L-1k-1 /L-1k-1
ars)\ij (¢ ) ¢7,] = arséiréjs ﬁbw’
=0 7=0 r=0 s=0 =0 7=0 r=0 s=0
L—-1 k-1
a;jp,; = f A
i=0 j=0

(2.4) y (2.5) en (2.7) f se puede escribir como:

(2.8)

Observemos que en esta expresion el ”salto” en las derivadas de f en los puntos
de ruptura interiores aparece explicitamente. Esto hace que las condiciones de conti-
nuidad (1.4) sean muy sencillas de abordar pues simplemente eliminamos del segundo

sumando de (2.8) los coeficientes tales que:

asisi f € Py, cOnv = (vi)lL_l sucesion de enteros positivos se puede escribir en

términos de las funciones de potencia truncada de forma tinica como:

k—1 : . L—1 k—1 . . _ .
79 (eo)(x — eo)’ Y9(e) — F)  — &)
flz) = : | "+ Z Z 1 -
j=0 J: i=1 j=v; J:
y en particular si (v;)F~! = (k—1, ...,k —1) cualquier s € Sk.e se puede escribir como:
o sU)( R A e )] k=D (7)) (z — &;)F !
_ sV (e0)(z — &0) (% D(ef) = s* V(e ) (@ — &)y
s@w) = 5! * Z (k—1)! (2:9)
7=0 =1
_ v el | = 6 ) — st V) @ — e
. j! (k—1)!
7=0 =1

en donde s; representa el i — ésimo polinomio de s.
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15 4

10

Figura™2.3: Funcién como una "recta rota”.

2.1.1 La Representacion de las Funciones de Potencia Trun-
cada Puede Ser Mala.

Como se menciond al inicio del capitulo la representaciéon de una funcién fpp en
términos de la base de funciones de pontencia truncada puede acarrear errores de

precisién, en esta secccién estudiaremos este problema por medio de un ejemplo.

Construyamos una funcién spline s de orden 2 (s € Sy.) con € = ()], represen-
tada por medio de la base de funciones de potencia truncada como una ”recta rota”,

es decir deseamos que s aproxime a una funcién como la que se muestra en la figura

(2.3).

asi si tomamos ¢; =i para i € {0,1,2,3,6,7,8,9} las seccciones polinomiales de s

definidas en estos nodos seran igual a 10, es decir

si(x) =10 para i€40,1,2,3,6,7,8}
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y para ¢ = 3,4,5 cada s; serd igual a:

si(z) = (z — &i)m; + si(e;)

con

o Silein) = sile)) _ si(ein) — silei)
’ €i41 — & Ag;

de donde s}(z) = m;, las cuales ademds deben cumplir que

83(84) = 15284(64)

84(55) = 5285(55)

asi de (2.9) este spline se puede escribir como:

— s o)(z — o)’ . / /
o) = S S ) — e ). (210)

s(eo) + Y (siles) = sia(ea) (@ — i)

=3

= so(€o) + (m3 — 0)(z — &3)+ + (ma — mg)(x — €4)+

+(ms — ma)(z — €5)1 + (0 — ms)(z — &6)+

—10 )
= 10+5(z—3)4 + (A_&; - A—gg)(iﬁ —€4)+
5} 10
+(A_e5 + A—&L)(ﬂf —&5)+ +5(z = 6)4.

Ahora supongamos que Aey ~ 0, es decir €4 se aproxima a €5 (o viceversa) lo que
implica:

(z —eq)s ~ (= &5)4

y ademads

Y Gt U (TR L B
Aey  Aeg)  \Ags  Agy
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I
zpline represerntado con Tt

1
. funzian aproximada
,/ fix)=10

qi-——=—k=—=-=Fk==

o----
e

Figura™2.4: El spline representado por fpts el cual aproxima una ”recta rota” se
”deforma” ya que la pendiente de s4 tiende a ser vertical.

—10

=, Y AO tienden a infinito y menos infinito

esto tltimo es cierto ya que los cocientes

respectivamente y asi == -y AE no son significativos. En términos geométricos Aey
~ ( quiere decir que la pendiente de sy, (my = %&Z(EG)) tiende a ser vertical, lo cual

”deforma” al spline. Esto causa una perdida de precisién en la evualuacion de ciertos
puntos en s.

Por ejemplo tomemos €4 = 4.4 y €5 = 4.6 entonces Aey = 0.2, usando aritmética
de dos digitos decimales y redondeando al nimero decimal par més cercano (2.10) es

igual a :

s(z) =10+ 5(x — 3), — 53.58(x —4.4), + 53.58(x —4.6); — 5(z —6) 4

para 0 <z <9.
Si z = 8.5, evaluando en esta expresiéon tenemos que $(8.5) = 14.28, sin embargo
5(8.5) en realidad deberfa tener un valor de 10, figura (2.4)

La razon de ésto, se debe a que la evaluacion de s en x = 8.5 involucra todas las
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funciones de potencia truncada que la forman, ya que x > 6 y para este caso la dife-
rencia de las pendientes (m4 —mg3) y (ms —my) son bastante grandes en comparacién
a las demas diferencias de pendientes, alterado asi el resultado final.

En la siguiente seccién volveremos a este ejemplo una vez que hayamos construido

la base de funciones B-Spline y veremos que este error se elimina.

2.2 La Base de Funciones B-spline.

La base de funciones B-spline (una simplificacién de Base spline) es una de las repre-
sentaciones mas adecuadas para el espacio de funciones spline, ya que sus funciones
estan construidas de tal forma que evitan la perdida de precisién ademés de que existe

una formula recusiva simple para calcularlas.

2.2.1 Construccién de la Funcién B-spline.

El principal problema de la representaciéon de las funciones de potencia truncada es
que estas funciones son distintas de cero en una ”gran” parte de su dominio, ya que
(x — t)’i > (0 Vx >t y asf al evaluar una funcién representada por éstas en un cierto
valor x* todas funciones de potencia truncada tales que z* > t estan involucradas (no
son cero).

Entonces dada una sucesién de nodos estrictamente creciente ¢ = (g;)5y dos

enteros positivosp y ¢ tales que 0 < p < g < L para lograr que la funcién:

o(x) =3 diw =) (2.11)

con d; € R, sea una "buena” funcién base debe cumplir que:
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=

&
Il
)

si T € [eo,&p) U eg, 1] (2.12)

p(x) # 0 st T € (€p, &q)

pero de la defincién de funcién de potencia truncada sabemos que:

o(z) =0 st T € (—00, €]

¢(r) =0 si T € [ep, €L

esto se puede tener tomando valores d; tales que:

q q
Z dl(l‘ — Ei)i_l = Z dl(ﬁ — Ei)k_l =0 st z€ [SP,EL] (213)
i=p i=p

lo cual implica que:
q
Zdisé =0 para 1=0,1,....k—1
i=p
Esta tltima suma representa un sistema de ecuaciones el cual tiene solucion dis-
tinta de cero si ¢ > p + k ya que asf el niimero de coeficientes d; es mayor o igual al
nimero de ecuaciones.
Si tomamos ¢ = p + k, la identidad deducida de la férmula de interpolacién de

Lagrange [[7], pag. 35]:
k—1 m‘l
Z — = k-1l

= [Li=o (@i — z)
i

paral=0,...k—1.
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Muestra que los coeficientes d; se pueden escoger como:

1
di = —
H?J:rp (gj - gi)
J#
ya que asf:
p+k I
PRI B
- =
J#

pues simpre | # p + k.

De donde la funcién spline ¢(x) que cumple (2.12) esta dada por:

p+k | p+k 1
(b(x) = Bf.f(iv) = Z H m ($ - f‘:j)li_l, —00 < T <0 (2.14)
j=p 2;}; J ¢

esta funcién es llamada funcién B-spline .
La notacion B}’; (z) es 1ltil ya que indica que el B-spline es de orden k y distinto de
cero si x € (&, €p+r) ¥ por definicién de la funcién de potencia truncada, el exponente

k también nos indica que:
Bi(z)>0  si 1z € (gpEptn) (2.15)

El siguiente teorema da una condicién 1itil sobre el niimero de ceros para las funciones
spline y en particular para el B-spline.

Teorema 2.1. Sea una sucesién de nodos estrictamente creciente € = (g;)§ y un
entero positivo k, si s € Si. es un spline identicamente cero en los intervalos [eg, €,
y leq,€L] v tiene r ceros en (e,,¢,) para p y g enteros positivos con 0 < p < g < L
entonces:

r<q—(p+k)

Demostracion:
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Supongamos que s es un spline lineal, es decir s € S; . asf por hipétesis s(e,) =
s(eq) = 0 de donde s no puede tener ceros en los intervalos [e,, ept1] ¥ [€4-1,64) ¥
tiene a lo mds uno en cada intervalo [e;, &;41] parai = p+2,...,q — 1. Asf en este caso
s tiene a lo més ¢ — p — 2 ceros en (&p,&,).

Ahora supongamos que k£ > 2 y de nuevo por hipdtesis sabemos que s tiene r
ceros en (ep,&,) y entonces s'(x) tiene al menos (r 4+ 1) ceros en (e,,&,) y asi s’ (z)

(k—2)

tiene al menos (r + 2) ceros en (g,,¢,), etc. Asi deducimos que s tiene a lo més

r—+k—2 ceros. Y ya que el niimero maximo de cambios de signo para un spline lineal

es de a lo més (¢ — p — 2) entonces:

r+k-2)< (¢g—p—-2)er< qg—(p+k). R

Este teorema nos indica que ¢ no puede ser menor que (p + k) ya que en caso
contrario r < 0. Lo que muestra ademds que si s es el B-spline (2.14) r es igual a

cero (pues ¢ = p+ k) y asi la j — ésima derivada de (2.14):

{(B;f(a:))(j) si T € [gp, €p+k+1]}

para j = 0,1,...,k — 2 tiene exactamente j ceros.

2.2.2 Construccién de la Base de Funciones B-spline.

Una vez que se ha obtenido la funcién la funcién B-spline B;f la cual tiene un soporte
pequeno (cumple (2.12)) estudiaremos la construccién de la base de Sy . compuesta

estas funciones.
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Dad i6n de nodos estrict t iente e = (g;)§ i -
ada una sucesién de nodos estrictamente creciente € = (¢;);, una primer propues
ta para una base formada por los B-spline es el conjunto formado por estas funciones

definidas en el intervalo [eg, 1] es decir:

{B}(z) si T € [ep, Epra) }

parap=0,1,....L — k.

Sin embargo la dimensién del espacio generado por este conjunto es de L—k+1 la
cual es distinta a la dimensién de Sk . (igual a L+k—1 proposicién 1.3) asf necesitamos
2k —2 funciones adicionales las cuales se pueden obtener agregando nodos extra afuera

del intervalo [eg, 1 ]; si por ejemplo tomamos un conjunto de reales tales que:

E 1 < Epya < <e_1<¢ (216)

€ < €p41 <€r42 < < E€p4k-1

las funciones :
{Bi(z) si  x€len,eL]}

parap = —k+1,...,L — 1, generan un espacio con dimensién L + k — 1.
El siguiente teorema muestra que éste conjunto forma una base de Sk ..
Ltk—1

Teorema 2.2. Sea un entero positivo k y un conjunto de nodos ¢ = (g;)=/1;

que cumple con (2.16) entonces el conjunto de funciones B-spline:
{B}(z) si € [eo,eL]} (2.17)

parap=—k+1,—k+2,...,L — 1 forma una base del espacio S_.

Demostracion:
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Ya que las funciones (2.17) son elementos de Si. y su espacio generado es de
dimensién L + k — 1 = dim(Sk) lo dnico que debemos probar es que este conjunto

es linealmente independiente, es decir:

-1
s(x) = Z apB;f(x) =0=0a,=0 (2.18)
p=—k+1

parap=—-k+1,...,L— 1.
Esto lo haremos por contradiccién probando que si cualquier nimero «; p =
—k+1,..,L — 1 es distinto de cero entonces s(x) # 0 . Asi supongamos que oy es el

menor entero distinto de cero entonces de (2.15)

L-1

s(x) = Z apBE(z) = agBl(x) #0  si € (g4, 6q41)-

p=—k+1

2.2.3 Relacién de Recurrencia de los B-splines.

En términos practicosde la evaluacion de la funcién B-spline (2.14) en algiin punto
es ”"bastante” complicada, ya que implica muchas operaciones, asi a continuacién se
deducird la formula recusiva de los B-spline la cual nos permitird evaluar en forma
mucho méds simple esta funcién.

Teorema 2.3. Sean un entero positivo k£ > 2 y una sucesién de nodos en estric-

tamente creciente £ = (£)5"*. Entonces la funcién (2.14) satisface la ecuacién:

(z — &) By () + (gpk — 2) By (2)

Ep+k — Ep

Bl(z) = (2.19)

para todo x real.

Demostracion:
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El lado derecho (2.19) es igual a:

1 p+k—1 | p+k—-1 (J) _ 67;)5_72 p+k p+k (J) _ Si)ﬁj2
B [FEESD DN [ | i D R | | i
Eptk —Ep i—p i—p (e — i) i1 | j= (g5 — &)

i#i i#i

Ahora si x € [gp, €p+1] ésta ecuacion es :

_ (z—2) [] (fﬁ(gi

Ept+k — Ep i—p i — €p)
J#i
ptk )k—l

(z— & — B*(z
H (ej —&p) Bp( )

i=p
JFi

asi (2.19) es cierto para este caso.

Ahora supongamos que x € [€p+1,€p+k] y para ¢t =p+1,....p+ k — 1 entonces

(2.20):
1 ikt (7 — g;)F2 s (7 —&;)F2
(x—¢p) —————— + (€pk — T) — | =
Ep+k — Ep g ]»11 (g5 — &) " j_lll (e; — &)
i i
+k
(z — ;)2 A 1 1 B
r — [(z — ep)(epti — &) + (Epri — 2)(ep — &) g & —2)
i#]
— +k pt+k
(z —gj)F2 1 1 1
(z—e)epmn— || m—= = 1l 77—
Ep+k — Ep e E, (€ — &) E, (€ — &)
i i
y por lo tanto (2.21):
p+k p+k o \k—1
St = e
) , (g — &) P
1=p+1 j=p
J#L

(2.21)
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Esta recursién nos proporciona un método conveniente para calcular B;f(:v) dado

un valor fijo = € [e,, €p1+4] por medio del célculo de las siguientes columnas:

en donde:

B2

)

(z) =

B,
B,
Bpiy B
By B!
B BY (2.22)
By
B} ks B ix s
By -3
By s
)
(5i+2_;)_(iii+l_5i) 5l T € |65, Ei1)
(€i+zf§;)+(z$fsi+l) Sl T € [Eiy1, Eival (2.23)
0 c.o.c

\

Este procedimiento es altamente adecuado para cdlculos numéricos ya que excepto

por las diferencias de los valores de las variables, no hay cancelacién.

Ejemplo 2.1:

Recordemos que en en la seccién (2.1.1) se construyé una funcién spline en tér-

minos de la base de potencia truncada y se describié porque en algunos casos esta

representacién puede acarrear errores de precisién, a continuacién abordaremos el

mismo ejemplo pero esta vez representando el spline en términos de B-splines.
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Asi tomemos la sucesién de nodos es € = (g;)) = (0,1,2,3,4.4,4.6,6,7,8,9) y de

la demostracién del teorema 2.2 sabemos que para construir una base de B-splines

sobre £ debemos agregar 2k — 2 = 2 nodos mads, asf sean £_;

donde el conjunto

= —1y ey =10 de

(B2a) para e fzones] yi= —10,..8)

forma una base para el espacio Sy, y cualquier s € S3 . se puede escribir como

s = Z ;B ().

i=—1

Entonces de (2.23) tenemos:

(

= -1<2<0
B(x)=q = g<zp<1 B2(a)
0 c.0.Cc
\
| =l 1<z <2 (
Bi(w)=q &2 2<2<3 Bio)=
0 C.0.C
( ) \
Thne 0 <w <44
Bile) = Gsny 0<z<l B2(z) =
L 0 Cc.0.C
inen 46<2<6
Bile) = Cry 6<zr<7 Bix)
0 c.0.Cc

(
5 0<z<l1
2’T‘T 1<z <2
0 c.0.C
\
"”2%2 2<x<3
4.4—zx
(2.4)(1.4) 3<xr <44
0 c.0.c
(
r—4.4
02)(1.6) 44<x<4.6
6—x
o) (1) 46<zr<6
0 c.0.c
\
4
8 6<z<T
— 8—x 8 <r< 8

w|

0 c.o.c
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Bix)=q %z g8<z<9 DBil)=
0 c.o.c
0 c.0.c
para i = —1,...,8. Las cuales se muestran en la figura (2.5)

a7 -

£, & 8y &, £,85 Es & B &

Figura™2.5: Sucesién de B-splines B2, B2, B?, B2, B2, B3, B2, B2, B2, B2 definidos
sobre la sucesién de nodos ¢; = (0,1,2,3,4.4,4.6,6,7,8,9)

Asi para lograr que s sea la "recta rota” de la figura (figura (??)) escribimos:

s(x)=20- Y Bl(x)+24-) Bl(z)+8 Bi(v)

i=2
i#2,3,4,5 i#4

para g9 < x < gg figura (2.6).
Ahora si z = 8.5

5(8.5) =20 - B2(z) + 20 - B3(8.5) = 20(%) + 20(0425) =10
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13—
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[ I T T iy R
o

R
J === === =

iTn

Figura™2.6: Spline lineal como una ”recta rota”, representado por medio de la base
de funciones B—splines.

Asi la propiedad de soporte local de los B-spline hace que al evaluar x = 8.5 en s
s6lo los B-splines B2 y B2 estén involucrados elimando asf el error de precisién que

se representé en la potencia truncada

2.2.4 Los B-splines y las Diferencias Divididas.

Otra forma de abordar las funciones B-spline es por medio de la diferencia dividida
de la funcién de potencia truncada (z —t)%~!, este enfoque como veremos tiene ciertas
ventajas en comparacion a la construccién del B-spline de la seccién (2.2) sin embargo
no es tan intuitiva.

Definicién 2.3: Dado un entero positivo k£ y una sucesion de reales no decrecien-
tes €;,...,€i1k, la k — ésima diferencia dividida de una funcién g : 8 — Ren ¢y, ..., g5
denotada por [g;, ..., €;4%]g es el coeficiente de z* del polinomio grado k que coincide
CON g €N &€;, ..., Ei ik

De esta definiciéon se puede probar que la k — ésima diferencia dividida de la

funcién g en ¢, ..., ;41 esta dada por:
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% S €=+ =Ck Y gEC(k)

[Ei, ceey 5i+k]g = (224)
[€it1,8i42,Eitk]g—[€isEit 1, Eitr—1]g
Citk—Ei

con [g;]g = g(g;). Y asi dado un conjunto de valores ¢(&;), g(€it1), .., g(€ivx) la k —

éstma diferencia dividida se calcula por medio de la siguiente tabla:

9(&i)
e, €it1]g
g(git1) €, Eit1, Eivalg
[5i+1; 5i+2]g : s [&', ey 5i+k]g (2‘25)
9(5i+2) : [Eitk—2s Eith—1,Eitk]g
[€itk—1,Eitk]g
9(&i)

La siguiente proposicion atribuida a Leibnitz, serd necesaria para probar un im-
portante resultado de los B-splines, su demostracién en [[5], pag 5].
Proposicién 2.4 (La formula de Leibnitz.)
Sean f(x),g(x),h(z) : R — R, tal que f(x) = g(z) - h(z) Yz € RN entonces:
i+k

l€i, s €inil (f) = z([gi, o &)9)([Ers e €14l D). (2.26)
Ahora estamos listos para la definicién del B-spline normalizado.
Definicién 2.4. Dada una sucesién de nodos € = (g;)§ no decreciente y un entero

mayor que cero k el ¢ — ésimo B-spline normalizado de orden k sobre la sucesién de

nodos ¢ se define por:

N(2) = (eiyk — &), - eani) (- — @) (2.27)
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para todo = € R.

La notacién ”placeholder” ( - — x)]_fl se usa para indicar que en la k — ésima

diferencia dividida en la funcién bivariada (e —x)’i‘l, se fija x y se considera solamente

funcién de e. Por ejemplo [g;-1,&;]g(+, x) denota la diferencia dividida en ¢;_1 y &; de

la funcién bivariada g con respecto a g;_1 y &; :

g(gi*h .’L’) - g(giv ;C)
Ei—1 — &

Notemos también que la sucesién de nodos € en la definicién 2.4 es creciente
(y no estrictamente creciente) asi entoces el B-spline normalizado se puede definir
sobre una sucesiéon de nodos en la cual haya nodos repetidos, esto se debe a que la
diferencia dividida (2.24) estd definida para este caso. Més adelante estudiaremos las
implicaciones que tiene la repeticién (o multiplicidad) de nodos sobre el B-spline.

Ejemplo 2.2 :

i) Supongamos que €; < €41 < &;42. Entonces de (2.27) y (2.24) el B-spline N?

es igual a (figura 2.7):

Niz(l") = (civ2 —&i)les €ivny €iga)( - — 2) 4

(€ir2 — @)1 — (i1 — @)+ _ (Eir1 — )+ — (& — @)+

Ei+2 — Ei41 Ei+1 — &

Ei40 — T 1 1 €, — X
_ Gin—o)y ( + > (€ir1— )y + (&2
Ei+2 — Ei+1 Ei+2 — Ei+1 €i41 — &

i1) Ahora supongamos que €; = ;1 < €;,2 de nuevo por (2.27) N? es igual a :

Ni(x) = (eiv2 —&i)leisciseival( - — )4

lei, €ival( - —2)y —[eg,&]( - —2)¢
=y [Eoll e sl

= [en i) - —2)1 — [ei,8]( - =)y
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Figura™2.7: B-spline de orden 2 (grado 1) sobre los nodos ¢; < €;41 < &;12.

para el segundo operando de esta tltima expresién usamos la definicién de la diferencia

dividida (2.24) para el caso de nodos repetidos y asf tenemos:

Nf(z) = (Euta _:i — SZ =@+ _ (e — )5

Aqui si por ejemplo si x = ¢;

N2(e) = #2750 =1

)

Eiy2 — &
0 Sl T = €;,9 entonces:
0-0
2
N2(eis2) = ————0=0
€iv2 — &

figura (2.8).
A continuacién deduciremos una formula de recurrencia similar a (2.19) para el
B-spline normalizado.

Teorema 2.4. El B-spline normalizado (2.27) satisface la relacién:

i NFY(z) + MNZTS (x) si x € e, itk (2.28)

k _
Eitk—1 — & Eit+k — Ei+1

(2
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Figura™2.8: B-spline de orden 2 definido sobre la sucesién de nodos ¢; = ;11 < €;49.

con
1 X € [€i7€i+1)
N (z) = (2.29)
0 c.0.c
Demostracion:
(2.29) se sigue de (2.27) ya que
Ni(z) = (i —ea)leneiml( - — 2% = (e — o)1 — (6 —2)}
1 St T € [5i75i+1)
0 c.o.c

Para probar (2.28) utilizamos el hecho de que (z —a)¥™' = (z —a)(z — )k ? Va € R

lo cual implica que [g;,...,e4]( - — 2)5 = [eicneim]( - —2)y - (- —2) 2y la

férmula de Leibnitz (2.26) de donde escribimos:

[ei, ikl — @) = Z([giv"w&“]( = 2))([er, s Eini] (- — 2)572)

= (i —x)[eiy s €irn)( - —x)’f[Q + (D)[ess1y s Einn) (- —:c)l_f2
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esta ultima igualdad es cierta ya que la diferencias dividida de orden k£ > 2 de un

polinomios lineal es cero. Ademas de (2.24)

E — X

ﬂ [[5i+17 e i) (- — x)id — &6y s i) (- —x)’rz] +
(eian — €0)[Ei1s i) (- —3)57°
Eit+k — &
1 _ _
T e & [(z —e)lers s i) (- =) 4 (o — )[Eira, o il (- —2)577]
y de (2.27)
1 T — & Eitk — X

_ i Nik_l T +H—Nik—l x

Eitk — & [Eitk—1 — & ( ) itk — Eit1 ik ( )

Asi el B-spline normalizado NF(z) para algin x € [g;,£;,4] se puede calcular por

medio de las siguientes tabla:

N}
N?
Nl N}
NE NfT
N1, 5 NE (2.30)
NES
Nivkos Niihs
Nii-o
N

Tres propiedades importantes del B-spline normalizado se muestran a continua-

cion.
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Proposicién 2.5. Dada una sucesién de nodos no decreciente ¢ = (g;)& y entero

mayor que cero k el B-spline normalizado (2.27) cumple:

i) NF@z) > 0 si x € &, Eivk)
ii)  NFz) = 0  si x¢le, e

parat=0,....L — k.

Si tomamos la sucesién de nodos no decreciente € = (gj);i’f_ k41 €NtONCES:
i
) E Nf(az) =1 para x € (€;,€i41)

j=i—k+1

parat=0,..,L — 1.

Demostracién:

Los incisos 4) y i) se sigen inmediatamente de (2.28) y (2.29) (estas propiedades
también son ciertas para el B-spline (2.14)).

El inciso i) se sigue de:

xr —&; _ Ejrk — X _
> N = —— N @)+ Y, N (@)
j=i—k+1 j=i—k+1 jtk—1 J j=i—k+1 J+k Jjt+1
y como NL (z) = NfN(z) = 0 (va que z € (g5,€:+1)) esta tltima igualdad se

puede escrbir como:

7 i—1

—— N @)+ Yy N @)
ik SITR-1 T E ikl SOt T Sl
= Y N Y N @)= Y N
i SIHR—1 T &) i SIHR-1 T &) j=i—k+2

y repitiendo el argumento tenemos que:

7 %

Y Nix) = > NT'a)=--=) Ni(z)=1.

Jj=i+k+1 Jj=i+k+2 J=i
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El inciso iii) es la propiedad que le da al B-spline la caracteristica de ser norma-
lizado a uno.

Ahora demostraremos la equivalencia del B-spline normalizado y el no normaliza-

do.

i+k

Proposicién 2.6. Dada una sucesién de nodos € = (g;);"" estrictamente crecien-

tes y entero mayor que cero k > 2, el B-spline normalizado (2.27) y el B-spline (2.14)

cumplen:
k 1 k
Bi(z) = ——N;(2)
Eitk — &
Demostracién (por induccién sobre k):
Probemos para k = 2
1 2 1 T—& . Eig2 — T 4
—N;(z) = Ni(z) + ——— N4 (@)
Eit2 — & €it2 — & [Eit1 — & €i+2 — Eit1

”
T—E;
(eiya2—ei)(eita—es)

st T € [51'751'4-1)

= €i42—%
(ei12—¢€)(ei42—€1)

st T E [5i+175i+2]

0 st coc
\

Supongamos que es cierto para k — 1 es decir que:

1
B~ !(x) = Nf ()
Eitk—1 — &
por demostrar para k :
;N.’C(x) = 1 { T—¢& NFY(z) + %—_xNgc1(x)]
Eivk —Ei itk — & LEivk — Ei itk — Eit1 i
1 NF1(z NEL(x
(J)—Sl) 7 ( ) +(5i+k_$) z+1( )
itk — & Eitk—1 — & itk — Eit1
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1

Cin — & [(x — &) B (@) + (gign — $)Bf+_11}

Repeticiéon de nodos.

A continuacion estudiaremos las implicaciones que tiene la repeticién de nodos en
una sucesion € sobre los B-spline normalizados definidos en esta sucesion.

Ejemplo 2.3.

Dada la sucesién de nodos € = (0, 1,2) calculemos el B-spline normalizado de
orden dos defindio por €.

Entonces de (2.28) y (2.29) este B-spline esta dado por (figura 2.9 a) ):

al b

Figura™2.9: B-splines de orden dos definidos respetivamente en las sucesiones ¢ =
(07 17 2) y €= (07 17 1)'

r s x€][0,1)
Ni(@)=4 2—-2 si az€[l,2 (2.31)

0 c.o.c.

\

esta funcién es una funcién polinomial por pedazos (capitulo 1) formada por dos

secciones de polinomios de grado uno, continua en el nodo 1.
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Ahora supongamos que repetimos (o reinsertamos) el nodo 1 en ¢ (asi 1 estd
repetido dos veces en € nimero igual al orden del B-spline). Entonces el B-spline

definido por esta nueva sucesion segin (2.28) y (2.29) estd dado por (figura 2.9 b) ):

) r si  x€][0,1)
Ny (z) =

0 c.0.C.

esta funcién estd formada por un solo segmento de recta discontinuo en 1. Es decir
la repeticién del nodo 1 en € implica que la segunda seccién lineal del B-spline (2.31)

sea igual a cero, ya que el intervalo [1,2) ”es remplazado por el valor 1”.

Veremos que en el caso del B-spline de orden 3 la insercién de nodos es comple-
tamente equivalente. Calculemos Nj(x) definido por € = (0,1,2,3) y de nuevo por

(2.28) y (2.29) tenemos que (figura 2.32 a)):

a)

N/ i
1

Figura™2.10: B-splines de orden 3 definidos respectivamente por la sucesién de nodos
6 = (07 17273>7 6 = (07 17 173) y 6 = (07 17 17 1)'
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% si  x€l0,1)
. w(2;m) + (37"”)2(171) si x € [1,2)
N3(z) = 2 (2.32)
Bl s ze[2,3)
0 c.o.c.

\

para este caso la funcién estd formada por tres segmentos cuadréticos y es de C* en
1y 2.

Entonces al reinsertar 1 en € tenemos que (figura b)):

)
2 s zel0,1)

No(z)=q B2 &  ze[1,3)

0 c.0.C.

\

la cual es una funcién formada por dos segmentos cuadraticos (ya que la segunda
seccién polinomial de (2.32) es igual a cero) continua en 1 pero su derivada no.
Por 1ltimo reinsertemos una vez mas nodo 1 teniendo asi tres nodos iguales (nime-

ro igual al orden) y entonces (figura c)):

s zel0,1)
No(z) =
0 c.o.c.
Esta funciéon estd formada por una seccién cudratica discontinua en 1.
Asf en general dada una sucesion de nodos ¢ = (g;)& el B-spline NF(z) es de
CF17" en g; j € {1,...,L —1} (nodo interior) en donde r representa la cantidad

(multiplicidad) de veces que se repite €; en €. En particula si todos los nodos interiores

son distintos entonces NF(x) es de C*~! para z € [gg, €y



Capitulo 3

Curvas de Bézier.

En este capitulo estudiaremos la familia de curvas llamadas de Bézier. Hablaremos
de su construccién en por medio del algoritmo de Casteljau y de sus propiedades en
términos de éste. También discutiremos su representacion por medio de los polinomios
de Berstein con la que podremos probar algunas de estas propiedades, calcularemos

sus derivadas, discribiremos el proceso de subdivisién y las funciones de Bézier.

3.1 Definiciones y Conceptos Basicos.

Denotaremos a E? el espacio euclidiano de tres dimensiones y a, b, c, .. sus elementos
llamados puntos. Esta notacién también se usard para wvectores, elementos en el
espacio lineal tri-dimensional $3. Asf aunque los puntos y vectores se denoten igual
hay una clara distincién, para cuales quiera dos puntos a y b existe un tnico vector

v de a a b dado por la resta componente a componente:
v=b—a; abc E? veR.

pero para cualquier vector v hay una infinidad de pares de puntos a, b tales que
v = b—a. Ya que si w es cualquier vector entonces a + w, b + w cumplen que

69
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Figura™3.1: Puntos a,b,a +w y b+ w y vectores v y w.

(b+w) — (a+w) =b—a=v (figura 3.1). El punto a + w para cualquier a € E? es
llamado una traslacion de a.

Es importante notar que los elementos del espacio E? solamente puede ser restados
y no sumados ya que esta operaciéon no estd bien definida pues la suma en diferentes
sistemas coordenados pueden producir diferentes resultados.

Definicién 3.1: Sean a; € E? y oy € R, i = 0,1,....k. Una combinacion
baricéntrica b de los puntos a; es la suma:

k
b:Zaiai con op+aoa+---+a,=1 (3.1)
i=0

Esta suma puede interpretarse como una suma de puntos de E? sin embargo al

reescribirla como:

k k k k
b = E o;a; = Qo + E a,;a; — Qo E Q; = Qo + g ai(ai — a,o)
=0 =1 i=1 i=1

se observa que es la suma de un punto y un vector.

Definicién 3.2 : Un mapeo ® : E3 — E3, es llamado un mapeo afin si deja
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Figura™3.2: Interpolacién lineal: dos puntos a y b definen una linea recta a través
de ellos. El punto [ divide el segmento de linea recta entrea a y b en una razén de
t:1—t.

combinaciones baricéntricas invariantes. Es decir si:
k k
b= Z aa; para  a; € B2 Vi = b= Z o; Pa;
i=0 i=0
Definicién 3.3: Sean a,b dos puntos distintos de E3 y ¢t € R. Entonces el

conjunto de puntos [ de E? de la forma:
I=1t)=(1—t)a+tb (3.2)

es llamado linea recta a través de a a b o interpolacién lineal de a y b, ya que [(0) = a
y (1) =b. Si0 <t <1, esllamado segmento de linea recta entre a y by tres (o
mds) puntos en [ son llamados colineales (figura 3.2).

De la defincién 3.1 es claro que [ con ¢ € R es una combinacién baricéntrica
con puntos a y by coeficientes (1 — ¢) y t. Ahora observemos que la combinacién

baricéntrica de E'(la recta real):

t=(1—1t)-04+¢-1 (3.3)
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con puntos 0 y 1 también tiene como coeficientes (1 — t) y ¢ y asi de la definicién de
mapeo afin se deduce que | es un mapeo afin de la recta real a una linea en E3.

Por otro lado si ® : E3 — E3 es un mapeo afin entonces:

B(l) = D((1 — t)a + tb) = (1 — t)Pa + tdb

es decir los coeficientes de [ son invariante bajo mapeos afines, esta propiedad es
llamada invarianza afin de [.

El segmento de linea recta entre a y b se puede definir sobre cualquier intervalo
[, 8] con a,f€ R ya que este intervalo puede ser obtenido de [0, 1] y viceversa con el
cambio de variable:

= (z—a)/(B-a) (3.4)
parat € [0,1] y z € [a, []

El pardmetro t es llamado pardmetro local de x, y x es llamado pardmetro global.

Asi el segmento de recta entre a y b sobre [a, (8] esta dado por:

_ B-x r—«
l(x)_ﬁ—aa+ﬁ—ab (3.5)

Ahora observemos que si (3.4) se piensa como un mapeo de [a, 8] a [0,1] (o vice-

versa) y escribimos:

O(z) = ;:Z Vz € [a, ] (3.6)

entonces dado t; € [«, 5] tenemos que:

Q(a(l —t) +1t8) =t1 = (1 —t1)P(a) + 1 D(B)

lo que muestra que (3.6) es un mapeo afin con proporcién igual que (3.2), de don-

de podemos concluir que el segmento de linea recta entre a y b es invariante bajo
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Figura™3.3: Coordenadas baricéntricas a y 3 de b con respecto a a y c.

transformaciones afines de una linea recta a si misma (llamada transformacién de
dominio afin).

Definicién 3.4. Sean a, b, c puntos colineales en E® y A\, 11 € R tales que:

b=Xa+puc; A+pu=1 (3.7)

entonces A y u son llamados coordenadas baricéntricas de b con respecto a a y ¢

y los cuales estdn dados por:

_ woly(a,b)
~ woly(a,c)

A

_ woly(b, c)
~ woly(a,c)

en donde vol; denota el volimen uno-dimensional, que en este caso es la distancia

dirigida entre dos puntos (figura 3.3).

Definicién 3.5: La razén o proporcién de tres puntos colineales a, b, c € E? se

define como:

voly(a, b)

TGtiO(CL, b, C) = W
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Asi si Ay pu son coordenadas baricéntricas de b con respecto a a y ¢ se sigue que:

ratio(a, b, c) = % (3.9)

Ahora obrservemos que si ® : E2 — E? es un mapeo affn se tiene que:
O(b) = P(Aa+ pb) = Aba + udb

entonces

A
ratio(®a, &b, dc) = m (3.10)

lo cual nos indica que los mapeos afines preservan proporciones.
De donde cualquier mapeo que mande lineas rectas en lineas rectas y preserve

Proporcion es un mapeo afin.
3.2 El Algoritmo de Casteljau.

El algoritmo de Casteljau es un proceso recursivo con el que se puede generar puntos
sobre la curva de Bézier. Ademads se puede representa facilmente en forma grafica y
asi visulizar la curva, iniciaremos el estudio de este algoritmo con un ejemplo.

Ejemplo 3.1. Sean by, b1, by,bs € E3 y t € [0,1], si t = % el algoritmo de
Casteljau para este caso consiste de los tres pasos siguientes:

Paso 1: Calcular los puntos:

b; + b;
BLE) = (1— 1) - b+ - bios :%
(el punto medio entre b; y b;11) parai=0,1,2.

Paso 2: Calcular los puntos

Bt = (1— 1) - BL(t) + £ - b(t) = b<t>+2_b<t>
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E:ll
B2 (E) B (£
by () — /‘\
E]
f:'u b':' ) > fi':;
By (e
b3

Figura™3.4: Algoritmo de Casteljau en los puntos by, by, by y by € E3.

(el punto medio entre b; (t) y b}, (t) ) para i =0, 1.
Paso 3: Calcular el punto

B(E) = (1= ) 830) + ¢ - 13(0) = D00

(el punto medio entre b3(t) y b?(t)).

Los tres pasos se muestran en la figura (3.4).

Se dice entonces que el punto b3(#) con pardmetro t = % es un punto sobre la curva
de Bézier de grado tres b® formada por by, b1, ba, bs.

Definicién 3.6. Dado un conjunto de puntos by, by,...,b0, € E3 y t € [0,1] el

algoritmo de Casteljau se define por la siguiente formula recursiva :
bi(t) = (1= )b~ (t) + i (1) (3.11)

para r = 1,...k ;i =0,...k —r y b)(t) = b;. Se dice entonces que el punto b(t)

con parametro ¢ generado en el k — ésimo nivel algoritmo es un punto de la curva de
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Bézier b* de grado k formada por by, by, ..., by.

Asf una curva de Bézier de grado k estd formada por el conjunto de puntos bf(t)
para todo t € [0, 1].

Por ejemplo en la figura (3.4) se puede observar la curva de Bézier formada por
los puntos by, by, by y b al variar ¢t € [0, 1]

El poligono formado por by, ..., b, es llamado poligono de Bézier o poligono de
control de la curva b* y los puntos b; son llamados puntos de control o puntos de
Bézier.

Ya que el algoritmo de Casteljau estd definido por medio de una relacién de
recurrencia, los puntos b} (t) se pueden calcular por medio de una tabla triangular,

por ejemplo en el caso cibico tenemos que:

bo (3.12)
bi bo(t)

by by(t) by(t)

by by(t) bi(t) by(t)

3.2.1 Propiedades de la curvas de Bézier.

El algoritmo de Casteljau nos perminte inferir varias propiedades importantes de las
curvas de Bézier. Todas estas provienen de hechos geométricos de la interpolacion
lineal.

Invarianza afin.

La invarianza afin es una de las propiedades m&s importantes en cualquier siste-

ma de diseno ya que en éstos, los objetos deben ser reposicionados, escalados, etc.
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Las curvas de Bézier tienen esta propiedad ya que el algoritmo de Casteljau estd
compuesto de una secuencia de interpolaciones lineales (mapeos afines) los cuales son
afinamente invariantes. Asi los siguientes procedimientos tienen el mismo resultado:
(1) Calcular el punto b*(t) y aplicar el mapeo affn.
(2) Aplicar el mapeo afin y después b*(¢) se calcula con en el poligono de Bézier

mapeado.

Invarianza bajo transformacién de parametros afines.

Una curva de Bézier puede ser definida sobre cualquier intervalo [«, 5] con a, 3
€ R ya que las interpolaciones lineales son invariantes bajo transformaciones de pa-
rametros afines, asi de (3.5) el algoritmo de Casteljau definido sobre [a, 3] se escribe

COImMo:

a—x

B—a

r—a, . 4

-« bit1 (z) (3.13)

bl () =

7

b Hx) +

paraVr € [a, 8] yr=1,....k, i=0,....k —r con b)(t) = b;.

Se dice entonces que las curvas de Bézier son invariantes bajo transformaciones
de pardmetros afines.

Envoltura convexa.

La propiedad de envoltura convexa de una curva de Bézier significa que ésta siem-
pre estd contenida en la envoltura convexa de su poligono de control. Esto es cierto
ya que cualquier b} (t) intermedio se obtienen como combinacién lineal baricéntrica
de b '(t) y b:;ll(t) y asi no existe un paso en el algoritmo de Casteljau que produzca
puntos afuera de la envoltura convexa de los b;.

Interpolacién en los puntos frontera.
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En la figura (3.4) se observa que la curva de Bézier b interpola los puntos by y
b3 los cuales son llamados puntos de frontera, ésto es cierto para cualquier curva de
Bézier, ya que b*(0) = by, b*(1) = by . Por ejemplo si en (3.12) calculamos la tabla

con los parametros t = 0 y ¢ = 1 tenemos respectivamente:

bo

b bo

by by bo

bs by b1 by
y

bo

by b

by by by

by bs b3 b3

asi b3(0) = bo y b3(1) = bg.

3.3 La Funcién Blossom.

Una forma préctica de calcular los valores del algoritmo de Casteljau es por medio
de la funcién llamada blossom. En esta seccién describiremos su construccion.

Ejemplo 3.2. Sean by, by, by v bs puntos en E3 y supongamos que al calcular el
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primer paso del algoritmo de Casteljau en vez de usar ¢ usamos un nuevo valor t;, ésto

lo repetimos para el segundo paso usando %5 y el tercero con t3, entonces tenemos:

bo (3.14)
by by[ti]
by bi[ti] b§[t1, to]

by bylt1] Ui[ti,ta] bjlti,ta,ts)

de donde resulta la funcién tri-variada b3[t;, to, 3] que se denota por b[ty, to, t3].

Ahora observemos que si [tg, t1,t2] = [0, 0, 1], tenemos que b[0, 0, 1] es igual a :

by bo
(3.15)
by b1 bo

b3 by b1 by
es decir 0]0,0, 1] = by y de la misa forma b[0,1,1] = by y b[1,1, 1] = bs.

Ademss si [ty ta, t3] = [0,0, ¢] tenemos que:

bo
bi bo
by b1 bo

by by by bi(t)

de donde b0, 0, ] = b(t) y de la misma forma b[0, ¢, 1] = b(t), etc.
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Asi (3.14) en términos de la funcién blossom se puede escribir como:

bo = /0,0, 0]
by = [0,0,1] b[0,0,1]
by = b[0,1,1] b[0,¢,1] b[0,¢,1]
by =b[1,1,1] ©b[t,1,1] b[t,t,1] b[t,t,1]
Definicién 3.9. Dado un conjunto de puntos by, ...,b, € E? para un entero
positivo k la funcién resultante al evaluar el valor ¢, en el r —ésimo nivel del algoritmo
de Casteljau (para r = 1,...,k) es la funcién bf[ty, ..., ;] denotada por b[ty, ..., 1]

llamada funcidn blossom la cual por construccién cumple:
b; = b[0<F>, 1] (3.16)

T _ <k—r—i> j<r> 1<i>
i—veces i—veces i—veces

En donde 0<*> =0,0,...,0 , t<*” =t,t,....,t y i<~ =1,1,..., 1.
Asf el algoritmo de Casteljau en términos de la funcién blossom se puede escribir

COomo:
b[0<k—r—i> t<r> 1<i>]

— (1 _ t) . b[0<k—r—i+l>, t<7“—1>7 1<i>] 4t b[o<l~c—r—i>7 t<r—1>7 1<i+1>]

para r=1,...kyt1=0,...k—r.

Y de la propiedad de invarianza bajo transformaciones de parametros afines y
(3.16) los puntos de Bézier de una curva definida sobre el intervalo [, (] estd dados
por:

b, = b[a<k—i>7ﬁ<i>] (317)
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y el algoritmo de Cateljau en este caso es:

b[Oé<k_T_i>, I‘<T>, ﬁ<i>]
_ ;‘:2 ) b[a<k—r—i+1>’ x<r—1>’ﬁ<i>] + ;: Z ) b[a<k—r—i>7gj<r—1>’ﬁ<i+1>]

para r=1,...kyi=0,...k—r para x € |o, ]
3.4 La Curva de Bézier en la Forma de Bernstein.

Una forma analitica de abordar la curva de Bézier es por medio del conjunto de
funciones llamadas de Berstein, en esta seccién lo estudiaremos y la forma de como
éste representa la curva de Bézier.

Definicién 3.7. Dado un entero positivo k y t € [0,1] el i — ésimo polinomio de

Berstein de grado k se define como:

BF(t) = (k) tH(1 — ) (3.18)

7

con
<k> .!(kkii)! si 0<i<k
' 0 eoc
parat=0,...ky
BF(t)=0 si i¢{0,..k}. (3.19)

Tres propiedades ttiles de las funciones de Bernstein se demuestran a continuacion.
Proposicion 3.1: El i — ésimo polinomio de Berstein cumple:

i) BF) =1 -0)B'(t) + B (1)

i) SF BEH) =1 (3.20)

i) BY(t) =1
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Demostracion:

0)

kol .
BF(t) = t(1— )k =
i
kE—1 kE—1 . A
+ t’b(l _t>k—l
1 1—1
k-1 o k-1 .
= t1—t) 4 (1 -0
i i—1

= (1-)B'(t) +tB5 (1)

i)

k k k
Y Bl =) -t =t+1-t)F=1
=0 =0 7
ii1)
0
Bi(t) = t1—-t)=1
0

El inciso 4i) nos indica que los polinomios de Berstein forman una particién de la
unidad.

La siguiente proposicién muestra que los puntos intermedios del algoritmo de
Casteljau b} (t) se pueden expresar en términos de los polinomios de Bernstein.

Proposicién 3.2: Sea k un entero positivo y by, by, ..., by € E3 puntos de control
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de una curva de Bézier entonces:

Y b B (3:21)

en donde b} (t) es el ¢ — ésimo punto del r — ésimo nivel del algoritmo de Casteljau,
parar=0,...kyi=0,...k —r.

Demostracién (Por induccién sobre r).

i) Sir=0.

0
() =bi =Y b:;BY(t)
§=0
i1) Supogamos que se cumple para r — 1.

ii1) Por demostrar para r es decir:

= buBj(t)
=0

Ccomo

bi(t) = (1= )b (1) + 01 (¢)

entonces por hipétesis de induccién:

bi(t) = (1—1t) ZbWBT Y +thWHBT (1)

7=0
i+r—1 i+r

= (1-1) ZbBTl )+t > bBiL (1)
Jj=i+1

y de (3.19) B"*(t) = B.71(t) = 0, asf podemos escribir:

i+r i+

(1—1) ZbBT L +thB; ()
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y por (3.20 inciso 7)) tenemos finalmente que:

i+r i+r

bit) = D b [(1= OB +BiZ ()] = Y bBji(t) = > bisy Bj(2).
j=i j=i j=0
parat = 0,....r—k

Corolariol. Dado un entero positivo £ y un conjunto de puntos de control

bo, ..., by € E® de una curva de Bézier b* entonces :

bR(t) = bf(t) =) b:Bf(t). (3.22)

Corolario2. Dado un entero positivo k£ y un conjunto de puntos de control
bo, ...,br, € E3 de una curva de Bézier si realizamos k — r niveles del algorimto de

Casteljau y obtenemos los puntos bf”" para ¢ = 0, ..., 7, entonces:

T

bE(t) =D BT (1) Bl (t). (3.23)

=0

Una relacion entre la curva de Bézier y la funcién blossom (3.16) se deduce de este
iltimo corolario en el siguiente caso particular: es equivalente calcular k& — r niveles
del algoritmo de Casteljau con respecto a 0 y tomar los puntos resultantes bffT(O)
como puntos de control de una curva de Bézier de grado r evaluada en 1, que calcular

la funcién blossom b[0<F~"> 1<">] que es igual a by, ésto en formulas se escribe como:
SOHTO)BI(1) = b0< 15 = by,
i=0

3.4.1 Propiedades de las curvas de Bézier.

Las propiedades que aparecen aqui (salvo la ltima) se derivaron en la subseccién

3.2.1 con argumentos geométricos de la interpolacion lineal, ahora aprovecharemos la
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representacion de Berstein para volver a deducirlas usando argumentos algebraicos.
Invarianza afin.
Si ® : E? — E3 es un mapeo afin. Entonces de la definicién de combinacién
baricéntrica y el inciso ii) de la proposicién 3.1, la curva de Bézier b*(t) = Zf:o b; BF(t)
es una combinacién baricéntrica y entonces :

k

(Y _biBi(1) = Y ®(bi)Bi(t)

=0

Invarianza bajo transformaciones de pardametros afines.

Sit € [0,1] es el pardametro local de x € [a, (3], entonces esta propiedad se escribe:

k k
S uBE) =Y @Bf(g;:j)
=0 =0

Interpolacién en los puntos frontera.
Sea un entero positivo k, t € [0,1] y un conjunto de puntos de control by, .., b

€ E® entonces la curva de Bézier b¥(t) = Zf:o b;BE(t) cumple:

b*(0) = > 5:BF(0) = bo

k
(1) => biBf(1) = b (3.24)
i=0
Demostracion:

Observemos que

B\ A 1 st +=0
50 = (}) o - 04 = oo -
0 st co.c
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E\ . 1 st 1=k
BF(1) = () (1= 1) =6 =

0 st c.oc

de donde se tiene (3.24).

Envoltura convexa.

Esta propiedad se tiene ya que para t € [0, 1] los polinomios de Bernstein son
positivos y su suma es igual a uno como se muestra en i) de la proposicién 3.1.

Simetria de las curvas de Bézier.

Es claro que no tiene importancia el hecho de que los puntos de control de una
curva de Bézier sean by, b1, ..., by, 0 b, bp_1, ..., by, las curvas formadas por éstos puntos
son iguales solamente difieren en el orden en que fueron construidas. Esto en formulas

es:

Zka Zbkl (1—1)

lo que se sigue de:

BF(t) = 1 -tk = (1—t)" = Br (1—1)
i k—i
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3.5 Derivada de la Curva de Bézier.

A continuacion calcularemos las derivada de las curva de Bézier lo cual serd de gran
utilidad en los siguientes capitulos.
Lema 3.1: La derivada del i — ésimo polinomio de Berstein (3.18) esta dada por:

d k—1 k—1
EBl (t) =k [Bi 7' (t) = Bf (t)]

Demostracion:

to-3[(-
::(?)[ﬁ“4(1—tﬂFi—t%k-O(l—tﬁ_Fq

k! k!

=i oGt YT ST

= k(k a 1)15“(1 R k(k R 1)#(1 — ¢kt

7 —1 7

= k[BE(t) ~ B (1)
[ |

Proposiciéon 3.5. Sean un entero positivo £ y un conjunto de puntos by, ..., by,

la derivada de la curva de Bézier b*(t) = Z?:o b;BE(t) es

—b’“ = k:ZAb BFY( (3.25)

donde Abz = bi+1 — bl
Demostracion:

Del lema 3.1 tenemos que

k
—b’c Z b, —Bf =k> [BIS() - BN (®)] b
=0
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y de (3.19) podemos escribir:
k

EY [BE) - BTN ()] b =k B () — k Zl b;BFL(t) =

1=0

k k—1
kY bBI(t kZka L _kmeB’“ Yt) = kY bBIt) =
i=1 =0

?
L

k) (bisy — b)) BFY( kZAka Y

i

Il
o

[ |
Asi la derivada de una curva de Bézier es de nuevo una curva de Bézier solo que
en vez de estar sobre E? estd definida en ®* ya que Ab; € R? es un vector.
Una forma de visualizar la derivada de la curva, es construir un poligono en E3
con puntos a + Abg, a + Ab; , ..., a+ Ab,_; en donde a es un punto arbitrario de £3

que por lo general se escoge como a = 0 (figura 3.5).

by
1
Y.
f//‘ b,
by A
hby .

Ad,
Ab, \‘\

Figura™3.5: Curva de Bézier y su respectiva derivada.
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3.5.1 Derivadas de Orden Mayor.

Para las derivadas de orden mayor necesitaremos definir el operador A"b;.
Definicién 3.8. Sea un entero positivo k y un conjunto de punos by, ..., by € E?

entonces A"b; se define como:
Arbi == Arilbprl - Arilbi

con A% = b; para i =0,..k — 1.
Asi por ejemplo:

Alb; = b1 — b,
A%b; = biyg — 2biy1 + b;
APb; = b3 — 3biyo + 3bit1 — by

Observemos que los coeficientes de los b; del lado derecho de la igualdad coinciden

con los del triangulo de Pascal, asi podemos escrbir:

A"b; = i (;) (=1)" by

7=0
(0]
T r )
Ab =) (—1)bigpj. (3.26)
i=0 |

también de la definicién 3.8 tenemos que:

! 1
Arbi - Ar_lbi+1 - Ar_lbi - Z (—1)jAT_1bi+1,j

i=0 |
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2 2
ATh; = A Phig — 207 by + ATl =) (=17 A 2b; 55
Jj=0 j
3 3 ‘
A'h; = A"bis — 3AT3bi 0 +3AT b — AT = Z (=1 A" 3b; 5 5
Jj=0 ]
J
de donde podemos se puede probar por induccién que:
=l r—1 ’
ATh =) (=1 Ay (3.27)

§=0 j
Proposiciéon 3.6. Sea k un entero positivo y un conjunto de puntos de control

bo, ..., br, € E3 entonces la r — ésima derivada de las curvas de Bézier estd dada por:

d . S e
= E A"b, BF " 2
dtrb (t> (]f T)' p—s bl 2 (t) (3 8)

Demostracién (Por induccién sobre 7):
i)Sir=1de (3.25):

dl k d k — k-1 k! — 1 k-1
— 0 (t) = =b"(t) =k E AbB 7 (t) = ——— E A B (t

i1) Supongamos que es cierto para r — 1, es decir

o k! e +1

i1i) Por demostrar que se tiene para r.

Al derivar (3.29) tenemos que:

k' k—r+1 - . .
Tt X AT B (0 - B ()]
) i=0

k! kil k—r
- (k—r)! Z A", BT (t) — Z AT, BET (1)
"L o=t —
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k" k—r k—r
= S AT BT =Y A’“lbiBf’“(t)]
" Li=0 i=0
k' — r—1 r—1 k—r
=T > (A — AT') BET()
" Li=0

k' — r k—r

3.6 Subdivision.

Dado un entero positivo k, sea una curva de Bézier con puntos de control ay, ..., a; en
E3
k
" (t) = aiBi(t)
i=0

con t € [0,1].

Entonces para un real a € (0,1) podemos definir una nueva subcurva de Bézier de
grado k con dominio [0, a] calculando sus puntos de control por medio de la funcién

k

blossom (3.17), asf si denotamos esta subcurva como ag(t) y a sus puntos de control

como by, ..., by, éstos estdn dados por:

by = [0~ o< (3.30)

parai=0,..., k.

Por ejemplo en la figura (3.6) se muestra af(t) para el caso k = 3.

Aqui se puede observar que los puntos by, ..., b3 coinciden con los puntos aj(«)
(para i = 0,..,3) los cuales se generan en cada nivel del algoritmo de Casteljau sobre

los puntos ayg, .., as al evaluarlo en .
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ag,(aj = =bzaa]

allzi=4 =300 ]

ap =&y =5[0000]

Figura™3.6: Subcurva de Bézier a3 con puntos de control by, by, by, bz sobre el intervalo

0, a].

Esto en general es cierto ya que la funcién blossom por definicién se obtiene al
evaluar en cada nivel del algoritmo de Casteljau un valor distinto. Asf este algoritmo
no solo calcula el valor a*(a) sino que también los puntos de control de la subcurva

af(t) de donde (3.30) también se puede escribir como:
b = ah(a) (3.31)

Por otro lado la propiedad de simetria de las curvas de Bézier nos indica que las
curvas formadas por los puntos de control ag, ..., ax y ax, ..., ag sobre [0, 1] son iguales
(solo que estan construidad en orden inverso), asi podemos aplicar argumento anterior
y deducir que los puntos de control que forma a la subcurva (que denotaremos por

a¥(t)) definida en el intervalo |, 1] estdn dados por:
bryi = a¥ () (3.32)

para i =0, ..., k. En la figura (3.7) se observan esta curva para el caso k = 3.
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Figura™3.7: Subcurva de Bézier a? con puntos de control bs, by, bs y bg sobre el

intervalo [o, 1].

3.7 Funciones de Bézier.

Hasta ahora solamente hemos considerado curvas paramétricas de tres dimensiones
b(t); 0 <t < 1 sin embargo serd 1til considerar curvas funcionales polinomiales de
la forma y = f(z) = Z?:o b;Bf(z) en donde b; € R. Esta curva (planar) se puede

escribir en forma paramétrica haciendo:

b(t) = = (3-33)

Asi nuestro objetivo es encontrar el poligono de control de b(t) . Para ésto utilizaremos

la identidad:
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la cual se deduce de la definicién de los polinomios de Berstein y de:

koo K k
* i1 k=i _ (k—1)! i1 p\k—i
>r | T = i (Y
=0 7 i=1
Pl RE-1 .
£y A - =1 —t) + ) =¢
=1\ -1

Entonces (3.33) se puede escribir como:

t Yo £BE(t)
b(t)
Sor o biBE ()

EICN

k
B (t)
o biBE(?) =0

=

%

De donde el poligono de control de f(t) = Zf:o b; B¥(t) esta dado por los puntos

Para distingir entre el caso paramétrico y el no paramétrico f(t) se llama funcion
de Bézier y los puntos b; (reales) ordenadas de Bézier.
Como las curvas de Bézier son invariantes bajo transformaciones afines es fécil

considerar la funcién de Bézier sobre cualquier cualquier intervalo [«,3] tomando los

valores de las abscisas:




Capitulo 4

Curvas Spline en la Forma de
Bézier.

En el capitulol comenzamos a hablar de la curva spline cibica con la construccién
del spline paramétrico, en este capitulo continuaremos el estudio de estas curvas
de manera m&s general por medio de su representacién en la forma de Bézier. Asi
discutiremos las condiciones necesarias para lograr ciertos ordenes de diferenciabilidad
continua, en especial la continuidad de la primer y segunda derivada (C' y C?) y

concluiremos con la descripcién de las curvas spline cuadraticas y ctibicas.
4.1 Curvas Spline.

Una curva spline de grado k es una curva formada por secciones de curvas polinomiales
de a lo méds grado k las cuales en su unién tienen k — 1 derivadas continuas (son de
Ckfl).

Por ejemplo en la figura (4.1) se muestra una curva spline ctibica formada por 5
secciones de curvas polinomiales de a lo mas grado 3, sqg, S1, S2, S3 V sS4, las cuales se

unen con continidad de C?.

Definicién 4.1. Dada una sucesién de nodos estrictamente creciente € = (g;)§

95
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|

&

Lol

k]

54

Figura™4.1: Curva spline ciibica formada por 5 secciones de curvas polinomiales que

se unen con continuidad de C?.

y entero positivo k, una curva spline s de grado k es un mapeo de [gg,er] a E3 el
cual a cada intervalo [;, €;,1] mapea a un segmento de curva polinomial de grado k

(denotado por s; para i = 0,1, ..., L — 1) los cuales se unen con continuidad C*~!.

Los segmentos individuales de una curva spline se puede representar por medio de
curvas de Bézier definidas cada una por un conjunto de puntos de control by, ..., by
sobre los intervalos [g;,&;11] parai=0,...,L — 1.

Por ejemplo para la curva de la figura (4.1) se pueden escoger puntos de control

bo, ..bs de tal forma que esta curva se pueda representar por medio de 5 curvas de

Bézier como se muestra en la figura (4.2).

Una curva formada por secciones de curvas de Bézier es llamada curva de Bézier
por piezas y la coleccién de todos los poligonos de cada una de las curvas es llamado

poligono de Bézier por piezas.
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S

k]

Figura™4.2: Curva spline representada por medio de 5 curvas de Bézier.

Asf una curva spline de grado k representada en la forma de Bézier es una curva

Bézier por piezas en la cual cada par de curvas se unen con una continuidad de C*~1.

4.2 Condiciones de Continuidad de las Curvas de
Bézier por Pedazos.

Ahora estudiaremos las condiciones necesarias para lograr que la unién de las curvas
que forman una curva de Bézier por pedazos tenga ciertos grados de diferenciabilidad
continua.

Ejemplo 4.1. Supongamos que tenemos una curva de Bézier s de grado 3 con

2 4 6 4
puntos de control ag = , Q] = , Qg = y ag = definida sobre

4 8 6 2

el intervalo [gg, €2] = [0, 1].
Asi si tomamos €; = % entonces del proceso de subdivisién descrito en la seccion

3.6 podemos formar dos subcurvas de Bézier de grado 3, sy y s; sobre los intervalos
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[€0,€1] ¥ [€1, 2] calculando sus puntos de control por medio de (3.31) y (3.32), asi

tenemos:

Puntos de control de s; en [gg,e1] Puntos de control s; en [e1, &5

2 130
b 0 . b 3 . 27
0 = ag(e1) = 3 = ap(er) =
! 1
10 44
1 3 2 9
bi = ap(e1) = by = aj(e1) =
20 40
3 9
42 14
2 9 2 3
by = agle1) = bs = aj(e1) =
60 10
L 9 - L 3 -
3 % 0 4
by = ad(ey) = bs = az(e1) =
140 2
- 27 -

Estas curvas y sus respectivos puntos de control se presentan en la figura (4.3),
aqui también se puede observar que estos puntos son el resultado del calculo del punto
a3(e1) = b sobre la curva de Bézier s por medio del algoritmo de Casteljau.

En general para un entero mayor que cero k, dado un conjuto de puntos de Bézier
ag, ..., ay los cuales determinan una curva de Bézier a*(x) = Zf:o a;BF (), para x €

[€0,€2], sie1 € [g0, €1] los puntos de control de las subcurvas de Bézier sq y s, definidas

en los intervalos [gg, 1] y [e1, €2] estén dados por
bi = aj(er) (4.1)
i = a; '(e1)

parai=0,..., k.

En la figura (4.4) se muestra la mismas curvas sy y s1, sin embargo ahora se
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Figura™4.3: Curva de Bézier s en [eg, 5] formada por dos subcurvas sg y s; definidas
en [eo, 1] v [e1,€2].

bél(ﬁ'zj'
[ ]

allm) = sy

A,

|, >b§ (2

&y 1
b =k
o BT
I—‘%“—|ﬁ—lk By = bi(e,)
ED .E'l Ez ﬁl

B =’5§(523'

Figura™4.4: Curva de Bézier s en donde las distancias entre los puntos de control de
los poligonos de Bézier se muestran explicitamente, en donde A; = ;1 — &;.
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pesentan explicitamente las distancias entre los puntos que forman el poligono de
control, en donde A; = ;.1 — €;. Aqui podemos observar que los puntos b, bs, by son
colineales y que la distancia de by a bz y b3 a by estan en propocién de Ag : Ay, asi la
linea recta que pasa entre by y b3 segin la definicién de la interpolacién lineal (3.5)

estd dada por:

() = by <€1A_Dx) + by <x;0€°> Vi

la cual para z = g5 cumple:

£1— &9 €2 — &g 1
l(eg) =bys=by| ——= | +b = by(eq).
) ==t (252 ) o (25) =t

Lo mismo sucede con los puntos by, by y ai(e;) de donde la linea recta que pasa

por by, by cumple que si z = e

E1— € Eog — &
1(62) :a}(al) :bl( 1A0 2) +b2( 2A0 O) :b%(éfg)

y para los puntos bi(e3), bi(e2) y bs:

er) = bs = b (T2 )+ thten) (2 ) = e

repitiendo el argumento para las tercias by, by, by (€2), by (€2), bl (g2), az y b3(g2), b3 (g2), bs

deducimos que:
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de donde concluimos que:

by = by(e2)
bs = bi(ey)
be = bylea)

En la siguiente proposicién generaliza este resultado.

Proposicion 4.1: Sea un entero mayor que cero k y dos conjuntos de puntos de
control by, ..., by v by, ..., boy, de E3 de dos curvas de Bézier sq y s; de grado k definidos
respectivamente en [gg, £1] y [€1, £2] las cuales forman una curva de Bézier por piezas
de grado k definida en [g, £2] con puntos de control ay, ..., ai. Si el conjunto de puntos

bo, .-, bk, ..., bog estén generados por (4.1) entonces:

€2 — &

bri = bi_.(x) parai =0,....k con (4.2)

Demostracién (Por induccién sobre 7):
Para i = 0, (4.2) se cumple claramente.
Sii=1por (4.1) b1 = ai (1) y asi debemos mostrar que b}, (x) = a¥~!(ey),

ahora como:

by (7) = (51;052> bi1 + (52;()5") i

entonces de nuevo por (4.1) ésto es igual a:

g1 — € _ E9 — &
- (5520 (452 e
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Ahora supongamos que (4.2) es cierto para i — 1, es decir:
a?—_liﬂ(el) = bpti—1 = b’]i;:li+1($)
por demostrar para i, por (4.1):
bpti = afii(gl)
entonces debemos probar que:

2—1(33) = af_i(gl)

Ccomo

) = (252 )i+ (22 o)

y de nevo por (4.1) ésto es igual a:

£1—¢€ » £y — € »
= ( 1A0 2) a?—l(gl) + ( 2AO O) a’f—lJrl(gl)

Una tltima observacién en la figura (4.4) es que las curvas so y s; coinciden en
1 es decir sg(e1) = by = s1(e1). Esto es cierto también para la primera, segunda y
tercera derivada, como veremos a continuacion:

Ejemplo 4.2 De (3.22) s¢ y s1 se pueden escribir como:

3 3
z—0 3
so(x) = ZbiBf’(g — 0) = ZbiB?(?U)
=0 3 =0

para r € [0, %]
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win

3
=> bWBf( Z bei B (31 — 2)
=0

wno

para x € [%, 1] .

Y asi de (3.28) tenemos que la r — ésima derivada de s y s; estdn dadas por:

r 3—r
- (2) S oo

s\ () ZA by s B3 (3z — 2)

=0
parar =1, 2,3.

Y asf evaluando e, = % tenemos que :

r 3—r 3 r
( ) ZA% B3(1) = (5) ATbs_,

s§<§> — (8 Y A BI(0) = (8 Ay

=0

Entonces se tienen las siguientes igualdades:

2
(§> Alby = <§> (bs—bo) = | | =3(bs— by) = 3A b,
2 2 0
. _? -
8
9\ ., 9 ~3 )
- A b1 - - (bg - 2b2 + bl) - - 9(b5 - 2b4 + bg) - 9A b3
4 4 0
. _? -
27 27 —4
( 3 > A3by = (@) (b3—3by+3b—by) = = 27-(bg—3bs+3bs—b3) = 27-A’b3
4

La siguiente proposiciéon generaliza este resultado.
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Proposicion 4.2: Dado un entero positivo k y sean dos curvas de Bézier sq y $1

de grado k cuyos puntos de control son bg, by, ..., b, v bg, bgyi1, ..., bop definidas sobre

los intervalos [gg,€1] v [e1, €2] respectivamente, las cuales forma una curva de Bézier

de dos piezas s de grado k, entonces s es r — veces es C" en g7 si :

()

br+i = by, A para 1=0,..,7,
0

Demostracion:

Para facilitar la notacién de la demostracion escribimos; €5 — g = Ag + Aq. Asi

por (3.21) sg y $1 se pueden escribir como:
k -
so(x) = 3230 b:iBF (4522)
k -
s1(2) = 2iig bryi B (552)

para x € [gg, &

Y por (3.28), (3.24) tenemos que:

dr 1\"
dgrsl(el) = <A_0> Arbk_r

d" 1\"
duT82(€1> = (A_l) Arbk

Asi la demostracion de la proposicién se reduce a probar que:

Ao+ Ay

brs1 = bj,_,( A

Por induccion sobre r

Si r = 0 se cumple trivialmente.

= ATAb, = ATATh,;  i=0,...
1 0

Y

r

(4.4)
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Si r = 1 por demostrar:

AlAlbk,1 == A[)Albk

pero por hipétesis:

Ao+ A
AoA'b, = Ag(bgyr — by) = Ao(bi—l(%) — by,
0
A Ao+ A A
= AO(_Kébk_l + %bk — A_zbk) = A1A1bk—1

Ahora supongamos que se cumple para r — 1 es decir:
ATTIAT N, = ATTIAT N,
y demostremos para 7, como
ALATb = AG(A" by — A7) = A (AL TA by — ALTTAT )
y por hipdtesis de induccién ésto es igual a:
Ag(AT A oo — ATTTA e yg) = AT AGA T b ye — DoA T 1)

usando (3.27) esta expresién se puede reescribir como:

r—2 | or=2 r—2 | r—2
AT A Y (—1Y A'bpj— Do Y (1) Alby_; 4
Jj=0 Jj Jj=0 J
r—2 | or=2 r—2 | r—2
= Al (—1)7 AoAlby_j =Y (~1) AoAby_;_y
=0 j =0 j

por el caso cuando r = 1 tenemos que:

. r—2 ' r—2 . r—2 ' r—92 .
Aq_ Z(_l)J A1A bk—j—l - Z(_l)J AlA bk—j—2
Jj=0 ] j=0 j
i T r2 r—2
= A [ Yy Al =3 (-1 Alby
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y de nuevo por (3.27) tenemos que:

AT(A™ by — ATy ) = ATATY

4.2.1 Continuidad de C' y C?.

Continuidad de C'. Para la construccién de las curvas spline cuadréticas y ciibicas
es necesario que tener claro las implicaciones que tienen condiciones de continuidad
de C' y C?, a continuacién las estudiaremos més a fondo.

Sea s una curva de Bézier de dos piezas de grado k (para un entero positivo k)
definida sobre el intervalo [gg, €3] la cual estd formada por dos subcurvas de Bézier sg
y s1 de grado k con puntos de control by, ..., by y bg, ..., bar, definidas en los intervalos
[€0,€1] ¥ [€1, 2] respectivamente.

Asi segun (4.4) la condicién que garantiza la continuidad s y su primer de derivada

en €; es:

At Ay = AgAlh, (4.5)

la cual nos indica que los puntos by_1, bg, by+1 deben ser colineales y que la distancia
de los by a by_1 y la de byy1 a by estd en proporcion de Aq : Aj, de donde la linea

recta que pasa por bg_1 v bry1 cumple que (figura 4.5):

Ay Ag
by=|——)bk1+|—— )0 4.6
= (2 s (52 o a0

Es importante mencionar que la simple colinealidad de tres puntos de Bézier

bp_1,bi, byr1 no es suficiente para garantizar la continudad C! en £; ya que esta
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Figura™4.5: Condicién de continuidad de C*.

continuidad esta basada en una relacién entre el dominio y el rango y la colinealidad
de los tres puntos es puramente un fenomeno del rango. Sin informacién adicional
del dominio de la curva no se puede hacer ninguna afirmacion a cerca de la diferen-

ciabilidad. Sin embargo la colinealidad garantiza una tangente variable continua.

Continuidad de C?. Ahora supongamos que s es de C! en ¢; y deseamos lograr
la continuidad de C2.

Asf segin (4.4) para r = 2, continuidad de C? se tienen siempre que:
A2A%b,_y = AZA%D, (4.7)

lo cual es cierto siempre que:

Ao+ Ay

b1 = bj_sf A

)

lo cual indica que las curvas con puntos de control by, ..,bx_1, bp v bk, bgio, ..., bok

definidos sobre [gg, £1] v [€1, £2] describen la misma curva curva global sobre el intervalo
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Figura™4.6: Curvas de Bézier cuadraticas sg y s; definidas respectivamente en los
intervalos [gg, 1] ¥ [€1, €2) que se unen con continuidad de C? en ;.

[€0,€2] ¥ por lo tanto debe existir un poligono by, .., bg_o, d, bg12, .., bay, que describe la
curva global en [gg, €]
Asf la condicién de C? para una curva s de C! en £; se tienen si existe un punto

d tal que (figura 4.6):

Ag
b1 = b d 4.8
o = (g5 ) et (52 (48)

brt1 (Ao—l-Al) d+ (A0~|—A1> b2

“lz

En ejemplo 4.1, d = al(e;) = )y by = aj(e1) con &1 = 2

entonces:

'S
)
=
o

=

5 1 9 3 2
by — = Zby+ d = z
2 303 *3

D
o
=
ol

5| 1. 2 1|3 2| 3
37 3% 3
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Las condiciones (4.8) nos proporciona una forma fécil para probar si una curva es
C? en un punto de ruptura ¢;, simplemente construimos dos puntos auxiliares d_, d

del lado derecho e izquierdo y checamos su igualdad, es decir comprobando que:

Ag+ A A
d=—"—— A “b 1 — K‘ibm
Ag+ A A
dy = OA—Olbkfl - Kébkq

sean iguales.
Por supuesto la otra forma de comprobar la continuidad de C* dado por (4.7)
sin embargo (4.8) es més préctica ya que ésta compara puntos (d_ y dy) mientras la

segunda compara vectores (A2%by y A2bs).
4.3 Curvas Spline Cuadraticas y Cubicas.

Una vez caracterizadas las condiciones necesarias para la continuidad de C' y C? a
continuacion estudiaremos la construccion de las curvas spline cuadraticas y ctibicas.

Curvas Spline Cuadréticas.

Dada una sucesién de nodos ¢ = (g;)& estrictamente crecientes, por definicién
(definicién 4.1) una curva spline cuadratica estd formada por secciones de curvas
polinomiales de grado 2 las cuales se unen con una continuidad de C*.

Asi para representar este spline en la forma de Bézier se necesitan tres puntos
de control por cada segmento de curva, en donde cada par se deben unir con una
continuidad de C*.

Como cada punto de unién de las curvas tiene un subindice par (ya que la numera-

ci6n comienza desde cero) éstos se denotardn por by; y segin (4.6) deberan calcularse
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por:

A, Aiy
by = (m) bai—1 + (m) b2i 11 (4.9)

para i = 1,..., L — 2. Los puntos by;,1 son llamados interiores.

Asi en general una curva spline s cuadrética estd completamente determinada por
una sucesiéon de nodos estrictamente crecientes e = (g;)§ y un conjunto de puntos
bo, b1,b3, ..., bait1, ..., bap 1, bar, ya que los restantes se calculan por (4.9).

El poligono formado por los puntos by, by, bs, ..., boi 11, ..., bap, 1, b, es llamado po-
ligono B-spline o poligono ”de Boor” de s, los cuales también se denotan por d_; =
bo,dy = by, ...;dp 1 = bop_1, dp, = bop.

Una curva spline descrita en términos del poligono B-spline es llamada curva
B-spline.

En la figura (4.7) se presenta una curva B-spline cuadratica con ocho puntos de
control formada por seis curva las cuales se unen con una continuidad de C'. En la
figura (4.8) se presenta otra curva B-spline cuadratica con la cual se dibujo la letra

o

S
Una importante propiedad que las curvas de Bézier no comparten con las curvas
B-spline, es el control local. Fn una curva de Bézier el cambio de un vértice de control
afecta a la curva completa (este es un cambio global) . Sin embargo el cambio de
un vértice de control en curva cuadrética B-spline afecta a lo més tres segmentos de
curva.
La propiedad control local es una de las principales razones que ha hecho que las

curvas B-spline sean tan populares, por ejemplo en el caso de diseno de fuentes es muy
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Figura™4.7: Curva B-spline cuadratica formada por el poligono de Boor, d_1, ..., dg.

Figura™4.8: Curva B-spline cuadrética formada por el poligono de Boor d_1, ..., dy7.
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Figura™4.9: Curva de B-spline la cual contiene un segmento de linea recta formada
por los puntos ds, ds y ds.

importante que los cambios en la fuente sean locales y no afecten diseno completo.

Otra consecuencia del control local es la de poder incluir segmentos de linea recta
en una curva cuadritica B-spline, ya que si tres vértices de control son colineales
el segmento cuadratico determinado por ellos es lineal. En constrate una curva de
Bézier simple no puede contener segmentos lineales a menos de que ella misma sea
lineal.

Por ejemplo en la figura (4.9) se presenta una curva B-spline cuadratica la cual
dibuja la letra "m” en donde existe un segmento de recta formada por los puntos de
control ds, dy y ds.

Curvas B-spline Cuadraticas Cerradas.

Dada una sucesién de nodos estrictamente crecientes € = (g;)5 y un poligono de
Boor formado por los puntos d_1, dy, dy, ..., ,dar,_1, dsr,. Una curva B-spline cuadratica

cerrada s es una curva cuadratica B-spline si :

s(eg) =d_1 =dor = s(er)
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Figura™4.10: Curva B-spline cuadratica cerrada.

Por ejemplo en la figura (4.10) se muestra una curva B-spline cuadrética cerrada,
definida por la sucesién de nodos € = (5,~)3 y los puntos d_; = by, dy = by, di = b3,
dy = bs, d3 = by.

Para lograr que la curva B-spline cerrada sea de C*! en by segtin (4.5) los puntos
b1, bo, br—1 deben de ser colineales y estar en proporciéon de Ag : Ay y asi por (4.6)

tenemos que:

_ . Apy Ay
by = bar, = A0+AL—1b2L_1 + A0+AL—1bl

por ejemplo en la figura (4.11) se presenta la misma curva de la figura (4.10) sin

embargo aqui la unién en los extremos es de C*.

Curvas Spline Cibicas.

Dada una sucesién de nodos extrictamente creciente ¢ = (g;)§, una curva spli-
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Figura™4.11: Curva B-spline cuadratica de cerrada en la cual la unién en los extremos
es de C*.

ne ctibica por definicién es una curva formada por secciones de curvas polinomiales
cibicas las cuales se unen con una continuidad de C?.

Asi para representar una curva spline cibica en la forma de Bézier necesitamos,
cuatro puntos de control por cada seccién de curva en donde cada par de curvas se
deben unir con una continuidad de C2.

Como cada cuarto punto de unién tiene un subindice impar (pues comienza la
numeracién desde cero) estos puntos se pueden denotar como bs; y asi para lograr la

continuidad de C' de (4.6) bs; se deben calcular como:

A; A
bsi = ———bsi-1 + :

A+ A A+ A a1 (4.10)

parat=1,..,L — 1.

Para la continuidad de C? segin (4.8) deben de existir puntos auxiliares d; de tal
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Figura™4.12: Condicién de continuidad de C? en una curva de B-spline.

forma que la distancia de los puntos bs; 1 a bs; v d; a bs; 11 y la distancia de los puntos
bsi—1 a d; y bsiy1 a bsiio estén en proprocién de A;_; : A; (figura 4.12).

De donde estos puntos se calculan por :

Aifl + Az Aifl
by y — di+(—2E )4 411
e (Ai—2+Ai—l+Ai) t (Ai—l+Ai) ( )
A, Ao+ A
byic1 = d;_ d;
sl (Ai—2 + A+ Ai> e (Ai—2 + A1+ Ai)

para i = 2,...L — 2.
Para el caso de la primer curva que forma al B-spline cibico, los puntos by y by
son cualesquiera pero para lograr que la distancia entre by y by y dy y bs esté en una

proporcién de Aq : Ay, by se debe calcular como:

Aq Ay
b= [—2L Voo (—20 Ny 412
2 (A0+A1> 1+(A0+A1) ! (4.12)

Lo mismo pasa para la iltima curva, aqui los puntos bs;,_1 y b3z, son arbitrarios y
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bsr_o se debe calcular por:

byp o= ————dp 4+ (4.13)

Asi en general una curva spline ctibica estd completamente determinada por un
ién de nodos estrict t iente € = (g;)§ junto d tos d
una sucesion de nodos estrictamente creciente € = (g;); y un conjunto de puntos d_1,

dg, ...,dr,dr 1 los cuales forma el poligono ”de Boor” donde :

d_y = by
dy = b
dp, = bsp
dry1 = bsg

calculando los puntos de control restantes de las curvas que forman al B-spline ciibico
por medio de (4.10), (4.11) (4.12) y (4.13).

En la figura (4.13) se presenta el B-spline ciibico formado por los mismos puntos
de control del B-spline cuadritico de la figura (4.7) aqui podemos observar que esta
curva es mas acentuada que la cuadritica ya que las uniones son més suaves, ésto
mismo se observa en al comparar las dos ”s” que se presentan en las figuras (4.8) y
(4.14).

El control local en el caso de las curvas B-splines ciibicas no es tan local como
para las cuadraticas. Ya que al mover un vértice de control d; se ven afectados cuatro

segmentos de la curva.



117

Figura™4.13: Curva B-spline ciibica formada por el poligono de Boor, d_1, ..., dg.

Figura™4.14: Curva B-spline cibica formada por el poligono de Boor dj, ..., dy7.
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Capitulo 5

Curvas B-splines.

En el capitulo anterior se hablé de las curvas B-spline cuadréticas y ciibicas como
aquellas curvas spline en la forma de Bézier formadas por el poligono de Boor o B-
spline, en este capitulo podremos generalizar este concepto por medio del algoritmo
de Boor a partir de cual también profundizaremos la teoria de estas curvas. Asi
discutiremos la diferenciabilidad continua de una curva B-spline, las implicaciones de

la insercion repetida de nodos y el blossom B-spline.

5.1 El Algoritmo de Boor.

El algoritmo de Boor publicado por Carl de Boor en 1972 [6] define completamente
las curvas B-spline andlogamente a como el algoritmo de Casteljau define las curvas
de Bézier, este algoritmo estd basado en el efecto que tiene la insercién repetida de
un nodo sobre el poligono de control B-spline.

Por simplicidad la descripcion de este algoritmo se hard en términos de curvas
funcionales discutidas en la seccién 2.2, sin embargo la generalizacion paramétrica
también serd discutida.

Continuaremos usando la variable k para denotar el grado de las curvas y L

119
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denotard la cantidad de segmentos de curva que forman el spline. La sucesiéon de
nodos € = (g;)57*72 estard formada por una sucesién de nodos no decrecientes en
constraste con los capitulos anteriores en donde la sucesién ¢ estaba formada por
nimeros estrictamente creciente! , asi puede suceder que g; = i+l = "+ = Eixm—1,
en este caso se dice que ¢; tiene multiplicidad m y en particular si m = 1 también se
dice que ¢; es de multiplicidad simple.

El intervalo [e_1,er4%-1] serd llamado intervalo dominio o de definicién y los
nodos contenidos en éste son llamados nodos dominio.

Definicién 5.1. Sean k y L dos entero postivos y una sucesién de nodos no

decreciente £ = (g;)§72*72. Las k + L abscisas de Greville se definen como:

1
Ti:E(ei‘{‘““{‘gi-&-k—l); i=0,.,L+k-1 (5-1)

Ast dado € = (;)57* 72 y un conjunto de ordenadas de Boor d; sobre las abscisas
de Greville podemos definir un poligono B-spline P formado por los puntos (7;,d;)
para i = 0,...,L + k — 1> (donde los 7; se calculan 5.1) , el cual es una funcién
lineal por pedazos con puntos de ruptura en las abscisas de Greville, por ejemplo

observemos la figura (5.1).
5.1.1 Insercién de Nodos.
Iniciaremos la discusién del efecto que tiene la insercién de nodos sobre el poligono

B-spline por medio del siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1.

1 Excepto en la seccién en donde discutimos las funciones B-spline y diferencias divididas, ya que
estas tltimas por definicién permiten nodos repetidos.

2 Sin embargo los subindices de este poligono son dintintos a los poligonos B-spline definidos en el
capitulo 4 en este caso empienzan en 0 y terminan en L + k — 1.
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O &
O
Y
j
=

o LB To L
W W W W W W
A A A A A A A
&2 &1 Ey £,
iy -8
o T3
VoW W W W
A A A A A A A
£, o

Figura™5.1: Abscisas de Greville para varias sucesiones de nodos y grados con su
correspondiente poligono P, para la figura superior izquierda k = 1, L = 1, la superior
derecha k = 2, L = 2 y la inferior k = 3, L = 2.

Sean k = 2, L = 3, una sucesién de nodos no decreciente € = (g;)5 y un conjunto
de ordenadas de Boor {d;} i—o,..4» st de (5.1) calculamos las abscisas de Greville como
€it€it1

2

T = para i = 0, ...,4, de donde el poligono B-spline P estd formado por los

puntos {(74,di)};_g 4

Ahora supongase que deseamos insertar el punto x € [e1, &3] C [e1,€4] como un
nuevo nodo de la sucesién e, entonces para este caso se generan dos nuevas abscisas

de Greville (que denotaremos por 77 y 73) dadas por:

. &1 +x

1= (5.2)
z T+ &g

de donde sus correspondientes ordenadas de Boor se calculan por la interpolaciones
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Figura™5.2: Poligono B-spline al insertar el punto z en la sucesién de nodos £ = (&;)§.

lineales (denotadas por df y d3) (figura 5.2):

T1— TY 5 — To
i Ly + = dy
T1 —To T1 —To
i X
To — T Ty —T1
dj = 2dy + 2——d,
To—T1 To—T1

y de (5.1) y (5.2) estas ecuaciones se pueden escribir respectivamente como:

Eo— T T —¢&p
E2 —&p E2 — &
€3 — T r—¢&1
d; - d1 + d2
€3 —¢1 €3 —¢&

De donde la nueva sucesién de nodos que incluye a x dada por € = (g, €1,¢2 = =,

€3 = €9, £4 = €3, €5 = £4,6¢ = £5) forma un nuevo poligono B-spline (denotado por
X 1 €T T .
P?) definido por los puntos {(7§,df)},_, 5 con:

€T x

. en+zxr T+ &9
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X
T, = Ti-1, di =d;

para i = 3,4, 5.

Este proceso se puede describir en forma algoritmica como sigue.

Algoritmo de insercién de nodos.

Dada una sucesién de nodos no decrecientes ¢ = (¢;)5%*~2 (para k y L enteros
positivos) y un conjunto de ordenadas de Boor {di}i:[),..., L+k_1 las cuales forman un
poligono B-spline P con los puntos {(7;, di)}i:[),..., [+k—1 Sl insertarmos un nuevo nodo
x € [er,er41] C [€k—1, .-, EL+k—1] €N € se genera un nuevo poligono P* formado por los
puntos {(77,d? )}i:[),..., 1+ los cuales se calculan por medio del siguiente algoritmo:

1. Obtener el mayor I tal que e; < x < e741.

Siz = ey yer es de multiplicidad k entonces parar.
Si no:

2. Parai=0,....1 —k+1
T?:Ti, df:dl
3. Parat=1—-k+2,...,1+1

= et ) o
T, = —\&; Eitk— —X.
1 ]f +k—2 ]f

T, — T7 T — Ti 1
& = ——di + ———d,
Ti — Ti-1 Ti — Ti-1
Eitk—1 — T T —¢&i—1
— —di_l —d’L
€itk—1 — E€i—1 €itk—1 — €i—1

4. Parat=1+2,.... L+ k

X T
T; = Ti—1, di =d;_;
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Figura™5.3: Poligono de B-spline al insertar los puntos z, y en € = (&;)§ -

5. Renumerar la sucesiéon de nodos incluyendo x como e;44
6. Remplazar L por L + 1.

Es importante comprobar que este el algoritmo es consistente, es decir que el
proceso no depende del orden en que se inserten los nodos, por ejemplo supongamos
que k =2, L = 3y asf tomemos ¢ = (¢;)3 y un conjunto de puntos de Boor {d;},_, ,

sobre las absisas de Greville {7}, .

Si z, y € [e1, 5] entonces observemos que al insertar en € los puntos zy y y y y
x (en ese orden) segun el algoritmo de insercién tenemos los poligonos que presentan

en las figuras (5.3) y (5.4) respectivamente, aqui se puede apreciar que d5’ = d3”.

Proposiciéon 5.1. Sean k y L dos enteros positivos, € = (gi)0L+2k’2 una sucesiéon

de nodos creciente y un conjunto de ordenadas de Boor {di}i:O,..., L+k_1 los cuales
foman un poligono B-spline P con los puntos {(7,d;)},_q . 1, 1, en donde los valores

7; se calculan con (5.1).

Supongamos que se insertan los puntos z y y € [ex_1,€4%-1] en la sucesién de
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= £] x ¥ E=to) £3 £y £

Figura™5.4: Poligono de B-spline al insertar los puntos y, = en € = (&;)§ .

nodos € con el algoritmo de insercién. Si P* y PY" denota los poligonos formados al

insertar x y y y y y x respectivamente entonces P*Y = PY".

Demostracion:

Sea x € [er,er41], por el paso 5 del algoritmo de insercién de nodo:

T

T, —T7 T Ti 1
& = ————diy + ————d (5.4)
Ti — Ti-1 Ti — Ti-1
Eitk—1 — X T — &1
el g+ ——— g
Citk—1 — &i-1 Citk—1 — &i-1
parat=1—k+2,....1 + 1.
De igual forma si y € [, e741]
y y
Ti— T} T —Ti 1
di/ = —* di—l + - dz <55)
Ti — Ti-1 Ti — Ti-1
Eitk—1 — Y Y —&i-1
—————d; 1 + —————d, (5.6)
€itk—1 — &i—1 €itk—1 — &i—1

parat=J—-k+2,...,J+ 1
En caso de que [e7_g12,€711] N [E7_k12,€741] = @ no hay nada que probar ya que

cada proceso de insercién no tiene inferencia sobre el otro y asi P* = PY*, en caso
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contrario:
r _ Ty Yy _ x
JEY Tiv1 — Tip1 v+ Tiv1 = Ti
e N
Tit1 — 75 Tiv1 — T;
Eitk—1—Y de Yy—¢& d®
i T i+1
Eit+k—1 — & Eitk—1 — &;
zy 1 1
donde 737, = ¢ (€iy1 + -+ eipn—r) +z(z+y)y
Y yzxr yzxr Y
qv" Tit1 Ti+1cﬁ; n Tiy1 — 7y & =
i+1 YooY T YooY i+1 T
i+1 i i+1 i
Eitk—1 $dy 1 r—¢&; &
i i+1
Eitk—1 — & Eitk—1 — &

donde 77, = 1 (€41 + * - - + €i4—r)+ 1 (y+2), logrando la igualdad de estas dos ul-

timas expresiones al sustituir df, d? ,, d?, d,, por (5.4) y (5.5).

Regresemos ahora al ejemplo 5.1 y observemos que si reinsertamos una vez més

el nodo x en ¢ la nueva abscisa de Greville que se genera concide con x ya que:

o _ 21T _THT

2

2
y la correspondiente ordenada de Boor es:

T T
T3 = T1
x T dl +
71

T
5" =
7_2_

2
T i
Ty — T3 P
7T _ T 2
2 1

a partir de este momento cualquier reinsercién de z no genera nueva abscisas de

Greville ni ordenada de Boor (figura 5.5) se dice entonces que d5* es un punto en la

curva B-spline.

En general para grado k la insercion repetida de un nodo x después que éste

tiene multiplicidad k no ejerce ningin cambio

sobre el poligono asociado B-spline y

la correspondiente ordenada de Boor es un punto sobre la curva B-spline. Este hecho
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es la clave del algoritmo de Boor, para presentarlo necesitaremos antes la siguiente

definicién.

Figura™5.5: Al reinsertar 3 veces o mds el nodo x el poligono B-spline queda sin

cambio.

Definicién 5.2: La abscisa de Greville que se genera al insertar r — veces un

nimero z esta dada por

r 1 1 r—uveces
TP =pEit i) H (@t )

coni=1—-—k+r+1,.,I+1ye+---+eikr1=0sii<i+k—r—1
Algoritmo de Boor.

Si denotamos una curva B-spline de grado k con poligono de control P por By P
y su valor en el pardmetro x € [e7,e741) C [ex_1,€L4k-1] por [BiP] (x) entonces el

algoritmo de Boor se define como:
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_ ~1
IR T —T)

di(z) = —H—dn @) + S —d T (@) (5.7)
i i1 i i—1
Citk—r — X 4 1 L —&i—1 r—1
Eitk—r — Ei-1 1( ) Eitk—r — Ei-1 ( ) ( )

parar=1,...k—myi=1—k+r+1,...1+1y entonces
(B P] () = dy 7 (x) (5.9)

es decir d¥ 7" es el valor de la curva B-spline en z. En donde m denota la multiplicidad
de z y d(x) = d;.
Un importante caso especial del algoritmo de Boor se tiene si la sucesién de nodos

tiene la siguiente forma:
O=¢ep=e1==¢€p1 <€p =€pqp1 =" =ég-1 =1

asf ¢ y €, tienen multiplicidad k y las abscisas de Greville para este caso estdn dadas

por:
1 .
Entonces para 0 <t <1y I =k — 1 el algoritmo de Boor queda:

Eitk—r — 4 -1
di(t) = —2— g t) + —————
(¥ Eitk—r — Ei—1 1) Eitk—r — Ei—1

e gy

parar=1,..,kyt=r,..,kendonde g, , =1, g;_1 = 0, asf esta dltima expresién

se puede escribir como:

di(t) = (1 — t)di=}(t) + tdi(t) (5.11)
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iEl cual es la formula (3.11) del algoritmo de Casteljua !* , esto muestra que el
algoritmo de Casteljau es un caso particular del de Boor.

La restriccién al intervalo [0, 1] no es esencial ya que todas las construcciones son
invariantes bajo transformaciones de pardmetros afines. Asi si dos nodos adyacentes
de cualquier sucesién de nodos tienen multiplicidad & la correspondiente curva B-
spline entre éstos nodos es una curva de Bézier, cuyo el poligono de control es un
poligono de Bézier sobre abscisas de Greville igualmente espaciadas.

Asi, si en una curva B-spline de grado k£ sobre un conjunto arbitrario de nodos
se reinserta cada nodo de tal forma que todos tengan multiplicidad k. El poligono
B-spline correspondiente a esta nueva sucesién de nodos es un poligono por piezas de
Bézier de la misma curva, esto muestra que las curvas B-spline son polinomios por

piezas sobre [e_1,€11x_1] -

5.2 Diferenciabilidad Continua de las Curvas B-
spline.

Consideremos la sucesién de nodos:

0 = gp=¢e1=-=¢,1
< €k = Ek+1 = 1 = Ek4r—1
< Ektr = Ektr4l = " = E2%4r—1 = 1

Asi g, tiene multiplicidad r y por (5.11) el algoritmo de Boor estd dado por:

i (ex) = (1 — ex)di_{ (ex) + exd] " (ex)

3 Con el subindice ¢ corriendo de 7 a k.
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parar = 1,...ky ¢ =r, ..k, los cuales como se menciono anteriormente son
k — r niveles del algoritmo de Casteljau y asi de (4.3) los dos segmentos de curva que
se unen en ¢; son al menos k — r veces diferenciables.

De nuevo como se dijo antes toda la construccién del B-spline es invariante ba-
jo transformaciones de pardmetros afines y este argumento también es vilido para
cualquier intervalo [g;, &;11].

Si queremos investigar que tan suave es una curva B-spline en un nodo, podemos
forzar a que sus dos vecinos tengan multiplicidad & jsin cambiar la curva! y aplicamos
el argumento anterior.

Asf un curva B-spline definida por el algoritmo de Boor es (al menos) de C*"
en los nodos con mutiplicidad r. Y de C*~! si todos los nodos son simples (mismo

resultado que obtuvimos al final del capitulo 2 con las funciones B-spline).

5.3 El Caso Paramétrico.

Por supuesto la curva B-spline también puede ser pardametrica, todo lo que tenemos
que hacer es usar la curvas funcionales B-spline (todas sobre la misma sucesién de
nodos) para cada componente de la curva.

Asf dados dos enteros positvos L y k una sucesiéon de nodos no decreciente ¢ =

(£)572 y un conjunto de puntos d; = | g | € E®, parai =0,...,L 4+ k — 1, si

t € ler,er1] C [ep1,6000-1] €l algoritmo de Boor para la curva paramétrica estd

dado por:
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Figura™5.6: La sucesién de nodos es ”dibujada” en el poligono de control de la curva
paramétrica B-spline con k = 3, L = 5. El intervalo [e4, 5] se pinta con linea més
negra.

parar =1,...k—myi=I—k+r+1,..,I+1. Aqui m representa la multiplicidad

dz, (1) dz, ds
detydi(t)=| @ (1) || dy | = | &
d; () dig d;

Asi en el primer nivel del algoritmo de Boor (para r = 1) se toman todas las
subsucesiones de k + 1 nodos que contienen el intervalo [ur, uyy1], mapeando el valor

de t sobre el poligono formado por los puntos d; obteniendo los nuevos puntos d; (t) =
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di; (t)

d?,(t) (parai =1—k+2,...,1 + 1), éste procedimiento se repite en el siguiente

fi(t)

nivel para todas las subsecciones de k nodos que contienen [ur, ury1] con el poligono
i (t)

formado por los d}(t) obteniendo asi los nuevo puntos d?(t) = 4’ (t) | etc. Enel

d; 1 (t)

tltimo nivel se mapea los [ur, ur41] hacia di'(¢), dj;{(t) para obtener el punto di.

en la curva B-spline.

Geométricamente el algoritmo de Boor ”dibuja” la sucesién de nodos en las rectas
que forma el poligono de control en cada nivel hasta evaluar el punto ¢, asf la subsu-
cesion de k + 1 nodos €y, ..., €, es mapeada a la recta que pasa por los puntos dy, d;

(que se denota dydy), los siguientes k + 1 nodos €1, ..., €x11 son mapeados a d;ds etc.

Por ejemplo en la figura (5.6) se muestran estos mapeos para un B-spline con
k =2y L =5, aqui la multiplicidad del primer y 1iltimo nodo es de 3, asf en la recta
formada por los puntos dy y d; solamente esta ”dibujado” el intervalo [e3, 3] ya que
la multiplicidad de €y hace que se interpole el punto dy, lo mismo sucede con €7, dg y

la recta formada por dgds;.

En las figuras (5.7), (5.8) y(5.9) se muestran tres B-splines de grados 2, 3 y 4

respectivamente.
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Figura™5.7: B-spline cuadrético formado por 13 secciones de curva sobre la sucesién
de nodos: ¢ = (0,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 10).

Figura™5.8: B-spline ctibico formado por 7 secciones de curvas con sobre la sucesién
de nodos ¢ = (0,0,0,1,2,3,4,5,6,6,6).
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Figura™5.9: B-spline de grado 4 formado por 12 secciones de curvas sobre la sucesiéon
de nodos ¢ = (0,0,0,0,1, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9,10,11,11, 11,11)

5.4 Insercién de Nodos Repetida.

Se puede insertar mds y mas nodos dentro de una sucesién de nodos a continuacién
estudiaremos efecto de este proceso.

Sea una curva B-spline de grado k definida sobre la sucesién de nodos ¢ =
(f—:i)OLJr%*2 con poligono de control P. Si P" denota el poligono P formado depués de
realizar r inserciones de nodos distintos en [ex 1,4 1], entonces a medida de que
se inserte mds y mas nodos (volviendose més denso el intervalo domio [eg_1,€r1x-1])
la sucesion de poligonos formada por estas reinserciones converge a la curva B-spline

definida por el poligono P.

Es decir si:

lim P" = [B}P]

T—00
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en donde [ByP] denota a la curva B-sline de grado k con poligono de control k.
De la definicién de la abscisa de Greville y del algoritmo de Boor sabemos que la
curva B-spline sobre un cierto intervalo [e;, ;11| depende solamente de k + 1 puntos

de control, d;, ..., d;1x . Asi para x € [g;,&;11]
min(di7 X dH-k) < [ka] (27) < maX(di7 X dH—k)

por la propiedad de envoltura convexa de la curva de Bézier.

Asi debemos probar que para cualquier € > 0 podemos encontrar una r tal que:
[P (z) — [BrP(x)]| <€

Ya que P" es continua (funcién lineal por pedazos continua) para cualquier € > 0

podemos encontrar r y 6 > 0 tal que si:
|T§+1 — T ‘ <6
(en donde 7; representa la j — ésima abscisa de Greville) entonces:
| P (7h) = PT(TH)| <e,

Asf

max [P"(75), ..., P"(7},)] — min [P"(7}), .., P"(7},,)] < ke

para aquellas j las cuales 7; tengan como sumandos los valores de €; y €41.

Por otro lado notemos que:
min(d(t)) < [BrP] (t) < max(d;(t))

Asi,

[BeP] (t) — P/| < ke; L€ j,....5 +k],
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lo cual finalmente implica que

[BeP](t) = P'(t)] < ke

Esto muestra que la insercién repetida de nodos lleva a la obtencién de la curva
B-spline. Asi, si se inserta una cantidad suficiente de nodos a la sucesién el poligono
de control resultante puede ser arbitrariamente cercano a la curva. Y entonces en vez
de graficar la curva directamente se puede graficar el poligono refinado insertando

mds nodos donde la curva sea mas pronunciada y pocos en donde es lineal.

5.5 El Blossom B-spline.

Recordemos que en la seccién 3.3 de capitulo 3 se discutio la construccion de la funcién
blossom como una forma conveniente para evaluar una curva de Bézier, éste mismo
principio se puede aplicar a curvas B-spline.

Ejemplo 5.3. Sea k = L = 3 entonces tomemos una sucesién de nodos no
decrecientes ¢ = (g;)7. Ahora supongamos que en el i — ésimo nivel del algoritmo de
Boor evaluamos en un punto diferente ¢; € [e4,¢5] (para i = 1,2, 3), ya que los tinicos
puntos de Boor involucrados en éste proceso son ds, ..., ds resulta la siguiente tabla

(figura 5.10):
da
ds di[ti]
(5.12)
dy dift:] difti, o]

ds dilt1) di[t1,ta] d3[t1,ta,ts]
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Figura™5.10: Funcién blossom B-spline para & = L = 3 y una sucesién de nodos
g = (81)(7)

Aqui si todos los t; coinciden obtenemos el algoritmo de Boor.

Se usard la notacion dy[t,ts, t3] para denotar el punto d2[ty,ts,t3] con el cual

ademds se puede indicar que se maneja el intervalo [e4, €5].

Definicién 5.3. Definimos blossom B-spline denotado por dylty, ..., tx] como la
funcién obtenida al aplicar el algoritmo de Boor sobre intervalo [e7,e7.1] con puntos
de control d; .1, ...,dr usando diferentes argumentos t; en cada ¢ — ésimo nivel

(para i =1,..,k ) del algoritmo.

Ahora observermos que si en el ejemplo 5.3 [t1, ta, t3] = [e2, €3, £4] (5.12) tiene la

siguiente forma:
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Los simbolos e indican que estos puntos no son calculados ya que sus valores no
contribuyen al resultado final.

De forma similar si ahora [t1,t2, t3] = dy [e3, €4, €5] (5.12) es igual a:

do

ds e

ds ds e

ds e d3 d3=dye3, €465
y es decir de nuevo recuperamos un punto de control. Continuando de esta manera
podemos deducir que dy = dy [e4,€5,86] ¥ d5 = dy |5, €6, £7] (figura 5.11) este proceso
de recuperacion de puntos de control es similar a la funcién blossom para una curva
de Bézier.

En general si un segmento de curva de una curva B-spline definida sobre [e, £741]

con k + 1 tiene como puntos de control d; .1, ...,d;+1. Entonces estos estdan dados

por: dr_gy14i = drler—k414is o €14il; 1 = 0, ..., k.



139

o “alfase]

Figura™5.11: Recuperacion de los puntos de Boor para un B-spline ciibico por medio
de de la funcién blossom B-spline.



