(a) La longitud de un elemento diferencial de linea en una curva alabeada tridimensional es

dy 2 dz\>
dl \/d:v +dy? + dz dx\l + (dx) + (dm)

Tenemos dos funciones, y = y(z), 2 = z(z), como funciones dependientes con respecto a las
cuales hemos de minimizar el funcional

Ty.A = [ de 1+ @F + [ ()P

1

con las condiciones de contorno y(z1) = y1,y(x2) = Yo, 2(x1) = 21, 2(22) = 22. Con

Fly, 2,y 252) = 1+ [y (@)]2 + [¢/(2))?

las ecuaciones de Euler son:

es decir,

Y g S E
de/1+y?+22 7 dx1+y?+ 27

que dan lugar a las ecuaciones

y”(l + 212) _ yIZIZ” — 0
_ylzlyll + Z"(l + y12) =0

Para obtener las ecuaciones y" = fi(y,2'), y 2" = fa(y,2') y asi poder integrar, hemos de

despejar de las dos ecuaciones ", 2”. Como son dos ecuaciones homogeneas, las soluciones
) )

seran distintas de la trivial ” = 2z = 0 si el determinante del sistema es nulo. El determinante

es

2t
REmilis IR

_ylzl 1+ y/2

pero esta condicion nunca se puede cumplir. Por lo tanto, la unica solucién posible es

yY'=0 — ylx)=axr+b
2'=0 — z(z)=cx+d

que representan una linea recta. Las constantes a, b, cy d se ajustan imponiendo las condiciones
y(@1) = y1,y(22) = y2,2(21) = 21y 2(22) = 22.

(b) Escribamos primero el funcional que da la longitud de una trayectoria que va desde un

punto de la superficie del cilindro, dado por las coordenadas cilindricas (a, @1, z1) a otro punto
dado por (a, @9, 22). La longitud de un elemento diferencial es

2
dl = \/a2d¢? + dz2 = dy| a2 + (dd—;)

1



Entonces

y la ecuacién de Euler es

A -0 — Z”(a2+Z’2)—Z’QZHZG,2Z”=0

de donde 2" =0y
z2(p) =ap+b

que corresponde a la ecuacién de una hélice de radio constante (igual a a). Las constantes a y
b se obtienen de imponer las condiciones z(¢1) = 21, 2(¢2) = 2».

2. Obtener las ecuactones de FEuler en el caso de un funcional que depende de N wvariables
dependientes {y;(x)}, i =1,2,..., N,

z2
Tt Y] = [ A1,y 02, Yoo U, Ui )
Z1

cuando (a) no hay condiciones de ligadura; (b) las variables se encuentran sometidas a M
condiciones de ligadura

gj(y17y2:"'7yN) :Oa .7: 1727"'7M
(a) Tomando variaciones en el funcional:
T2 Z2 a 8
6J[y1ay2a"'ayN] = d‘rdf(ylayQV"ayN) :/ d.’EZ (aféyz 8f,5y>
z1

Z1 i=1

Ahora 0y, = %5%, e integrando los términos que contienen parciales con respecto a las y;
teniendo en cuenta que dy; = 0 en los extremos del intervalo,

T2 N /9 d o
5J[y1,y2, ...,yN] = / dﬂiz <—f - _—f,) 6yz
1 i=1 '

Las variaciones dy; son independientes y arbitrarias (excepto por el hecho de que se han de
anular en los extremos del intervalo), por lo que podemos igualar a cero cada uno de los
términos entre paréntesis, obteniendo las ecuaciones de Euler:

(b) Tomando directamente variaciones en el funcional:
T2 T9 8 a
6J[y1,y2,---;yN] = dméf(yl,yQ;---,yN) :/ dxz <8f6y1+ af, y)
o AR

Ahora dy} = %5%, e integrando los términos que contienen parciales con respecto a las y;
teniendo en cuenta que dy; = 0 en los extremos del intervalo,

e N (of dof
5J[y1,y2, ...,yN] = L dl'z (a—yz — @87/) (Syz

1 i=1



biterenciando estas condiciones,

M
03;

i=1 4

de donde, por ejemplo, podemos despejar dy;, coni = N—M+1, N—M +2,..., N, en términos
de dy;, coni =1,2,..., N— M, tomando estas ultimas como variaciones independientes. Vamos
a escribir las variables dependientes como 0%; = 0yn—_nr44, ¢ = 1,2, ..., M, e introduzcamos las
siguientes notaciones vectoriales:

e Jy: vector de dimension N — M cuyas componentes son las variaciones de las coordenadas
independientes.

e 0y: vector de dimensiéon M cuyas componentes son las variaciones de las coordenadas
dependientes.

e a: matriz de dimensiones M x (N — M) cuyas componentes son

M, i=1,2,..N-M

La ecuacién (1) se puede escribir en notacién vectorial
a0y + ady =0, ady = —ady,

de donde podemos despejar dy:
8§ = —a ‘ady

Escribamos ahora la variacién del funcional §J también en notacion vectorial. Tenemos:
T2 N-M af d of M of d of
0Jy1, Yo, ooy :/ d — — — | dy; — — —— 0y
(Y1, Y25 -, Y] 5 xl; (ayi d:cay;-> yz+izzl<ayi dxc‘)y,f) y]

Introduciendo los vectores

(de N — M y M dimensiones, respectivamente) entonces d.J = 0 se puede escribir de la forma

T2 ~
51, s yw] = [ da [AF oy + A

1

f-oy
e introduciendo la relacion entre las variaciones dependientes y las independientes,

3J[y1, Y2, - Yn| = /w2 dx [Af Oy — A

z1

£ 'ady] = /w dz [Af — A

Z1

f-d_la]-éyzo



Multiplicando esta ecuacion vectorial por la matriz a - por la derecha,

Ambos miembros de esta ecuacién son iguales a la misma funcién de z, que llamamos —\ (y
que es un vector de M componentes). Por tanto,

Multiplicando la primera ecuacién por a por la derecha y la segunda por a por la derecha
también,

Af=—-da — Af+Xa=0

d
__ dA7 ‘%‘(“Ak AfHpET0 Ny
ay’t dz ayz ayz
Pasando ahora a notacién normal, por componentes

of d8f 8gk: 1M

% dz 0y,

k 1

y deshaciendo el cambio de indices involucrado en la definicién de §;, tenemos finalmente

3. Una cuenta se puede mover a lo largo de un alambre horizontal de masa despreciable y
longitud muy grande. El alambre gira con velocidad angular constante w alrededor de un punto
sobre un eje vertical; este punto suponemos es el origen. FEn el instante inicial la distancia de
la cuenta al origen es qy, y su velocidad radial es nula. Calcular el movimiento en el tiempo de
la cuenta.

Tomamos como coordenada generalizada la distancia g desde el origen hasta la posicién de
la cuenta. Las coordenadas cartesianas son:

r=gqcos¢, y=gqsing
donde ¢ = wt es el dngulo polar. Derivando, obtenemos la velocidad cartesiana inercial:
T =(qcos¢ — qwsin¢g, Y = ¢sin@ + qw cos @

La energia cinética sera

1 1
T = Em(jc2 + %) = im((f + ¢°w?)



y la ecuacion de Lagrange para ¢ es

0oL d oL W — i = 0
—_—— —— =M — =
og diog Y e
La ecuacion de movimiento,
§—qw'=0

tiene como soluciones exponenciales reales, que podemos poner como funciones hiperbélicas:
q(t) = Acoshwt + Bsinh wt
Ajustamos ahora las condiciones iniciales:
g=A 0=Bw, — A=¢q, B=0
y la solucién es

q(t) = qo coshwt

Por tanto, la distancia de la cuenta al centro crece exponencialmente; la fuerza responsable es
la fuerza centrifuga.

4. Una particula se mueve en un plano bajo la influencia de una fuerza f = —Ar®=! di-
rigida hacia el origen. A y « son constantes. Fscoger coordenadas generalizadas de manera
conveniente, y tomar el cero de energia potencial en el origen. Encontrar las ecuaciones de
movimiento de Lagrange, y decir si el momento angular y la energia total se conservan.

Al ser una fuerza central (dirigida siempre hacia un mismo punto, que tomamos como el origen)
el momento angular se conserva, ya que

dL A

E:N:rxf:rferxerzo
Otra forma de verlo es que, como veremos, el lagrangiano no depende de la coordenada angular
medida en el plano, con lo cual el momento angular con respecto a un eje normal al plano se
conserva.

Ademas, la fuerza es conservativa. Como

(z,9)
T27a

f=fé, =—Ar* ' (é,cos ¢+ &,sing) = —A

tenemos

|V><f|:—A<2 y _ 0.z ):—A(O‘_2) (ﬁ—%>:o

oxrr?—o  Qyri-«

Por tanto, la energia se conserva.



e — — = — — 4 —
2™ (\ar) “\ae) | 72" \ae) T \at) |
La energia potencial la obtenemos a base de integrar la fuerza:

A
o

U:—/Ordrf(r):A/Ordrra_lz

1 dr\>  , (do\’

Obtengamos ahora las dos ecuaciones de Lagrange, asociadas a cada una de las coordenadas
generalizadas:

El lagrangiano es pues

TO(

A
o)

oL doL oL doL

or dtor' 9¢ dtog
con r' =dr/dt, 0 = df/dt. Calculando las derivadas,

2 2
mr <@> —Ar“—mﬂ:()
dt

d AN
dt (mr dt) =0

La segunda ecuacién, que resulta del hecho de que L no depende de ¢ (ésta es una coordenada
ignorable) indica que mr?d@/dt es una constante. Esta constante es el momento angular:
249

‘L| = ‘I‘ X p| = m?"|ér X (’UTéT + U¢é¢)| =mrvy =mr E

5. Un péndulo simple de masa m y longitud | se encuentra suspendido de un punto enganchado a
un soporte que se mueve a lo largo del eje horizontal z de acuerdo a la ecuacion z(t) = a cos wt.
Suponemos que el péndulo sélo oscila en un plano vertical que contiene al eje x.

a. FEscribir el lagrangiano y la ecuacion de Lagrange

b. Demostrar que, en aproximacion armonica, la ecuacion de Lagrange se reduce a la de
un oscilador armdnico forzado, calculando el movimiento estacionario correspondiente.
¢ Como depende la amplitud del movimiento oscilatorio estacionario de l, a y w? ;Qué
ocurre st w es muy proximo a la frecuencia de oscilacion natural del péndulo?

Tomemos como coordenada generalizada el dngulo que forma el péndulo con la vertical. Las
coordenadas cartesianas de la masa pendular m son z’,y’, con

2 =acoswt+1sinf, vy =lcosh



y la energia cinética

1 1 . .
T = §m(:i:'2 +97?) = Em[(—aw sin wt + 10 cos 0)* + (10 sin 0)?]

. . 1 . .
= §m[l202 — 2alwf cos O sin wt + a*w? sin® wt] = §ml202 — malwf cos O sin wt + a’w? sin® wt
La energia potencial es

U = —mglcost

donde el origen esta situado en el eje x. El lagrangiano es por tanto
1 . .
L= §ml202 — malw cos 0 sin wt + a’w? sin® wt + mgl cos #

La ecuacion de Lagrange es

——— =0 — malwhsinsinwit—mgl sin 6—mi*§—malwb sin O sin wt+malw? cos § cos wt = 0

y, simplificando,
2

. w-a
6 + wjsinf = Tcosﬁcoswt

donde w? = ¢/I. En aproximacién arménica sinf = @ y cosf =~ 1, con lo cual la ecuacién es

2
0+ wyh = #coswt

es decir, la ecuacion de un oscilador armonico forzado. El movimiento estacionario corresponde
a la solucién particular de la ecuacion no homogenea. Para calcularla probamos la soluciéon

f(t) = Acoswt + Bsinwt

Sustituyendo

2
. . wa
—w?Acoswt — w?Bsinwt + wjA coswt + wi B sinwt = e coswt

e identificando coeficientes obtenemos B =0y

w?a/l

wg — w?

A=

de donde
afl

T 1 - Wi

Si w = wy, la frecuencia natural de oscilacién del péndulo, éste entra en resonancia ya que su
amplitud se va a infinito. En el caso de ser muy préxima la amplitud serd muy grande. Como
comentario final, digamos que en este problema concreto, en el que no existe rozamiento, la
solucién transitoria en realidad no desaparece nunca, de manera que los términos transitorio y
estacionario no son muy estrictos. (en la realidad, sin embargo, siempre existe un rozamiento,

0c(t) cos (wt — )

7
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de la masa del otro péndulo. Suponer que ambos péndulos se mueven en el mismo plano, y que
sus longitudes y masas son iguales. Encontrar las ecuaciones de movimiento de Lagrange.

Tomemos como coordenadas generalizadas los dngulos que forma cada péndulo con la verti-
cal, #; y #,. Las coordenadas cartesianas de cada masa son:

r = lSiIlHl

y1 = —lcos b
To = 1sinf; + Isin 6,
Yo = —lcosf; — [ cos by
asi que
dx df
d—tl = ld—tl cos 64
d db, .
% = ld_tl sin 0,
dxg _ d91 d02
» _ldt cosbf; +1 il cos 0
d db; . dbsy .
% = d—tlsmﬁl + ld—; sin 6,

y la energia cinética es
1 d.Tl 2 dy1 2 d.’EQ 2 dy2 2
T = — = ~J- e J4
2m[< dt) +<dt @) T\
mi? do\°  [doy\* do,\ [ db,
_7[2<E> +<E 2 ) ag Jeos O =02)

La energia potencial es (tomamos el origen en el punto en el que pivota el primer péndulo)

U = —2mgl cos 8; — mgl cos 0y

El lagrangiano completo es

mi? do.\>  (de,\°> _db, db,
=— |22 2] 42——=2 —
L= [ <dt> +<dt T2 s

de donde obtenemos las ecuaciones de Lagrange para 6 y 05:

+ 2mgl cos 6, + mgl cos Oy

8L doL AL d oL

80,  dtoe, " 00, dtoe,



d?0 d?6 db db,\ db
_om22 7t 2|82 _p) (2P 92 92 _ —
2ml e ml [ T 08 (61 — 09) ( priy > 7 Sil (61 02)] 0
mil? _d01 —d02 sin (6, — 65) — mglsin 6,

dt dt

d?6, 2 [d20 do, dby\ db,

—mZQW —m W; COS (91 — 02) — <E — E) E sin (01 — 02)] =0

y simplificando,

(_d%0, d%0 do,\* . ,
QW; + F; cos (6 — 03) + (d—t2> sin (6, — 602) = —2% sin 0
<
d20, d*0,  (doi\" g
\ W COS ((91 - 02) + W - (% Sin (01 - (92) = —7 S1n02
De aqui se pueden despejar las derivadas segundas, obteniéndose
2 2
1 1
26, % [5 sin 6 cos (6; — 6;) — sin 01] —5 [(%) cos (01 — 605) + <dd—6;2> ] sin (61 — 65)
- 1
dt? 1-— 2 cos® () — 65)
d01 2 1 d02 2 . g .. .
20 ’r + 5\ ) s (61 — 6s) | sin (6, — 62) + 7 [sin 61 cos (61 — ) — sin 6,]
2
- T
dt? 1-— 5 cos® (6, — 6;)

Estas ecuaciones no lineales se pueden linealizar haciendo la aproximacién arménica, es decir,
suponiendo dngulos pequenos y despreciando potenciales cuadrdticas y superiores:

d*6, 29 g
W + 701 — 702
d*0, 2g 2g
W + 792 - 791

7. Se tiene un péndulo simple de masa m y longitud b, que pivota en un soporte sin masa
que se mueve en la direccion horizontal con aceleracion a (Fig. 1). Obtener las ecuaciones de
mowvimiento y encontrar el periodo de las oscilaciones pequenas alrededor del punto de equilibrio.
Repetir el problema si el soporte se mueve hacia arriba con la misma aceleracion.

Supongamos el primer caso planteado, en el que el soporte del péndulo se mueve en horizon-
tal con aceleracion constante a. Puesto que su masa es nula, no lo incluimos explicitamente
en la dindmica. Tomemos como coordenada generalizada el angulo #. La relacion entre las
coordenadas cartesianas (x,y) con respecto a un sistema inercial y 6 es

1
T =Ty + vot + §at2+bsin0

y = —bsinf

9



Fig. 1 \.“’ Fig. 2 \m

donde el origen de este sistema estd sobre la linea a lo largo de la cual se mueve el soporte.
Derivando con respecto a ¢,

d df
d—fzvo-l-at-l-b—cosﬁ

dt
dy . df
dt — dt

do 2 (deN? .,
(vo-l-at—f—b%cose) +b (dt) sin“ 6

La energia cinética es
1 dz\’ dy 2 1
T = — —_— — = —
2m[<dt> +<dt> ] 2"
db

2
df
(vo + at)?® + b* <_> + 2b(vo + at)% cos 9]

:ém

dt

y la energia potencial U = —mgbcos 6, con lo cual el lagrangiano es

1 AN df
L= 3 (vo + at)?® +b* (—) + 2b(vy + at)a cos 6

7 + mgb cos 6

La ecuacién de Lagrange es

OL _ doL _
00  dtop
2

—mb(vg + at)z—f sinf — mgbsin § — mez—tS — mba cos § + mb(vy + at)d—e sinf = 0,

dt
0 sea,
d*0
@—i— %cos@—l— %sin@z 0
El punto de equilibrio de este movimiento, 6., ocurre cuando d*6/dt* = 0,
gcosﬁe + gsinﬁe =0 — tanf,= _2
b b g
Hacemos ahora una aproximacién arménica escribiendo 6 = 6. + n y considerando |n| << 1:
d? a g . d? a g . g a .
d—tg + Ecos(ﬁe +1n)+ gsm(He +n) = d—tg + (gcosﬁe + 581n98> + (500596 — gsm06> n+..=0

El término constante es nulo segiin 2), asi que

d2
d—t?—i- (%cosﬁe— %sin@e) n=0

10



| cos?f, +sin’f, =1

de donde se obtiene

9  pp=—___*
\/m, sin @, \/m

La solucién con los signos del seno y coseno cambiados es también posible matematicamente,
pero no fisicamente, ya que el angulo 6, es de esperar sea negativo para a positivo. Esto hace
que el factor sea siempre positivo, lo que corresponde a oscilaciones arménicas alrededor del
angulo de equilibrio. Finalmente,

cosf, =

con lo cual la frecuencia angular de oscilacién wy viene dada por

(cuando a = 0, es decir, el soporte se encuentra en reposo, recuperamos el resultado conocido
para un péndulo arménico).

Supongamos ahora que el soporte se mueve hacia arriba con aceleracién constante a. Situando
el origen en un sistema inercial, las coordenadas cartesianas de la masa son

1
x=bsin®, y=uyo+ vot+ iat2 — bcosl

Las velocidades cartesianas son

dz df
i b% cosf

d do .
d—gzvo—i—at—kbasmﬁ

y la energia cinética

2
(vo + at)® + b* (d—0> + 2b(vy + at)d—0 sin 0]

1
T=—
2" di dt

La energia potencial es

1
U=myg (yo ~+ vt + §at2 — bcosH)

y el lagrangiano

1
L=-
2" dt

T % o . 1,
(vo + at)” +b° | — +2b(vo+at)%sm0 —mg(yo+v0t+§at —bcosG)

11



do ) ,d%0 . do
mb(vg + at)d_t cosf — mgbsin — mb pi mbasin @ — mb(vy + at)d_t cosf =0
Simplificando,
d’0 g+a .
@ + T Sln0 = O

de manera que el péndulo se mueve como si el soporte estuviera inmovil pero la masa se
encontrara sometida a una gravedad efectiva con aceleracién g + a. El dngulo de equilibrio es
f = 0, y la aproximacion arménica conduce a un movimiento arménico simple de frecuencia

g+a
by

Wy =

8. Con referencia al problema 7, suponer ahora que el soporte tiene masa m, y que puede
moverse sin friccidn en la direccion horizontal (Fig. 2). Obtener las ecuaciones de movimiento
y resolverlas haciendo una aprorimacion armonica.

Tomemos como coordenadas generalizadas la posicién de la masa m; a lo largo de la linea
horizontal, z;, y el angulo que forma el péndulo con la vertical. Las coordenadas de la masa

del péndulo son
x =21+ bsinf, y= —bcosl

y la energia cinética
1 dxq | dz\’ dy 2
T = — - Z - s
2m1<dt> +2m[<dt> +<dt
1 (de\* 1 | (dz  dB 2o (doe\? .,
—§m1 (E) +§m l<ﬁ+b£cose> +b % sin® @

2 2
= %(ml +m) <%> + lme (@> + mb%ﬁ osf

2"\t dt dt
La energia potencial es U = —mgbcos 8, y el lagrangiano
2 2
1 1
L= §(m1 +m) <%> + §mb2 (%) + mb%% cos @ + mgbcos 6

Escribamos ahora las ecuaciones de Lagrange para z; y 6:

oL _doL _

oz, dtozh
oL doL _
00  dtoo

12



dz, df . ) ,d%0 d%x, dz, df .
—mb T dl sinf) — mgbsinf — mb o mb o I dl

Simplificando,

mi\ dx, d%0 (df\*
<1+E> a2 +b@COSO—b<E> sin 6

P01
dt2 b dt?

osf = —%sin@

Haciendo la aproximacién arménica, despreciamos términos en 62 y superiores, es decir,

2
<Z—z> sinf ~ 0

cosl ~ 1, sinf =40

con lo cual

=0

ma d2$1 d29
(1 + E) az e
d?0  1d%z, g

a2z T har - b

Despejando las derivadas segundas,

day — (ﬁ) g0

dt? mq

d*0 m\ g
(1)
dt? ( +m1) be

La segunda ecuacion es la de péndulo simple armoénico, y se integra facilmente para dar

0(t) = Agcos (wot — 6), wi = (1 + ﬁ) %

Una vez obtenida 6(t) la primera ecuacién se integra dos veces para dar x,(%):

_ mgAg [

my

1
z1(?) c1 + cot — 5 CO8 (wot — 5)]

0

Por tanto, en aproximacién lineal las dos masas se mueven en fase; m; se traslada horizon-
talmente, con una posiciéon media dotada de movimiento uniforme (las constantes ¢; y co se
determinan ajustando las condiciones iniciales, que son la posicién inicial z1(0) y la velocidad
inicial v1(0)). La frecuencia de movimiento depende de la relacién entre masas. Por ejemplo, si

las masas son iguales, wy = 1/2¢/b, es decir, V/2 veces la frecuencia natural del mismo péndulo

pero fijo.

13
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U o
de Lagrange e integrarlas, describiendo el movimiento.

Escojamos como coordenadas generalizadas x, la distancia desde el techo hasta el centro de la
polea, e y, la distancia desde este centro hasta la masa m;. 6, el angulo que forma un radio
arbitrario del disco de la polea con la vertical, se puede poner en términos de y, ya que

dy do
A » bkl
dt dt
Las coordenadas (inerciales) de cada masa, medidas desde el techo y hacia abajo, son:
M:z
mp i x+Y
me:x+1l—y—7R

Las velocidades son por tanto

dx
M —

dt

do  dy
™ T w

Jdrdy
U dt dt

y la energia cinética es

1 dr\> 1 dx dy21 dx dy21I dy2
T—§M<a> +§m1(a+a> +5m2<a—a 3 () (&

1 dz\° 1 I\ (dy\’ dz dy
= (M = - — ) (£ —my)— =2
2 +m1+m2)<dt> +2(m1+m2+R2> (dt) =)

La energia potencial es la debida al muelle y a las tres masas, que se encuentran en el campo
gravitatorio terrestre:

1
U=—ng—mlg(x-l—y)—m2($+l—y—7rR)+§k(x—l0)2

donde hemos llamado [y a la longitud natural del muelle. El lagrangiano se escribe:

1 dr\’> 1 I\ (dy\? dz d
L=§(M+m1+m2) (a) +§(m1+m2+ﬁ) (d—i> +(m1—m2)ad—ig

1
+Mgz +mig(z +y) + mag(z +1—y—7R) — Ek(:c —1Ip)?

Obtengamos ahora las ecuaciones de Lagrange para x e y:

oL _doL _
or dtox
oL _doL _,
oy dtoy

14
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(ml—mg)g— (m1+m2+ﬁ>d—t§/—(m1—m2)ﬁzo

De aqui podemos despejar las derivadas segundas, obteniendo

@z _ — k(z — ) my + my + /R

az (M + my + mg)(my + ma + I/R%) — (my — my)?
d2y my — Mo

—2 :k(x—l()) B 5

dt (M +my +my)(my + me + I/R?) — (my — my)

Ambas ecuaciones se pueden integrar ficilmente, ya que son ecuaciones lineales. La primera da
un movimiento arménico simple de frecuencia wq, con

w2_ k(m1+m2+I/R2)
0 (M + my + mg)(my +me + I/R?) — (my — my)?

Por tanto, la polea efectiia oscilaciones de frecuencia wy. Finalmente, como d?y/dt? es una
funcién lineal de z(t), y ésta es una funcién sinusoidal, y(¢) serd una funcién cuadrética del
tiempo superpuesta a una oscilacién de la misma frecuencia que la anterior.

10. Una particula se mueve en contacto con una superficie lisa (sin rozamiento), dada me-
diante la funcion

2
z(z,y) = Asin % sin %y

en donde la gravedad actia en la direccion negativa de las z. Utilizando coordenadas cartesianas,
escribir las ecuaciones que dan la fuerza de reaccion sobre la masa m debida a la superficie.

Tomemos como coordenadas generalizadas las coordenadas cartesianas, (x, y, z), € incorporemos
la ligadura a través de un multiplicador de Lagrange A(t). El lagrangiano es

Lo Lo (dY (), (427
— o\ dt di mgz

y las ecuaciones de Lagrange

oL _doL  of _

o dtor  ow "
oL doL of
bt N A
oy dtog "oy |
oL doL of
5. dto: T !
donde la funcién de ligadura es
2
f(a:,y,z)zAsin%sin%y—z
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d?y 27\ . 7wz 2my

—m@%—ATsin;cosT:O
d?z

—mg—m&Z _x=0 2

mg—m® ®)
o sea,

d*x T mx . 271y

ﬁ_A%COSZSIHTZO

d?y 2\ . wx 27y

TI AT Gn B cos 22 —

gz~ Ay S cos T =0

2 a,

e 9=

Estas ecuaciones, junto con la ecuacién de ligadura, permiten obtener las incégnitas, x(t), y(t), z(t)
y A(t). Los términos que contienen el multiplicador A en la ecuacién (2) son las componentes
de la fuerza generalizada, que es la fuerza necesaria para que se cumpla la ligadura, es decir, la
fuerza de reaccién normal que ejerce la superficie:
(AE cos i sin %—y, A@ sin i cos 27T—y, —A)
a a a b a a

[nétese que estas son las componentes de un vector normal a la superficie en el punto (z,¥)
ya que, salvo el factor comin A, coinciden con el vector que se obtendria derivando la funciéon
altura z(z,y), que serfa (—0z/0x,—0z/0y,1)]. Si la superficie fuese plana, A = 0, y la fuerza
de ligadura s6lo tendria componente z. De la tercera ecuacién de movimiento, tendriamos
d?z/dt?* = 0 ya que z = 0, y A = —mg con lo que la fuerza de reaccién a lo largo de z seria
—A = mg y las otras componnetes serian nulas. Las ecuaciones para = e y se integrarian
trivialmente, dando un movimiento uniforme. Para el caso general A # 0 las ecuaciones no se
pueden resolver analiticamente, al ser no lineales.

11. Obtener las ecuaciones de movimiento de Lagrange para una particula que desliza, a modo
de cuenta, por un alambre en espiral (Fig. 4), discutiendo la forma de las fuerzas de reaccidn.

z

J

m, ll J

Bmn Fig3 Fig. 4

Consideremos coordenadas cilindricas. Las ecuaciones de ligadura son las ecuaciones de una
curva espiral. Tomando el eje de ésta segin z, las ecuaciones son z = p¢p, p = a, siendo p el
paso de la espiral a lo largo de z y a su radio. Las funciones de ligadura son pues

f1(,0,¢,2) = Z—p¢
folp,¢,2) =p—a

16
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y las ecuaciones de Lagrange:

oL doL _ Ofi | Ofs
5 dtay Moy T2, =
oL dOL  0fi . Ofs
99 dt5¢'+/\ 96 + A=+ 26 =0
oL doL . Ofi | Ofs
5; dtor TN TR, =0

0 sea,

do d2p
mp(dt) magz T =0

2

d
Qd—g_p/\lzo

d2
—mg —m— + M=

Estas ecuaciones se pueden integrar para dar, junto con las ligaduras, el comportamiento en

el tiempo de p, ¢ y z. Obsérvese que, de la primera ecuacién, Ay se puede identificar como

la fuerza normal que ejerce el alambre hacia afuera (el primer término es la fuerza centrifuga,

mientras que el segundo es nulo debido a que p = a). De la tercera, \; es la fuerza normal que

ejerce el alambre hacia arriba. Aplicando la ligadura p = a, la segunda ecuacion da para A;:
ma? d?¢

M= e

Substituyendo en la tercera, y despejando d?¢/dt?:

¢ p
a2 p>+ a2g

Integrando,
do pg 2
t— ————1
b(t) = do+ (dt) 2(p% + a?)
de donde
ma®qg
M=o
p°+ta

Nétese que, si p = 0 (la hélice es en realidad un circulo plano), A\; = mg, como se esperaria. El
segundo multiplicador de Lagrange es

d\” d¢\ g map’g®
Ay = —m om t— t
2= a(dt) * a(dt>0p2+a2 (p? + a2)?

17
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rigido (ver Fig. 5). La distancia minima y constante del alambre al origen O, alrededor del
cual el alambre gira con velocidad angular constante @ = w, es h. La gravedad actia como se
indica en la figura. La distancia (variable) de la cuenta al punto C se denota por q, mientras
que el dngulo (también variable) entre el eje x y la recta OC es 8. Tomando como condiciones
iniciales
6(0)=0, ¢(0)=0, ¢0)=0

demostrar que la dependencia temporal de la coordenada q es

q(t) = L(cosh wt — cos wt)

2w?

Dar una explicacion fisica del comportamiento de esta coordenada.

' k>

y

Fig. 5 o) Fig. 6

Para escribir el lagrangiano necesitamos primero la energia cinética 7'. Las coordenadas carte-
sianas de la cuenta son, en funcién del dngulo € y de la distancia ¢, como sigue:

x =hcosf +qsinf, y = hsinf —qcost
Derivando con respecto al tiempo,
i = —hfsinf + ¢sind + ¢f cos b, Y= hOcos — Gcos + qfsin @

Por tanto, la energia cinética es
1 ) . .
T = 5m(h?e2 + ¢* + ¢%0* — 2h0q)

donde hemos simplificado algunos términos. La energia cinética es U = mgy, de donde el
lagrangiano es
1 . . .
L= §m(h2¢92 + ¢* + ¢*0° — 2h0G) — mg(hsin® — g cos 0)

El dngulo 6 es tal que f = w, que es constante. Como nos dicen que 6(0) = 0, tenemos 6(t) = wt
y podemos escribir el lagrangiano en términos inicamente de la coordenada g:

1
L= §m(th2 + ¢* + ¢°w® — 2hwq — mg(hsinwt — q cos wt)

Apliquemos ahora la ecuacién de Lagrange,



La solucion general de la ecuacion homogenea,
j—wq=0
es
¢ (t) = acoshwt + bsinh wt

Para obtener la solucién particular de la no homogenea probamos
q,(t) = ccoswt + dsinwt
y sustituimos en la ecuacion:

G,(t) = —cwsin wt + dw cos wt,
G, (t) = —cw? coswt — dw? sin wt,
—cw? cos wt — dw? sin wt — w?(ccoswt + dsinwt) = g cos wt,

—2cw? coswt — 2dw? sinwt = g coswt
de donde ¢ = —g/2w?* yd =10,y

q(t) = qu(t) + g,(t) = acoshwt + bsinh wt — % cos wt
w

Imponemos ahora las condiciones iniciales, ¢(0) = 0,¢(0) = 0:

g

2—(,02’ 0= bw

0=a-
de donde a = g/2w? y b =0, con lo cual la solucién final es

g
q(t) = —=(coswt — cosh wt
(1) = 55 )
Puede verse con facilidad, a base de sustituir en la ecuacién, que ésta es efectivamente la
solucién de la ecuacion que cumple las condiciones iniciales.

La interpretacion fisica de la solucién es la siguiente. La funcion contiene dos términos: uno
es un coseno hiperbélico, funcién que crece con el tiempo de manera exponencial; otro es un
coseno trigonométrico, que oscila en el tiempo con frecuencia w. Asi que la cuenta efectia
un movimiento oscilatorio de frecuencia igual a la de rotacién del alambre, superpuesto a un
movimiento secular de alejamiento del punto C, cuyo origen es la fuerza centrifuga a la que esta
sometida la cuenta.

13. Una particula de masa m se encuentra forzada a moverse sobre la superficie interior
de un cono recto de semiapertura o (ver Fig. 6). El eje del cono es vertical, de manera que la
particula se ve sometida a la influencia de la gravedad.

e FEscribir el lagrangiano en coordenadas cilindricas (tomando el eje del cono como z).

e Demostrar que la particula se ve sometida a una fuerza central dirigida hacia el punto
sobre el eje del cono situado a la misma altura z que la particula.
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La relacién entre las coordenadas cartesianas (z,y, z) y las coordenadas cilindricas (p, ¢, z) es

r=pcos¢, y=psing, z=z

Derivando con respecto al tiempo ¢ para obtener la velocidad cartesiana:

T = pcos¢o — pd)Singb
Y= ,[)sin¢+pq'5(:os¢

La energia cinética es por tanto

I s 9 . 1 ) s .. : . T . T
T = §m(x2+y2+22) =5m [(p cos ¢ — posin ¢)® + (psin ¢ + pe cos ¢)® + 22] = im(p2+p2¢2+22)
donde en el dltimo paso hemos simplificado varios términos. La energia potencial es U = mgz,
de manera que el lagrangiano es

1 :
L=T—U=§m(p'2+p2¢2+z'2)—mgz

La particula se ve sometida a una ligadura, a saber, ha de estar sobre la superficie interior
del cono. Matematicamente esta ligadura se expresa a través de la relacion p = ztana.
Sustituyendo en el lagrangiano para deshacernos, por ejemplo, de la coordenada z (también
podriamos alternativamente eliminar p en lugar de z) pasamos a tener una funcién sélo de las
coordenadas p y ¢:

-2

o1 b, P L (7 2| _ map
I _ 2, 252, P ) _ _* 22| _
(pv P, ¢a ¢) 2m (,0 +IO ¢ + tan2 a,) mgz 2m (Sin2a +p ¢ tan a

La coordenada ¢ no aparece explicitamente en el lagrangiano, asi que es ignorable. Habra por
tanto una cantidad conservada (que va a ser la componente z del momento angular alrededor
del punto O). Obtengamos las ecuaciones de Lagrange:

oL _doL _ 9L _doL_
op dtdp 7 0 dtod
Haciendo las derivadas, obtenemos:

o Mg mp
mpo” — — =0
po tana  sin’a

l= mp2q3 = const.

Como sabemos, cuando la coordenada ignorable es un angulo, se conserva la correspondiente
componente a lo largo del eje de rotacién asociado a ese angulo; en este caso, es el eje z,
por lo que [ serd la componente z del momento angular L, es decir, L, (podemos ver ésto
explicitamente, si queremos, calculando las componentes del momento angular. Para ello es
més facil trabajar en esféricas, ya que el dngulo polar de la particula, 6, es constante (0 = «),
y por tanto la componente correspondiente de la velocidad, vy, es nula. Entonces:

L =mr x v=mré, X (v,& + v,€y) = —Mrv,€y
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nAllula, Lellcllo il cucliva (uc 'U¢ — r@slllv,
L = —mr?¢sin 0 cos 0 cos p&, — mr2¢ sin 6 cos 6 sin ve, + mridsin® fe,

y como p = rsin f, nos queda . _
L, = mri¢sin® 0 = mp*o

que es la cantidad que antes hemos llamado [).

Despejando, (/5 = |/mp?, y sustituyendo en el lagrangiano, obtenemos una funcién tinicamente

de la coordenada p, de manera que el problema se convierte en un problema efectivo en una
dimension:

Lip, p) = mp? n 12 mgp

PP = Ssina 2mp?  tana

Sustituyendo qb en la ecuacién para p, llegamos a

2sin? v

mp = — mgsin a cos o

mp3
de manera que podemos identificar una fuerza efectiva F'(p)

12 sin? o ,
F(p) = ——— —mgsinacosa
mp
que incluye la ligadura, la fuerza gravitatoria real y la fuerza centrifuga (que viene de haber
eliminado la coordenada ¢). Esta fuerza se puede derivar de una energia potencial U(p), de
forma que

ou

Flp)==%3 — Ulp)=- [ doF(p)

IPara ver ésto, tenemos en cuenta que

r =ré, = r(sinf cos ¢&, + sinf sin pé, + cos be,)
que se obtiene de proyectar el vector unitario €, sobre los ejes cartesianos. Derivando,

v =T = 7(sin 6 cos ¢p&, + sin f sin pé, + cosbé,) + 7(6 cos 0 cos pé, — ¢ sin 0 sin ¢p&, + 6 cos § sin ey, + $sin 6 cos ey
—fsin fe.) = (rsinfcos ¢ + 76 cos 0 cos ¢ — r¢ sin fsin ¢)é; + (Fsinfsin¢g + 76 cos 0 sin ¢ + ¢ sin 6 cos ®)éy
+(i cos @ — rfsin 6)é,

Ahora, podemos invertir las relaciones
€, = sinf cos p€, +sinfsin pe, +cosfe,, €y = cosf cospé,+cosfsinpe, —sinfe,, €, = — sinpe, +cos pe,
(que se obtienen proyectando los correspondientes vectores unitarios sobre los ejes cartesianos), obteniendo
€, = sinf cos pé, + cosf cos P&y —sin pé&4, €, = sinfsin P&, + cosfsin P&y + cos péy, €, = cosfé, —sinfégy
Sustituyendo en la expresién para v, y simplificando,

v = 7&, + rféy + réﬁ sin fey

de donde ) )
vy =7, vg=r8, vg=rpsinf
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donde la constante c¢ se puede ajustar una vez elegido el origen de energia potencial. Su valor no
es importante, asi que podemos poner ¢ = 0. Lo importante es que el problema se puede escribir
como el problema de una particula efectiva que se mueve en la direcciéon p y que se encuentra
sometida a una fuerza que sélo depende de la coordenada a lo largo de esa direccién, p. La
fuerza, por tanto, es central y estd dirigida hacia el eje z. Esto no quiere decir que la fuerza real
vaya a lo largo de esa direccion, sino que el efecto de las coordenadas eliminadas z y ¢ aparece
como un fuerza central a lo largo de la direccién p, la direccién radial?. Naturalmente, si p varia
la coordenada z, que estd atada a p a través de la ligadura, también variara (fruto de la accién
de la gravedad). El potencial efectivo U consta de dos términos: uno crece linealmente con p,

u(p)

P N Wb 01O

o

0 1 2 3 4 5 6
p

mientras que el otro (el término centrifugo) decrece segin 1/p?. Estos dos términos, junto con
su suma, se representan en la figura para determinados valores de las constantes. Podemos ver
que la suma de ambos términos da lugar a la existencia de un minimo, cuya posicién se puede
calcular evaluando la derivada primera e igualando a cero:

. 12sin” o 2tan o\ ?
mgsmozcosa—i?):o — Puin= |y
mpmin m g
La derivada segunda en el minimo es
d2U . 3[2 SiIl2 (6% N m29 1/3 .
g Ry S 3mg P tano cos a sin
P=Pmin min

2FEl problema, por supuesto, se puede analizar también en términos de fuerzas en el contexto de la mec4nica
de Newton. Las fuerzas existentes son: dos reales, que son la normal a la superficie, Fiv, y la gravedad, Fy = mg,
y otra ficticia, que es la fuerza centrifuga, F, = mv?/p = mpq'SQ. La suma vectorial de estas tres fuerzas se puede
realizar por componentes. A lo largo de la direccién normal a la superficie la fuerza normal ha de compensar
exactamente a las otras dos: )
Fyx = mgsina + mpg? cosa

A lo largo de la direccién tangencial a la superficie las dos componentes que quedan son la que viene de la
gravedad, F} = mgcosa, y la que viene de la fuerza centrifuga, F} = mp¢*sina . Si F} > F! la masa caer al
fondo del cono. Si F} < F! la masa subird hacia arriba. Cuando F} = F} la masa permanecera a una altura
constante h. Esta condicién se traduce en

g/h

Y i
mgcoso =m Sin o« — =
g PP ) ¢ tana

donde hemos usado la relacién p = htana. Esta es la velocidad de giro necesaria para mantener esa situacién,
que luego obtendremos a través de la mecanica de Lagrange.
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Por tanto, para cada valor de m, « y [ existe un tamano de trayectoria circular, con radio p;,,
para el cual p no varia, siendo una Orbita circular estable. Esta condicién se puede traducir
en una condicién sobre la energia total E, haciendo F = U(ppyn). Si E > U(pmn) entonces
la masa m efectuara oscilaciones alrededor del radio p,.;, lo cual implica, obviamente, que la
coordenada z también oscila entre dos valores. En cualquier caso, la érbita va a ser estable
ya que discurre alrededor de un radio que representa un minimo de la energia potencial efectiva.

Si la altura de la masa m es constante, z = h, entonces p = htana es también constante.
Para que la masa gire en un circulo de radio htan « alrededor del eje z y a una misma altura
el valor del momento angular [ ha de ser tal que p,.,, = htan . En caso contrario, este circulo
no es constante y p (v z) oscilard entre dos valores alrededor del minimo; la condicién para que
el radio sea constante es

l2t 1/3
htana = p;, = ( a2na> — [ =mhtanay/gh
m=g

lo que da una velocidad angular

g/h
tan «

A medida que « disminuye (el cono se cierra) la velocidad angular necesaria para mantener el
circulo estable es mayor, como cabria esperar de antemano. Asimismo, a medida que disminuye
h la velocidad angular necesaria también aumenta.

Si la masa se mueve en un circulo estable, con el valor de [ calculado, la frecuencia de las

pequenas oscilaciones alrededor de este movimiento viene dada por la derivada segunda de U,
que hemos calculado antes. Sustituyendo el valor de [,

2 1/3
m2g . 3mg
=3mg| ——F——=— cosasino = —= cos” «
P=Pmin

m2gh3 tan® o h
\/ 39 cos
=4/—cosa
h

_ (LU
Y= m dp?

v
dp?

La frecuencia es

P=Pmin
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