1. Se tiene un oscilador armdnico con pardmetro de rozamiento [ y frecuencia natural wy que
se encuentra sometido a una fuerza F(t), que empieza a actuar en t = ty, de manera que
F(t) = 0 para t < ty. En el instante to la posicion y la velocidad del oscilador son xy y o,
respectivamente.

e Una solucion de este problema viene dada mediante la funcion de Green:
0, t<t
n(t) = [ dGHOFE), GHt) =1 s

sinwi(t —t'), t>1
muwq

Puesto que esta expresion mo contiene constantes arbitrarias, es una solucion particular
de la ecuacion no homogenea. Demuéstrese que esta solucion verifica z,(ty) = 0, y
.Tp(to) =0.

e Escribir la solucidn general para el movimiento del oscilador (ndtese que, al ser un prob-
lema no homogeneo, habrd que escribir una suma de dos soluciones: la general de la
homogenea, x4 (t), y una particular de la no homogenea, z,(t)).

e Ajustar las constantes arbitrarias de acuerdo a las condiciones iniciales del problema.
¢ Cudnto valdrian, y como seria la solucion particular del problema completo si xg =0 y
.’1")0 = 0?

Para demostrar que z,(ty) = 0y 4,(to) = 0 escribamos la solucién sustituyendo la funcién de
Green en la integral. Para ello, observemos que G(t,t') = 0 para t' > ¢ (resultado del principio
de causalidad, por el que el efecto de una perturbacién en el instante £ no puede venir de
perturbaciones aplicadas en instantes posteriores t'). Por tanto, el limite superior de la integral
se puede sustituir por ¢. Asimismo, el limite inferior se puede sustituir por %y, ya que la fuerza
externa F'(t') es nula para t' < t. Nos queda por tanto

1 t ,
dt' F(t")e P sinw, (t — t')
mw1 to

Tp(t) =
A partir de aqui es obvio que z,(tp) = 0, ya que los limites de la integral son iguales.

Para ver que #,(ty) = 0, derivamos primero con respecto a t:

1

mwi

Tp (t) =

t /
T dt' F(t") e P [—Bsinw, (t — ') + wy coswy (t — t')]}

to

X {F(t')e‘ﬁ(t_t') sinwi (t —t')

tl

i !
dt' F(t"e Pt [—Bsinwy (t — t') 4+ wy cosws (t — 1]
mwi Jito

Sustituyendo ¢ = t;, la integral es igualmente cero debido a que ambos limites son iguales.

La solucién general del problema serd por tanto igual a

z(t) = zp(t) + 2,(t) = e P10 A coswi (t — to) + Bsinwi (t — to)]

+

1 t ,
dt'F(t")e P sin w, (t — t)
mwy Jt
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donde hemos supuesto un movimiento infraamortiguado.

Para ajustar las condiciones iniciales, sustituimos en %:
g = l’(t()) = A, i‘() = —Aﬁ + Bw1
de donde

Zo + Bxo
Wi

A:.Z'(), B =

y la soluciéon particular seria

Co + .
z(t) = e Pz coswy(t —to) + xoTﬂxo sinws (¢ — to)]
1
t ,
+ dt'F(t"e P sinwy (t — ')
mwy Jto

Las condiciones iniciales en t;, aparecen unicamente en la parte de la solucién de la ecuacién
homogenea, mientras que la solucién particular de la ecuacion no homogenea no afecta para
nada al ajuste de las condiciones iniciales. Si xg = 0y 2o = 0 la solucién seria igual a la solucién
particular de la ecuacién no homogenea:

1 gt ,
dt' F(t") e P sinw, (t — t)
mwq Jto

a(t) =

2. Sea un oscilador armonico con pardmetro de rozamiento [ y frecuencia natural wy que se
encuentra sometido a una fuerza F(t) = Fye " parat > 0. Obtener la solucidn del problema, si
la posicion inicial es o = 0 y la velocidad inicial es ©y = 0, utilizando el método de la funcion
de Green. ;Qué aspecto tiene la solucion si B> v? ;Y si KL v?

Para resolver el problema utilizamos lo aprendido en el problema anterior. Si las condiciones
iniciales son todas nulas, la solucién es

1 t /
ot) = — /0 dt' F(#)e=?¢) sin oy (¢ — ')
1

Fy
muws

t ! 7
/ dt'e™" e P sinwy (t — t')
0

Para hacer esta integral, hagamos el cambio de variable n = ¢t — t' y saquemos de la integral lo
que no dependa de n:

Fhe= " rt
z(t) = L/ dne(v—ﬂ)n sin w7
mwy Jo
Ahora hagamos la integral
t
I :/ dne =P sin win
0

por partes:
ely=B8)n ¢
I = — CoSwiM
W1

_ t
+ 7 B/ dne" =P cos win
w1 0

0

_ -B)t _
— 1 - 07 coswnt + 1= F /t dne" =P cos win
w1 w1 0




Ahora volvemos a hacer la integral que queda por partes:

1 — e =Pt coswit

I =
w1
_ (v=B)n t _ ¢
+ 78 [e sinwin| — 7 5/ dnelr=Am sinwln]
w1 w1 0 w1 0
11—l Pleoswit
= o
_ (v=B)t _
+ 1=F le sinwit — 7 5[]
w1 w1 w1

Despejando ahora la integral buscada I:

2
_ 1 _
1+ (7 B) ] == ll — 0P coswyt + L B

1

= 7Bt gin w1t
W1 W1 W1

[1 — P cos it + 7= ﬁew_ﬂ)t sin wlt]
w1

y la solucion es
Fy
mlwi + (v — B)?]

z(t) = {1 —e Pleoswit + Me*ﬂt sin wlt}

W1

3. Sea el circuito de la figura, en donde la fuente crea pulsos de altura Vi y periodo P. ;Cudl
es la frecuencia de resonancia de este circuito? Obtener el comportamiento de la intensidad de
corriente en funcion del tiempo.

Ry

Ty
N
V=Vox_[LIL

Para hacer el problema usamos el teorema de Fourier en conjunciéon con el principio de super-
posicién. La funcién a desarrollar por serie de Fourier la escribimos como

1, nT<t<(n+1)T/2
V(t) =V, n=-o00,..,—1,0,1,...,00
0, (n+1)T/)2<t<(n+1)T

que es una onda cuadrada positiva (el cero de potencial lo podriamos poner a cualquier valor;
la dindmica no cambiaria demasiado). El desarrollo de Fourier,

V(t) = % + > lak cos kwt + by sin kwt], w = 2x/T
k=0



tiene como coeficientes:

2V
ap = T/ th TO 0 d = Vb
2 (T 2V 2Vy
ar = T/o dtF (t) cos kwt = TO ; dtcoskwt = T sin kwt|T/2 0
9 T , W, [T/ 2V, -
- 2 F ALY —_“"
by T/o dtF (t) sin kwt T Jo dt sin kwt = T cos kwt|,
2Vo .
Vo Tor k impar
= 2(1—coskn) = T
km
0, k par

asi que el desarrollo de Fourier es

sin (2n + 1)wt}

Vit +2
0= +25 sy
La ecuacién diferencial a resolver es pues

m+m+%:wn

o bien

- } Vit Vo sin (2n + 1)wt
‘”25‘”“3(1:#:—{ QZTU)}
n=0

donde 28 = R/L, w? = 1/LC. Aqui R y C son respectivamente la resistencia y la capacidad
equivalentes de los elementos indicados en la figura. En concreto, la capacidad equivalente C
de dos condensadores en serie C; y C es

1_1 1
cC C G,

mientras que la resistencia equivalente R de dos resistencias en paralelo Ry y Ry es
1_1 1
R R, Ry

La solucién a esta ecuaciéon no homogenea es

q(t) = qn(t) + gp(t)
donde ¢y, es la solucién general de la ecuaciéon homogenea,

an(t) = e P (A coswit + Bsinwit),

con w? = wg — % (suponemos una situacién de infraamortiguamiento, wy > ). Para obtener la

solucién particular de la ecuacién no homogenea, escribimos primero la parte correspondiente



al “término de fuerza” V;/2L, que es V;/2Lw?, y luego la parte correspondiente a cada una de
los términos sinusoidales. La solucion particular serd

V o
(1) = 5pp + 2 0n()

n=0

donde ¢, (t) es una solucién particular de la ecuacién

2Vysin (2n + 1wt

. 2 . 2 —
Gn + 2B¢n + wWyqn I @n+ir

n=201,..

Esta solucién se puede escribir (ver apuntes de clase)

(2Vo/L) sin [(2n + 1)wt — §y]

wlt) = \/(wg — (2n 4+ 1)2w?)? + 4(2n + 1)%w?p?

con
2(2n + 1)wp

wg — (2n + 1)%w?

tan g, =

(recordar que llegdbamos a este tipo de expresién a base de probar una solucién combinacién
lineal de coseno y seno con la frecuencia externa). El principio de superposicién nos permite
ahora escribir ¢, como la suma de todos estos términos, y la solucién general buscada es

> 2Vy/L) sin (2 1 —
q(t) = e P*(Acoswit + Bsinwit) + Y (2Vo/L)sin[(2n + 1wt = 6]
n=0 \/(wg — (2n +1)%w?)? + 4(2n + 1)?w?[?

Habra resonancia cuando la frecuencia externa coincida con alguna de las frecuencias que alguna
de las amplitudes tenga un méaximo. El maximo se da en w = w,r cuando

dAn,(w)
dw

d 1
WaR Cdw { \/(wg — (2n+1)%w?)?2 +4(2n + 1)%w?3? } y

2w(2n + 1)*(w§ — (2n + 1)%w?) — 4(2n + 1)*wf?
[(w(% - (2n + 1)2(,02)2 + 4(2n + 1)2w252]3/2

R

WnR
o sea, cuando el numerador es nulo:

Vws — 22
wy — (2n +1)%w2, = 25 Vo = 257

nR = T YR T T

de manera que tendremos resonancia siempre que la frecuencia externa w sea igual a alguna
de las w,r para algin n = 0,1,2,... La corriente I se obtendria a partir de ¢ integrando la
expresion anterior, ya que I = dq/dt.

4. Considerar una masa m sometida a una fuerza que se deriva del siguiente potencial no
lineal:
U(z) = k"

Obtener, como funcion de n, la dependencia del periodo T con la amplitud de movimiento,
demostrando que, st n < 2, el periodo T aumenta con la amplitud, st n = 2, T no depende de
la amplitud, y st n > 2 el periodo disminuye con la amplitud. ;Cudl es la explicacion fisica de
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este resultado?

Procedemos utilizando la ecuacion de la energia:
1 -2 n
E = gma” + K|z

(ponemos el valor absoluto previendo el caso n impar, ya que en caso contrario el potencial no
seria confinante y no darfa lugar a movimiento periédico). Sea xy la amplitud de movimiento.
Cuando x = z( la velocidad es nula, ya que se trata de un punto de retorno. Entonces

E = kl|zo|"

1
Klzo|" = imbe + klz|"

. 2 2K
T = i\/— (klzo|™ — Klz|") = £/ —/|zo|™ — ||
m m

Separando variables, y tomando el signo + (lo cual nos limita a considerar el movimiento con
x creciendo en el tiempo), tenemos

Y L
NPT
Integrando a medio periodo 7'/2:
/T/th:/zo Jmdr
0 —z0 ¥V 2K |zo|™ — ||

Como el integrando de la integral de la derecha es una funcién par en z, podemos integrar
desde 0 hasta xy y multiplicar por 2, obteniendo el periodo como

T4 m /“”0 dx
N 2k Jo Jz[ — ™
(hemos quitado el valor absoluto ya que ahora los valores de x son todos positivos). Haciendo
el cambio t = z/x,

T 4 m /1 dt 1-n/2 8m /1 dt
=4z = — _
0 2kxg Jo /1 —1t" 0 V & Jo V11"

La integral indicada es un ntimero para cada valor del indice n, y por tanto no afecta a la pre-
gunta que nos planteamos, a saber, como depende el periodo de la amplitud. De la expresion
anterior, T" :L'(lfn/ 2, de manera que, si n < 2, entonces xy aparece con una potencia positiva, y
al aumentar la amplitud, aumenta el periodo. Si n = 2 (caso arménico), el periodo no depende
de la amplitud, mientras que si n > 2, el periodo disminuye con la amplitud. Este tltimo caso
se explica porque la energia potencial aumenta rapidamente con la amplitud, de manera que la
fuerza que siente una masa hacia el origen es més grande y la aceleracién que produce es mayor.

Despejando z,

5. Considerar una masa m sometida a una fuerza que se deriva del siguiente potencial no
lineal:

ko €4
U(x)—ga: +Z$



o Utilizando la ecuacion de la energia, obtener una expresion para el periodo de este movimiento

en términos de una integral.

e Desarrollar el integrando en potencias de €, y calcular la correccion en el periodo con
respecto al oscilador armonico.

La ecuacién de la energia es

1 k €
E _ _ -2 v,2 R
2mx + 2:16 + 4ac
Sea x( la amplitud de movimiento. Cuando z = g la velocidad es nula, ya que se trata de un

punto de retorno. Entonces

k €
E 5:5(2) + Zmé
y
k € 1 . k
5333 + Zxé = ime + 53:2 + ZJ,A

Despejando 1,

_ 2 [k € k €
T = i\l - lgx% + Z$4 — 5:52 — Z:c‘l] = id - li(m% —2?) + Z(:Eé — %)

Separando las variables, y tomando el signo + (lo cual nos limita al movimiento con z creciendo
en el tiempo),

Ahora integramos a medio periodo P/2:

P/2 T

/ dt=/0 dx

0 12k, 2 €, 4 4
— _($0_$)+Z($0_$)

m

Como el integrando de la integral derecha es una funcién par en z, podemos integrar de 0 a x
y multiplicar por 2, obteniendo el periodo como

k
m

13:4/;0 2
=]

Con objeto de expresar la integral de manera mas breve, hagamos el cambio t = z/xg:

dt

_4/1 dt
- u—ﬁﬂfﬁu—#ﬂ oo 1 - +p(1 -t
m | 2

1
P:4.’E0/



donde hemos hecho la definicién n = ex2/2k y w2 = k/m es la frecuencia del oscilador arménico.

Obtengamos perturbativamente el periodo en términos de la amplitud a base de desarrollar
el integrando en 7 alrededor de n = 0 (que corresponderia al oscilador arménico):

1 1 (1+12)n  3(1 +12)2p?

\/1_t2+77(1_t4):\/1—t2 NI 8P

e integrar término a término:

p - Ay 1 _(1+t2)n+3(1+t2)2772_
 w o VI—12 2y/1-¢ 8/1 — 12
4 m 3w ol 3 7 4 ]
- S |r_a, 2 =P l=2np4+ —=n*— ..
w0y [2 g1t 128" T ] "[ 17T 54"

siendo Py = 27m/wy el periodo del oscilador arménico. Los términos més alld del primero dan
la correccién al periodo debida a la introduccién de la perturbacién cuértica. Por ejemplo, a
primer orden en ¢, el periodo disminuye con respecto al resultado arménico.

6. Sea un masa que se mueve a lo largo de © sometida a una fuerza armonica de frecuen-
cia natural wy y una fuerza perturbativa de tipo 2%, de manera que la ecuacion de movimiento
se puede escribir

i+wir = ex®

Las condiciones iniciales son x(0) = zo y £(0) = 0. Obtener la solucidn a primer orden en €
utilizando el método perturbativo.

Calculemos primero la solucién a orden cero, z!%, que es la solucién a la ecuacién poniendo
e=0:
i+ W22 =0 —  2(t) = 2o coswyt

donde ya hemos ajustado las condiciones iniciales. Ahora insertemos esta solucién a orden cero
en € en el segundo miembro de la ecuacién, escribiéndola como:

i=—wir + ex®

Tenemos:
sl = _ng[o] + 6($E)O])2 = —wjTg cos wot + €xf cos® wot

Escribiendo 1 1
cos? wot = 3 + 3 €os 2wqt

obtenemos la ecuacién ) )
. €x €x
=0 _ W2z cos wot + —% cos 2wyt
2 0 2

que podemos integrar dos veces para conseguir z!!:
2 2
€Ty €T

——cos2wot +at + b
4 8wd 0

1

M = T CoS wpt +

donde a,b son constantes arbitrarias. Para ajustarlas, imponemos otra vez las condiciones
iniciales. Pero observemos que el primer término de la ecuacion anterior es la solucién a orden
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cero, que ya tiene ajustadas las constantes. Asi que los otros términos han de ser nulos y tener
derivada nula en £ = 0, lo cual implica que

2

€T
0=——2+4b, 0=a
8w
de donde la solucién para z!! es:
21— cos2wpt
M = 24 coswyt + €xy lz + Two]
0

El término entre corchetes multiplicado por zj es la correccién a orden uno. Correcciones a
otros érdenes se obtendrian de manera similar (con bastante mas trabajo).



