1. Como modelo para una molécula triatomica lineal, consideremos tres masas unidas por dos
muelles armaonicos idénticos colineales de longitud natural d y constante de fuerza k. Las masas
sonm, M ym, siendo M la masa central (figura 1).

e Determinar las frecuencias caracteristicas del sistema, demostrando que una de ellas es
nula.

e QObtener los modos normales de vibracion. ;Qué significado fisico posee el modo asociado
a la frecuencia nula?

Sean z;, X y x5 las posiciones horizontales de las masas izquierda, central y derecha, respecti-
vamente, con respecto a un origen fijo. La energia cinética es

1 . 1 . 1 .

y la energia potencial
1 1
U= §K(X — T — d)2 + 5/43((132 - X — d)2

Esta expresion proporciona términos independiente, lineal y cuadratico. Los dos primeros se
pueden eliminar a base de introducir nuevas variables que se anulen en la posiciéon del minimo.
Esa posicion es 1 = 0, X = d, £o = 2d. Definiendo ¢, = z1, ¢o = X —d, q3 = 1o — 2d, tenemos
1 2 1 2 _ 1 o 2, 1 5
U = 5/‘3(41 — )"+ 55(% — )" = S + kg + 5l — Kq192 = Kg243
de manera que ahora el minimo esta situado en ¢; = ¢, = g3 = 0 y no aparece el término lineal.
Esta transformacién de coordenadas, sin embargo, no es absolutamente necesaria ya que, como
se puede ver, los coeficientes del término cuadratico siguen siendo los mismos. Las matrices M
y A son pues, en el sistema {g;}:

m 0 O k —k 0
M=| 0 M 0|, A=]| —k 2k —k
0 0 m 0 —k kK
La ecuacion secular se obtiene de
K — mw? —K 0
A — Muw? = —K 2k — Mw? —K =0
0 —K K — mw?

o sea,
(k — mw?)? (25 — Mw?) — 2k*(k — mw?) =0

Eliminando un factor global k — mw?, que proporciona una de las raices, y simplificando la
ecuacion que resulta, se obtienen las tres frecuencias caracteristicas:

( w1=0
Kk —muw? =0
— w2 =/ 75
mMuw* — k(2m + M)w? =0
k(2m+ M)
\ Wi = mM

Calculemos ahora los modos normales de vibracion. Tenemos:



K —K 0 aii 11 — Q91 = 0
—K 2K —K a | =0 —
0 —k k& asy —a91 +az; =0

Escogiendo a;; = oy, el autovector es

a; = 011(1, 1, 1)
e W = Wy
0 —K 0 a19 Q99 = 0
-k k(1—M/m) —k ap |=0 —
0 —K 0 aso Q19 + Q39 = 0

Escogiendo a2 = as, el autovector es

Ay = az(l, 0, —1)

o w=ws.
—2km/M —K 0 a3 a13 = as3
—K —kM/m —K ags | =0 —
0 —K —2km/M as3 ass = —2azgzm/M

Escogiendo a3z = as, el autovector es

m
= 1,—2—.,1
as a3<a Ma )

Los valores de aq, a9, a3 se pueden ajustar de manera que los autovectores aj,a,,as estén
normalizados a la unidad. Tenemos:

Z MjkQjrQrs = 57‘3
ik

2 2 2 _
may, + Maj, +maz, =1

Entonces:
e r=1: 1
e r=2:
m
e r=23: ]

ad(m+4m?/M +m)=1 — agz\/2 ol
m m



y los autovectores son

0 - &ty (1,01 (1,—-2m/M, 1)
. TV T T P+ 2m/M)

VM +2m’

A partir de los autovectores se puede ver qué tipo de movimientos se pueden asociar con los
modos normales de este sistema. El primero es un desplazamiento rigido de las tres masas,
con frecuencia nula; corresponde al modo de Goldstone del problema, asociado a la simetria de
translacién del lagrangiano. El segundo es un movimiento en desfase de las masas situadas en
los extremos, quedando la masa central fija. En el tercero las masas de los extremos se mueven
en desfase, pero la central participa del movimiento.

Las coordenadas de las masas seran:

a(t) = anum(t) + a2me(t) + azna(t) = i (t) + cena(t) + asns(t)
@) = azm (1) + anma(t) + azsm (1) = cum(t) — 205 7m0
g3(t) = asim(t) + asema(t) + assns(t) = armi(t) — cona(t) — azns(t)

Invirtiendo, obtenemos los modos normales:

VM +2m

m(t) = ?(lh + ¢2)
(t) _ % (1 — 2Tn‘/]\4)ql - 2‘]2 + (1 + 2Tn/J\4)q3
2 N 2m M +2m
_ 200 —
ns(t) = Q1+ 292 — q3
2m(M + 2m)

Para interpretar estos modos normales, buscamos los valores de g1, g2 ¥ g3 que anulan todos los
modos excepto uno. Haciendo ¢; = ¢2 = g3, lo cual implica una translacién rigida de sistema
de masas sin ninguna deformacién de los muelles, vemos que 17y = 13 = 0, con lo cual el inico
modo excitado es el primero, con frecuencia nula, como esperabamos.

Para anular el primer modo y a la vez el tercer modo, basta con hacer ¢ = —q3 y g2 = 0,
y el unico modo excitado que resulta es el segundo, que corresponde por tanto a tener las
masas de los extremos moviendose en desfase y la masa central parada. Por tltimo, la eleccion

g1 = —4q2y
@ M+2m

qs 3M —2m
hace que el inico modo excitado sea el tercero. Este modo corresponde a un movimiento en

el que las masas primera y segunda oscilan en desfase, y a su vez la tercera oscila en desfase o
fase (segin el signo de 3M — 2m) con respecto a la primera.

2. Se tiene un péndulo eldstico, formado por una masa que pende del techo a través de un muelle
de constante k y longitud natural | (figura 2). Determinar el movimiento en aproximacion

armonica, obteniendo las frecuencias caracteristicas y los modos normales de movimiento.

Tomamos como coordenadas generalizadas el angulo que forma el muelle desde la vertical,



0, y la deformacién del muelle, q. Esta tltima serd la distancia desde el punto de suspension
a la masa, h, menos la longitud natural del muelle. Entonces ¢ = h — [. Las coordenadas
cartesianas de la masa, poniendo el origen en el punto de suspensién, y yendo el eje z a lo largo
de la horizontal y el eje y hacia arriba, son

x =hsinfl, y=hcosf
El médulo de la velocidad de 1a masa al cuadrado es:
i? + 9 = (hsin O + hf cos0)% + (hcos O — hfsin ) = h? + h20% = ¢ + (¢° + 12 + 2q1)6?

La energia cinética es, por tanto:
T = %m[(f + (¢ + 17+ 241)6?)
La energia potencial tiene a su vez dos términos: uno gravitatorio y otro armoénico,
U = mgh(1 — cos ) + %/{(h —1)> =mg(qg+1)(1 — cosf) + %mf

Desarrollando la energia potencial con idea de aislar el término cuadrético, tenemos:

| mgl 1
U= D+ k> +...= —0°+ =k¢*> + ...
mg(q+)2+2/<;q + 5 0+ gRd+
donde escrito sélo los términos cuadraticos. La U tiene un punto de equilibrio estable en ¢ = 0,

f = 0. Vamos a aproximar la energia cinética también con términos sélo cuadraticos:
I SRR SR oL oo 1 o
T = 5 + 2m(q + 12+ 2q1)0° = 5 + 2ml 0° + ...

Las matrices M y A son directamente diagonales:

m 0 Kk 0
M_<O ml2>’ A_<O mgl)

de modo que la ecuacién secular es:

K — mw? 0

y las frecuencias caracteristicas son:

K \/?
Wr=3/—, W2=4/7
m l

Al ser ambas matrices diagonales, el lagrangiano es ya diagonal en las coordenadas ¢ y 6, de
manera que éstas son los modos normales. L.os movimientos asociados son: una oscilacién ver-
tical con frecuencia w; asociada a la coordenada ¢ y con # = 0, y una oscilaciéon pendular de
frecuencia wo en la que el muelle no se deforma (¢ = 0).

3. Se tiene un sistema con n grados de libertad, caracterizado por las coordenadas general-
izadas {q;}, con energias cinética y potencial

1 . 1
T= 2 Z mkq}i U= 2 ZAle]le
k kl
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y tal que cada coordenada se encuentra amortiguada con una fuerza —2ymyqy. Demostrar
que el movimiento tiene la misma forma que el obtenido en la teoria general de oscilaciones
armdnicas, excepto que ahora las frecuencias reales {wy} han de sustituirse por las frecuencias

complejas
O = Jwg =7 +iv

Demostrar ademds que, si el amortiguamiento es débil, todos los modos se amortiguan en la
misma cantidad, pese a tener distinta frecuencia.

El lagrangiano es
1 . 1
L= 5 Z mqu - 5 Z Angrq
k kl

Las ecuaciones de Lagrange son

d OL 0L
————— — =@, k=1,..,n
dt aqk qu
donde Qr = —2ymyq son las fuerzas generalizadas. Calculando las derivadas parciales, obten-

emos:
mie + 2ymige + Y A =0, k=1,..,n
!

Probando las soluciones

gr(t) = ape %) B =1 n

tenemos:
—mkain + 2iq/mkaka + ZAklak = 0, k= 1, ., n
l

Hagamos la notacion

Entonces las ecuaciones de movimiento se pueden poner de manera matricial de la siguiente
forma:

2
A11 — myiwy Alg Aln aq 0
2
A21 Agg — Moy Agn [¢5) . 0
2
An,n—l Ann — MpWw, ap 0

Pero estas ecuaciones son justo las de un sistema no amortiguado, con frecuencias propias wy.
Conocidas éstas, las nuevas frecuencias propias con las que vibra el sistema amortiguado se

obtienen de:
O — 2y —wp =0

17.. .
O = 3 [Qz*y + /=492 + 4w,%] =iy + \Jwi — 2

Entonces las soluciones son del tipo

Despejando:

n n
gr(t) = Y ag @ VU = N g e VR ki =1,.n
7j=1

=1

Esto es lo mismo que ocurre en un oscilador simple en una dimension: al introducir un amor-
tiguamiento la frecuencia de vibracién varia en una cantidad relacionada con la constante de



amortiguamiento, y aparece una exponencial que decae en el tiempo. Un sistema de osciladores
acoplados es equivalente a un sistema de osciladores armoénicos independientes que vibran cada
uno con una frecuencia wg. Al introducir un amortiguamiento cada una de estas frecuencias se
ve afectada de la misma manera que un oscilador simple, y cada modo normal se atenta con
un factor exponencial en el tiempo.

Independientemente del amortiguamiento, la constante de amortiguacion es v para todos los
modos. La frecuencia de oscilacion, que cambia como resultado del amortiguamiento, depende
de éste. Si el amortiguamiento es débil,

. : 2. 7’
Q= Vwi — 7?2 = 1-—== 11—
k=0 w7 =0y + wg 2 w—|—wk< 2%%) +

2

kawk—%—i—m—i—...
k

es decir,

Si v2 < wy, entonces el amortiguamiento no afecta a ningtin modo.

4. Calcular los modos normales de oscilacion del circuito eléctrico de la figura 3.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

K K I ——
m s .M e m J‘/ C, p— :JMM/_J‘ C,
i ]

Escribamos las ecuaciones para el circuito. Las caidas de potencial en las autoinductancias son
LI , siendo I la intensidad eléctrica, mientras que en los condensadores es ¢/C, siendo ¢ la carga.
Sea I la intensidad que atraviesa la autoinductancia L, I5 la que atraviesa la autoinductancia
Lo, e I3 la que atraviesa el condensador C'. Las reglas de Kirchoff aplicadas a los dos circuitos
proporcionan las ecuaciones:

Is=1 —1,

A A A
Lii+—=—+==0
11+01+C

. I, I
Lolb + = —-"=-=0
22+C,2 I

Eliminando la intensidad I3, obtenemos las dos ecuaciones lineales acopladas

. 1 1 I
L111+<—+—)11——2=0

oo 8
. 1 1 I
i+ (L4 1Y o
22+(02+C)2 o~

Formalmente estas ecuaciones se pueden obtener de un lagrangiano para las coordenadas gen-
eralizadas I; e I,. El término de energia cinética se puede obtener a partir de los primeros
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términos de las ecuaciones. El resto proviene de una energia potencial. Si hacemos

_ L '2_1(1 )2_1(L 1)2 1
L=s(lf+ LE) -5 (& +5) oto) i+ Ghh

Entonces aplicando las ecuaciones de Lagrange se puede ver ficilmente que recuperamos las
ecuaciones obtenidas a partir de las leyes de Kirchoff. Este lagrangiano es isomorfo al de un
sistema de dos muelles de masas distintas m; y my acoplados mediante un muelle de constante
k12 y cada uno de ellos conectado a una pared mediante muelles iguales de constante «; las
ecuaciones que resultan son

mla'él + (Ii —+ I€12).’L'1 — K129 = 0
m2.’.1§2 =+ (Ii + lilz)xg — K121 = 0
que se obtienen de un lagrangiano

1 1
L= —ml.i‘f-l- =

. 1 1
5 2m2x§ + 5(/’6 —+ Klz).T% + E(K, + &12):5% — K1221%9

Las correspondientes matrices m y A, en el caso del lagrangiano electromagnético, son:

(L o A= a+s —¢
0 L) e

y las frecuencias propias vendran dadas por la solucién de la ecuacién

1 1 1 1 1
(b m) (o2 me)
<C1+C 1w + 2W 0

1 4,1 2 _1
o T Lw c

_1 1 41 _ 2
C 02+C LQUJ

Esta ecuacién secular se puede poner en funcion de las frecuencias

(0) 1 (0) 1 (1) 1 (1) 1
Wy = , Wy = , W = , Wy =
1.0, NiNe: VI.C VI,C
como
(w§0) + w§1)2 — w2) (w§0)2 + wém — w2) — w§1)2w§1)2 =0
0 sea,

Wt — (0 4 o 40 + ) + (@ 4 ) @ 4 ) — ol = 0

Las dos soluciones de esta ecuacién secular, wy 2, son:

2

1
B I B O L O LY (o O LN LR GO PR SO Ol

2

El caso Ly = Ly, C; = Cy, que implica w!? = wi = w® y ¥ = ¥ = 4,0 es el discutido en

clase para el sistema de las dos mallas y los tres muelles, ya que reduce las frecuencias propias
a

02 4 9,,1)2
wiz = w@2 4 (M2 4 ,(N2 = { 3(0)2 T

que es el mismo resultado que el obtenido para el problema de los muelles. Los modos normales
seran por tanto idénticos a los de aquél problema. En el caso en que L; # Ly, C; # C los
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modos son algo mas complicados, pero su interpretacion fisica es similar.

5. FEncontrar las frecuencias propias y discutir los modos normales (en la aproximacion de
pequenias oscilaciones) de un péndulo doble plano (en el que el plano de oscilacion de ambas
masas es el mismo y permanece fijo).

El lagrangiano del péndulo doble es

2 . . . .
L= %[20? + 63 4 20,0, cos (0, — 05)] + 2mgl cos 6, + mgl cos O,

En aproximacién arménica
2 .. . 62 62
L= %[293 + 62 + 26,6,] + 2mgl (1 - ;) + mgl (1 — ;)

y eliminando las constantes,

_ ml?

L= —
2

. . . . 2
[202 + 62 + 26,0, — mgl (0% + 92—2>

Las matrices A y m son
2mgl 0 2mil? mil?
A_< 0 mgl)’ m_<ml2 mi?
y las frecuencias propias vienen dadas por la ecuacion

2mgl — 2mi*w? —ml?w?

P mgl — miw? | = (2mgl — 2ml*w?)(mgl — mi*w?) — (ml*w?)? =0

det(A — mw?) = ‘

de donde
w* — dwiw® + 2wy = 0

cuyas soluciones son

1 g
w? = 3 (4w§ + /16w — 8w§) =wi2£V2), W= ]

Las dos frecuencias caracteristicas son pues

wlzwo\/Q—i-\@, wgzwo\/2—\/§

Calculemos ahora los autovectores. Para w = w;

(—2(1+\/§)mgl —mgl(2+\/§)><a11>:<0> S = o 24+1/2

—mgl(2++v2) —(1++v2)mgl a1 0 2(V2+1)

Para w = ws,

(e i) ()= (6) = ae=eagty



La dependencia temporal de los dngulos en funcién del tiempo es por tanto

01(t) = auim(t) + a1ome(t) = —an 2(2\;_—27\_:51)771(75) + a222(2\/_—27\_/§1)772(t)

02(t) = agm(t) + azena(t)

Invirtiendo,

_(2-v2)8 —2(vV2-1)6,
" 2\/§CL21(\/5 —1)

24+ V28 +2(vV2+ 1)
"= 2\/5&22(1 + \/5)

Si ahora hacemos (2 — \@)01 + (\@ — 1)f; = 0 de modo que 7; = 0, vemos que el modo de
oscilaciéon asociado a wo tiene amplitudes relacionadas mediante

2—+4/2
2(v/2-1)
es decir, en fase, ya que la cantidad entre corchetes es positiva; éste es el modo simétrico, con

frecuencia menor. Si por el contrario hacemos (2 + v/2)0y + 2(v/2 + 1)8; = 0, de manera que
1N = 0, vemos que el modo de oscilacién asociado a w; tiene amplitudes relacionadas mediante

24+/2
ht) = =600 [m]

es decir, en desfase (modo antisimétrico, frecuencia mayor).

0,(t) = 0s(2) [

6. Una particula de masa m se sujeta a un soporte mediante un muelle de constante k que
cuelga verticalmente hacia abajo. A este sistema se sujeta otro oscilador igual conectando el
muelle del sequndo a la masa del primero. Determinar las frecuencias propias para las os-
cilaciones verticales unidimensionales y describir los modos normales del sistema. Repetir el
problema si las masas, en lugar de estar suspendidas del techo, descansan sobre el suelo.

® /i@

X1

X1

-t

-/ @

/

El primer paso consiste en buscar coordenadas generalizadas adecuadas. Las vamos a elegir de
manera que cuando éstas asuman valores nulos el sistema se encuentre en su punto de equilibrio
estable. Para buscar este punto, definamos coordenadas x; y x5 tal y como se indica en la figura
(lo es la longitud natural de los muelles). Con estas coordenadas, la energia potencial es

1 1
U= —mgr, — mgro + 5%(1‘1 — l0)2 + EI{(M — X1 — lo)2



Derivando e igualando a cero obtenemos el punto de equilibrio 2% y z9 (en donde la fuerza es
nula):

ou

o =g (el = Io) — (s — 2 — Ig) = 0
01 |ag.03

— =-mg+k(zy—x2, —lp) =0

075 2000 9 (23 1 — bo)

de donde
2 =204+1, z5=3a+2l

donde o = mg/k. Por tanto, definimos las coordenadas generalizadas como

_ 0 _ 0 _ 0 _ 0
G =T1—Ty, Q@=Te2—Tp — T1=q +T, T2=0Qq+T

Sustituyendo en la energia potencial,

U=U,+ %/ﬁqf + %&qg + %/@(ql — ) =Uy+ %(2&)(13 + %(2&)(]3 — KQ1Go
donde Up es una constante irrelevante (observar que, al haber medido las distancias con re-
specto a las posiciones de equilibrio, los términos lineales en ¢; y g» desaparecen; asimismo,
la aceleracién de la gravedad tampoco aparece en los términos cuadraticos, ya que aparece
unicamente a través de las posiciones de equilibrio. El problema se convierte en un problema
efectivo de s6lo dos muelles acoplados). Por otro lado, la energia cinética es

_ 1 fdg\* 1 (dg)
T_2m<dt> +2m<dt

2k —kK m 0
A_<—/<a 2&)’ m_(O m)

El determinante de la matriz A—mw? igualado a cero es

Las matrices A y m son

det(A — mw?) = (26 — mw?)> — k2 =0

de donde las dos posibles frecuencias propias son

\/m \/3/6/me1
w = =
m

\VE/m = wy

Calculemos los autovectores. Para w = wy,

—K —K anr \ _ (0 _ _
—k —k o1 —\o a11 = —a921

Para w = wo,



Normalizando los dos autovectores con la condicién m(a2, + a3,) = 1, obtenemos
1

1

ail = —Q21 = , Q12 = G2 =
\V2m

Las coordenadas generalizadas son pues

B

n1(t) + na(t)
V2m

n2(t) — m(?)
V2m

Para ver el significado de las coordenadas normales 7; y 7y, las despejamos en términos de ¢;
y go:

q1(t) = anm(t) + a1ama(t) =

@2(t) = anmi(t) + aznna(t) =

) = 2 0,(0) — (o)

V2m

m(t) = (1) + (1)

o Siqi(t) = qa2t) = q(t), ne(t) = q(t)v/2m, ni(t) = 0, luego el modo normal asociado a la
frecuencia wo corresponde a un movimiento en fase de ambas masas (el modo simétrico).

o Siqi(t) = —qt) = q(t), n2(t) = 0, m(t) = q(t)v2m, luego el modo normal asoci-
ado a la frecuencia w; corresponde a un movimiento en fase de ambas masas (el modo
antisimétrico).

Veamos ahora el caso en el que las masas descansan sobre el suelo. Elegiendo las coordenadas
como en la figura, la energia potencial es

1 1
U= mgr, + mgxo + 5%(1‘1 — lo)2 + EK;(-,L'Q — X — l0)2

Las posiciones de equilibrio son ahora

) = 2o+, x5=-3a+2l

e, introduciendo las coordenadas generalizadas

_ 0 _ 0 _ 0 _ 0
@1 =21 =Ty, G2=Tp—Tyg — T1=q+tT;, T2=(q2+ Ty

la energia potencial queda

U=U,+ %&q% + %&qg + %Iﬂ(ql — @)’ =Us+ %(2&)(]? + %(2/{)(]3 — KG1Q2
que tiene exactamente la misma forma que en el caso anterior. Las frecuencias y modos
normales, por tanto, son los mismos. La conclusién es que el efecto de la gravedad aparece
unicamente a través de las posiciones de equilibrio, que son distintas en cada caso y también
distintas al caso en el que no hubiese gravedad, y este efecto no tiene repercusion sobre las
frecuencias y modos normales.

7. Considerar tres péndulos idénticos, de longitud | y masa M, suspendidos de un soporte,
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no completamente rigido, que es capaz de transmitir energia de un péndulo a otro, de manera
que la energia potencial es

1
U= imgl(ﬁf + 05 + 0§ — 26120102 — 26130103 — 26230203)

Obtener las frecuencias propias. Suponiendo que €10 = €13 = €93, demostrar que hay degen-
eracion en este caso, y que éste es el unico caso en el que puede haberla. Obtener en este caso
los modos normales de vibracion.
Escojemos como coordenadas generalizadas los angulos con respecto a la vertical. La energia
cinética es

1 do\*  (d6y\?  (dbs)’

T=-MP||—| +|=—=] + =2
2 dt dt dt

de manera que las matrices A y m son:

Mgl  —Mgle;s —Magles M2 0 0
A=| —Mgle,s, Myl —Mgleys |, m= 0 MP? 0
—Mgleys —Mgless — Mgl 0 0 M2

Las frecuencias propias se obtienen de:

Mgl — Mw?[? —Mglers —Mgles
—Mglers Mgl — Mw?? —Mgleas =0
—Mgleqs —Mgleas Mgl — Mw?I?

3
(9 - wQZ) — 29°enensers — 97 (9 — W) (€15 + €15 + €53) = 0

Para ver mejor la estructura de esta ecuacién, hagamos n = g — w?l, con lo que obtenemos una
ecuacién cubica en 7:
3 9202 2 2 3
n° — g°(€13 + €19 + €33)1 — 2g°€12€23€13 = 0

Para facilitar los calculos hagamos 1 = ag, con lo que la ecuacién queda
f(a) = Qg — (6%3 + 6%2 + 633)01 — 2612623613 =0

Las tres soluciones de esta ecuacion se pueden obtener analiticamente por medio de las conocidas
férmulas para un polinomio cubico sin término cuadratico. Las raices fisicamente admisibles
de esta ecuacion cubica han de ser reales, y se puede demostrar en este caso particular que es
asi. Para ello, en lugar de utilizar las expresiones para las soluciones explicitas de una ecuacién
cubica, vamos a demostrar las siguientes condiciones, que aseguran que existen tres raices reales:

e FEl polinomio tiende a —oo para @ — —o0 y a 400 para @ — +00, lo cual se sigue del
hecho de que el coeficiente del término de mayor grado es positivo.

e El polinomio posee dos extremos, un maximo y un minimo. Derivando:
1N a2 2 2 2\ _
fl(a) =3a” — (€15 + €1, + €53) = 0

es decir, existen dos extremos, simétricamente situados con respecto al origen:

€a + €75 + €3
ai::l:\/ 13 ;2 23
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e Calculando la derivada segunda, f”(a) = 6a, vemos que f"(ay) >0y f"(a) <0, 0
sea, el extremo negativo, a._, es un maximo, mientras que el extremo positivo, o, es un

minimo.

e Ademas, los valores de la funcién en los extremos han de ser positivo en el maximo y
negativo en el minimo,

2 2 2\ 3/2 2 2 2 \3/2
€13 T €1p + 623) . (€13 + €1y + €35) / — e19€n3€13

fla) = (544 :
2

2 2 2 \3/2
= ——(613 + €19 + 623) 2 2€19€93€13 < 0,

33

3/2
fla) = — 6%3 +ely + 633 (6%3 +ely + 633)3/2 — e1p€nseys
- 3 V3
2
= ﬁ(ﬁ%:& + 6%2 + 6%3)3/2 — 2612623613 2 0 (1)
La primera de las desigualdades es evidente dado que las constantes de acoplo son todas posi-

tivas. La tultima desigualdad se puede demostrar para cualesquiera tres nimeros positivos. En
efecto, si tenemos tres nimeros arbitrarios > 0,y > 0,z > 0, definamos la funcién

9(z,y,2) = (x2 +% + 22)3 —272%y%2?%, x,y,2>0

definicién inspirada en la desigualdad que queremos demostrar (simplificando un factor 2 y
elevando al cuadrado). Demostremos que esta funcién posee un extremo, y que ese extremo es
ademas un minimo. Las componentes del vector gradiente son:

0

99 _ 6z (x? +y* + 22)* — 5day®22 =0

ox

0

99 _ 6y(x2 + %+ 22)2 — 5dx’yz®> =0

dy

0

a—g =6z(z% + 9y + 29)? — bdx*y’2 =0
z

de donde se obtienen las ecuaciones
(x2 +% + 22)2 = 92%y? = 92222 = 9y?2?

que Unicamente se verifican si x = y = z. Estas igualdades definen un continuo de puntos
extremos. Para ver qué tipo de extremos son, calculamos la matriz hessiana evaluada en
r =1y =z, que es igual a

72z —36x* —362* 2 -1 -1
d%g=| —36z* T22* —36z* | =36z"| -1 2 -1
—36x* —36x* 722t -1 -1 2

Como todos los menores de esta matriz son no negativos,

2 -1 -1
‘:3>0, ~1 2 -1|=0
~1 -1 2
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concluimos que la recta £ = y = z es un continuo de minimos y que la funcién g(z,y, z) nunca
se hace negativa, siendo igual a cero tinicamente cuando x = y = 2. Por tanto, la desigualdad
(1) es cierta, verificandose la igualdad cuando €19 = €13 = €93, lo cual implica que f'(a_) =0y
f"(a—) = 0, es decir, a_ es una raiz doble y, por tanto, existe degeneracién. Para este caso la
ecuacion que da las frecuencias propias se convierte en

,',]3 _3926277_29363 =0

que tiene una raiz doble Y = —ge y una simple 73 = 2ge. La situacién se resume es-
quemadticamente en la figura: a la izquierda se tiene una situacién no degenerada, con dos
de las constantes de acoplo €19, €13, €23 iguales a 1 y la otra igual a 1,8; a la derecha se presenta
una situacion con degeneracién, con todas las constantes de acoplo iguales a la unidad. En
resumen, la Gnica manera de que exista degeneracion (y este caso corresponde a que una de las
frecuencias propias sea doble) es que las tres constantes de acoplo sean iguales. En cualquier
otro caso las frecuencias propias son distintas.

10 10
5 1 s
S E
= 0 ® ® F <= 0 /0\
-5 -5
-0t -10
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3
a a

8. Consideremos el problema general de oscilaciones armonicas en un sistema, es decir, la
solucion de la ecuacion vectorial

1 1
M-%+A-x=0, T=%M% U= x Ax

Es sabido que, sustituyendo una funcion exponencial compleja, obtenemos un sistema lineal
x=ce“ — A-cp=wM-c
donde {wy} son las raices del determinante det(A — w*M).

e Demostrar que el problema de autovalores generalizado A - ¢ = w?M - ¢ se puede escribir
como el siguiente problema estandar de autovalores:

N -b=w’b
donde N=M"12. A .- M2 yb=M"%c
e Sea R la matriz de rotacién que diagonaliza M, con autovalores {my}. Demostrar que

/M 0 0
MI/QIR_I' 0 /Mo ... 0 ‘R
0 0 /m,
es una definicion correcta para la raiz cuadrada de M, y obtener M~
manera (es decir, en términos de R y los autovalores {my}).

12 de la misma
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e Demostrar que el nuevo problema (estdndar) de autovalores resulta del primero a base de:
1) diagonalizar la matriz M, 2) dilatar o contraer los ejes de manera que los autovalores de
M se conviertan todos en la unidad, y 3) diagonalizar la matriz A. Este procedimiento,
que es una manera alternativa de ver el anterior, basado en resolver directamente el
sistema A - ¢ = w?M - ¢, permite diagonalizar las dos matrices, M y A, a la vez.

Sea que la matriz M la descomponemos en producto de dos matrices iguales: M = M/2. M2,
Luego veremos cémo definir la matriz M'/2. Entonces:

A-c=wM-c=uw’M"2. M. c
Multiplicando por la izquierda por M~'/2, la matriz inversa de M'/2,
M-2A e = WM-Y2 . MY2 - MY2 ¢ = w2 - M2 .
ya que MY2.M~1/2 = M~1/2. M'/? = 1. Definiendo b = M2 - ¢, obtenemos
M2 A- M. b=uw’b — N-b=uw’

ya que ¢ = M~/2 . b.

Sea ahora la definicién sugerida para M!/2:

\/ T 0
0 /Mo ... 0 R

0 0 /m,

donde la matriz de transformacion R es tal que

M1/2 — R—l

R'M'R_l _ 0 mo ... 0 , M:R_l ] 0 meo ... 0 ‘R
0O .. 0 m, 0O .. 0 m,

/1M

M/2 . M/2 R!. 0 /my ..
0 e 0

A/ 1M

_ R_l 0 \/Mo ...

0 0

ma 0 0

_ Ril ] 0 mo 0
0o .. 0 m,

Obtengamos ahora la matriz inversa M~
operaciones:

1/2

0
0

Vv Mn
0

.R-R!.

VAL
0

Comprobemos que M!/2. M'/2 = M. Teniendo en cuenta que R-R'=R™'-R =1:
0

0
0o ..
/Mo ...

0

o o§

0
\/ 1o .. 0 ‘R
0 m,

o O

‘R
N

. A partir de la ecn. (2), efectuamos las siguientes
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e Multiplicamos por la izquierda por M~1/2:

N 0
M-2.MY2 = M-1/2.R-. 0 ymy ... 0 R

0 e 0 /My,
e Hacemos M~/2.M'/?2 = 1, multiplicamos por la derecha por R~! y hacemos R-R~! = 1:

A/ 1M 0 0
R_l _ M_1/2 . R_l . 0 VAL 0

0 0 /m,
e Multiplicamos por la derecha por la inversa de la matriz diagonal:

1m0 .. 0
Ril- 0 ]./1/m2 0

Jai 0 .. 0 ymi 0 .. 0
:M_1/2-R_1- 0 \/Mo ... 0 . 0 1/\/777/2 0

0 0 . 0 1y

o

— M—1/2 . R—l

e Multiplicamos por la derecha por R:

1/« /1M 0 0
M71/2:R71- 0 1/w/m2 0 ‘R
0 0 1//my

Segtn el primer apartado, el problema de diagonalizacién se puede escribir como:

(M—1/2 A M—1/2) . (M1/2 . c) = w2 (M1/2 . c)
Sustituyendo ahora M~1/2 = R='- M, "/?. R (donde M;"? es la matriz diagonal de M~/2) y
MY2 =R-'-MY?-R (donde MY? es la matriz diagonal de M'/2) tenemos:

R M;”” R-A-R"M”*R-R'" M/ R-c=w’R" MY R-c

Multiplicando por la izquierda por la matriz R, teniendo en cuenta que R-R~! = 1, y agrupando
convenientemente las matrices, nos queda:

[M;UZ - (R A R_l) ) M;l/z] ) [M3/2 (R~ c)] = w2 [M;h (R~ c)]

que se puede interpretar como sigue. Primero actia la matriz R sobre la matriz A y el vector c
f ., . ) . . , . 1/2
(paréntesis), accién que sirve para diagonalizar la matriz M. Luego actia la matriz M/~ sobre
la matriz A transformada y el vector ¢ transformado (corchetes), que convierte a la matriz
M en la matriz unidad. Con estas transformaciones, el problema se reduce al ultimo paso,
diagonalizar la matriz A transformada mediante las dos transformaciones previas.
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