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1 Bases de la relatividad especial y relacién con
el dlgebra de Clifford

Un cuadrivector lo expresaremos como:
v = teg + xey + yes + zes

donde para que se satisfagan las reglas de la métrica Minkowskiana, se ha de
cumplir que
eg =-1 ef =+1

con i =1,2,3. Es decir, el espacio de Minkowski es un 4algebra de Clifford Cl3 ;.

Una de las magnitudes mas representativas del espacio Minkowskiano es
el campo electromagnético, F#¥, del cual podramos obtener las expresiones
explicitas para el campo eléctrico y magnético. Resulta ser que en algebra
de Clifford un campo puramente eléctrico es un bivector tiempo-espacio y uno
magnético es un bivector espacio-espacio:

E =Egen + Eyeps + E ep3

B = Bgess + Byes1 + Beis

Usaremos el sistema de Gauss, donde la velocidad se mide en fraccién de velo-
cidad de la luz (es decir una velocidad de v = 0.5 es en sistema internacional
v = 0.5¢).
2 Transformaciones ortogonales
Si realizamos el desarrollo de Taylor de exp(#/2eq;) obtenemos

exp(f/2eq;) = cosh(8/2) + sinh(8/2)eq;
ya que e3; = +1. Por el contrario,

exp(6/2e;;) = cos(8/2) + sin(8/2)e;;



y esto es debido a que efj = —1. Aplicando estas exponenciales como operadores
(es decir multiplicando por la exponencial por la izquierda y por su inversa por
la derecha) encontramos el resultado que es expone a continuacién: el primer
caso corresponde a un boost relativista de rapidez (o celeridad) /2 y el segundo
a una rotacién de dngulo 6/2.

3 Rotaciones y boosts

Veremos cémo escribir rotaciones y boosts dado un vector (en realidad bivector)
unitario que representard en un caso el eje de rotacién y en el otro la direccién
del boost. La rotacién del elemento X se expresa como rXr~ !, y el boost
bXb~!. El eje de rotacién serd un bivector espacio-espacio (en realidad no hay
diferencia con las rotaciones en Cls o, mientras que el ”director”del boost es un
bivector tiempo-espacio.

P = (2% + 4% + 22) V% (wegs + ye31 + ze12)
b= (a® + 9+ 2°) "V (zeor + y.02 + zeg3)
Operadores de rotacién/boost
e Rotacion r(6) = cos(8/2) — sin(0/2)#
e Boost b(€) = cosh(£/2) + sinh(£/2)b

Si nos dan (incorrectamente) el eje de rot./direccién del boost con un vector,
i = nie;i = 1,2,3, entonces para transformarlo en el eje de rot. tan solo
hemos de multiplicar (izqda. o dcha.) por ejes, si lo queremos transformar
en el bivector correcto que indique la direccién del boost multiplicamos por la
izquierda por ep.

4 Coordenadas esféricas

Daremos las f6rmulas de la rotacién y el boost en coordenadas esféricas. Es un
caso interesante, porque al tratarse de orientaciones de ejes, nos basta con dos
angulos (6, ¢), mientras que en cartesianas indicamos (x,y, z). Definimos:

7 = sin(#) cos(p)eas + sin(P) sin(p)esz; + cos(F)e1a
b = sin(6) cos(¢)eor + sin(8) sin(p)egz + cos(f)egs
Operadores de rotacién/boost en esféricas:
e Rotacién r(a) = cos(a/2) — sin(a/2)F

e Boost b(£) = cosh(&/2) + sinh(£/2)b



5 Transformacion general

Se dice que todas las parejas posibles e;; generan el grupo ortogonal SO(p, g).
Un elemento genérico del grupo ortogonal SO(p,q) y la transformacién que

produce se escriben asf:
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Los valores reales a;j, que pueden representar tanto la mitad del angulo de
rotacién como la mitad de la rapidez del boost, dependiendo del cuadrado del

generador de esa transformacién, se llaman pardmentros normales de la trans-
formacién representada, por el elemento X.

6 Matriz de Lorentz

Dada una. transformacién de Lorentz x, definimos las columnas de la Matriz de
Lorentz asf:

1 1 1 1

Tegxr™T xe1x T xesxr Tesx”

es decir, las columnas estan formadas por los vectores que resultan de aplicar
la transformacién de Lorentz a la base e,,.

7 Descomposiciéon de una transformacion de Lo-
rentz genérica en un boost y una rotaciéon

Una transformacién de Lorentz general viene dada por
T = a+ Aley; + Ciejk + mep123

y verifica que
k=a’?+C-C-A-A-7*=1

ky=2(A-C —an) =0

Definiendo k = (o + C - ©)~'/2, la descomposicién es cuestién es:

T = (ka + kC'e;k) (% + k(aA® + 70" — (C x A)i)ei)

8 Composicion de transformaciones

Supongamos que en Clz; aplicamos dos rotaciones consecutivas alrededor de
dos ejes diferentes. El operador por la izquierda de esta accién se escribe, por
ejemplo, como:

r = [cosh(a/2) + sinh(a/2)eq1 ]|[cosh(B/2) + sinh(8/2)e;3]



Desarrollando obtenemos:
r = cosh(a/2) cosh(8/2)+cosh(a/2) sinh(8/2)e13+sinh(a/2) cosh(8/2)es; —sinh(a/2) sinh(5/2)esq

Sin duda el objeto r, al ser aplicado segin la ley universal de transformaciones

rXr~! genera una rotacién, como era de esperar intuitivamente, ya que los

bivectores que aparecen en la expresién son del tipo espacio-espacio.
Realicemos ahora dos boosts consecutivos en difrenetes direcciones:

b = [cosh(&1/2) + sinh (& /2)eq1][cosh(€2/2) + sinh(&/2)ep1] =
= cosh & /2 cosh & /2+cosh & /2sinh & /2ega+cosh & /2 sinh & /2ep1 —sinh & /2sinh &5 /245

Y al contrario de lo que podriamos pensar intuitivamente, no sélo aparecen
bivectores del tipo tiempo-espacio, sino que aparece uno espacio-espacio, con lo
cual se concluye que la composicién de dos boosts en diferentes direcciones no
puede ser representada por un solo boost equivalente, ya que ademas aparece
una rotacién. Si € es pequeia, y aproximamos a primer orden: b= 1+4&/2ep2 +
&1/2e1 + O(£?) y las transformaciones si que conmutan en este caso.

9 Movimiento uniformemente acelerado

En esta seccion tratamos de encontar los parametros fisicos que nos caractericen
el movimiento uniformemente acelerado en relatividad. Haremos la discusién
en términos de la celeridad o rapidez £ de una particula, que se define como
v = tanh &, donde v es la velocidad del sistema que permanece en reposo con la
particula (S'); esta velocidad medida respecto de un sistema que se encuentra,
fijo, el sistema laboratorio.
En relatividad, un punto se expresa como = = x%g + z’e; ! y su cuadrive-
locidad es )
_dx  do° dz?
CCE T ET
donde 7 se conoce como tiempo propio y es el tiempo medido en §’, el tiempo
tal y como pasa para la propia particula. Por eso, cuando miramos desde el

sistama laboratorio, donde el tiempo es z°,

€;
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y v® es la tri-velocidad, la velocidad espacial de la particula que medimos en el
sistema, laboratorio.

Si en lugar del pardmetro v = 1/(1 + v?)~!, m4s comtn didacticamente,
usamos el parametro &, escribimos esta Gltima expresién como:

1

u = cosh £eg + sinh Eule;

El hecho de que esta forma de u nos resulte familiar no es casualidad. El caso
era una particula que se mueve con una determinada velocidad respecto a un

len todo el documento un sub- o superindice griego (1, v, etc.) recorre valores del 0 al 3
y uno latino (¢, j, etc.) del 1 al 3



sistema fijo. En un sistema fijo, la cuadrivelocidad de cualquier particula en
reposo es eg (se obtiene directamente de la expresién de u). Y el hecho de que
se mueva a una cierta velocidad (es decir con una cierta rapidez £) respecto a
ese sistema, equivale a hacer un boost de celeridad £ a la particula con cuadri-
velocidad egp:
u = exp(&aeq;)eo exp(€/2e;0)
y obtendriamos la misma expresién para u que antes.
La cuadri-aceleracién, obviamente (y suponemos el boost en direccién de e;)
du

a= = é(sinh &eog + coshée,)

Para caracterizar el movimiento uniformmente acelerado nos damos cuenta de
que a? = £2, y por tanto podemos afirmar que un movimiento de este tipo viene
caracterizado por:

E=cte = (=& +ar

La velocidad en un movimiento uniformemente acelerado sera:
u = cosh(& + at)ep + sinh(& + at)e;

Esta expresién nos permitird deducir las dependencias z°(7) y x! (7):

0 1
% = cosh(§ + a1) = 2% — 2 = E[sinh(fo + ary) — sinh(& + a7;)]
dz! 1
o= sinh(§ + at) = 2} —z; = a[cosh(fo + aty) — cosh(& + at;)]

Ya tenemos z(7), pero nosotros normalmente no estamos en el sistema de refe-
rencia en reposo con las particulas, sino en un sistema, laboratorio respecto al
cual se mueve aqgélla; por tanto més bien lo que nos interesa saber es 7(z). Lo
que hay que hacer es, simplemente, invertir de las anteriores expresiones. Para
ello tomaremos las simplificaciones & = 0, 2(z° = 0) = 0:

1
0 — Zginh
z” = _sin (a1)

1
T= Earcsinh(axo)

Y para obtener la 6rbita ! (z%) en el sistema laboratorio, simplemente sustitui-
mos 7 en la expresién correspondiente, es decir no hace falta invertir:

z! = 1(cosh(m') -1 = 1[cosh(arcsinh(axo)) —1]
a a

Y como cosh?(z) = 1 + sinh?(z),

z' = ! ( 1+ (ax0)2)

a

Por dltimo demostremos que la aceleracién es en todo momento perpendicular
a la velocidad en relatividad: u-u es un escalar y por tanto su derivada respecto
de 7 es 0. Pero si la evaluamos directamente:

d(u - u) d

U
—0=2—= . yu=2a-u =
p 0 pm U a-u=20



