VECTORES - PRODUCTO ESCALAR -1-

5  Observa el rombo de la figura y calcula: B
— —> — — 71\
a) AB + BC b) OB + OC 7N\
- - - - 1/ )
c) OA + OD d) AB+ CD 0O C
- - N\ /
e) AB + AD f)DB- cA N/
Expresa los resultados utilizando los vértices del D
rombo.
- - = - = - o — —
a) AC b) AB = DC ¢) BA = CD d) A4 =0 e) AC f) 2DC

10 A lavista de la figura, dibuja los vectores:

2,2 2D 2 2,2 - o = - - -
—u+vVv, u—-v, u+v, —u—-v, —u+2v, u-2vV 3 7

. - = -
Si tomamos como base (u, v), scuales son las coordenadas de los vectores

que has dibujado?
l l
—U t V
= =
+V 11 V.
it v i v i U+ N
Bl / 5l W)
i v q
LU= 7
4 / Ul—Dv. /
Ly i
UV =1, D) u-v=(,-D Usv=0,D
U-V=(1,-D U+ 2v=(-1,2) U-2v=(1,-2

13 Escribe las coordenadas de 2, B, c, 3, € con respecto a la base B, ?).

&7
O
N

/.

=J]

s

71, D b (3, 3) (2. -3) d -1 S (4, 0)

17 Dados los vectores a(3, —2), g(—l, 2)y <(0, =5), calcula m y n de modo
que: C=ma + nb.

0,5 =m@G3,-2)+n1,2 — {O =3m-n
-5=-2m+ 2n

Resolvemos el sistema:
Despejando en la primera ecuacion n = 3m y sustituyendo en la segunda:

S5 ==2m+6m — -5=4m Sm="2 5 p=1

4



19 ;Cuales de los siguientes pares de vectores forman una base?

) UG, -1, V(3,1 b) W2, 6), 7(% 2) ) B(5, —4), (5, 4)

a) No, pues tienen la misma direccién (U = —v).
b) No, por la misma razén (U = 3V).

©) Si, tienen distinta direccion (U # kv para cualquier k). Basta con representarlos
graficamente para comprobarlo.

20 Dados u(2, 3), v(-3, 1) v w(5, 2), calcula:
a)3U+2V)-w bDu-w—-v-w

-

v

AW-VHw d) u(

) 3U+2V=3(2,3) +2(=3,1 =69 + (=6,2) = (0, 11)
BGU+2V)-w=(0,11)-(5,2)=0-5+11-2=0+22 =22

DU -w=(23-(52=10+6=16 }
_)
Vew=(31-(,2=-15+2=-13
S U W-V-w=16-(=13) =16 + 13 =29

OU-V=(2,3-(31D=-6+3=-3
@ -V)w =-3(5, 2) = (=15, -6)

cV=(31D:(31D=9+1=10
- V) = (2, 3) - 10 = (20, 30)

- o
VeV
- >
u (v

21 cCalcula x, de modo que el producto escalar de 3(3, Sy _b)(x,Z) seaiguala 7.

3,5 (x,2)=7 > 3x-10=7 —>x=1?7

22 Dado el vector u(=5, k) calcula 2 de modo que:
a)u sea ortogonal a v(4,-2). b) El médulo de U sea igual a V34 .

DULY > U-V=0 > (5, k-4, -2)=0 > 20-2k=0 — k=-10

DT = V(52 + k2 = V25 + k2 =34 — 25+ k2=34 — k2=9 — k=13

Hay, pues, dos soluciones.

23 Halla las coordenadas de un vector V}(x, »), ortogonal a 1_1>(3, 4) y que mida
el doble que u.

ULV > U-V=0 — 3x+4y=0

|Vl =210 = Va2+p2 =2V9+16 =225 =10 — x%+ 2 =100
Resolvemos el sistema:

Despejamos x en la primera ecuacion y sustituimos en la segunda:

_ 4 \2
x=?4y %(?4) + % =100 %§y2+y2=100 —>2—95y2=100 — y=46
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Si y, =6 — x1=_3—4- =-8 = Vv, (=8,6
\\V\l
Si y, =6 = x, = 2.6 =8 — ¥, \ y
) \\(/
N
El problema tiene dos posibles soluciones, N
tales que: L
> o N
V)=V, =+

-,

Dados a(2, 1) y §(6, 2), halla un vector Vv tal que v-a=1 y v.lb.

()2, D=1 > 2x+2y=1 } Resolvemos el sistema:
(6, 1) (6,2)=0 - 6x+2y=0

Multiplicamos los dos miembros de la primera ecuaciéon por (=1) y sumamos miem-
bro a miembro:

—2x—-2y=-1
6x+2y=0

-1
4 =-1 = —
X - X 7

Sustituimos en una ecuacion; por ejemplo en la segunda y despejamos la otra in-
cognita:
6

-3 -3
T2 7V

R

+2y=0 = 2y=

Siendo 3(5, -b) y 7(&1, 2), halla a y b, sabiendo que u y Vv son ortogo-
nales y que |v|=13.

O6x+2y=0 —>6-(%

INISY

B . —=(-1
Asi, nuestro vector sera: v =

Si G)J_7, entonces U-+v=0 — B,-b)-(a,2)=0 = 5a-2b=0
si |Vl =\/173, entonces Va2 +22 =113 — a?+4=13

Resolvemos el sistema:
a’+4=13 - a=1=3

Entonces: Si a=3 — b=5—a -5
2 2
Si a=-3 L p=2a _ 15
2 2
. : - -15 - . - 15 -
Luego hay dos posibles soluciones: u (5, )V (3,2) O bien: u (5, )V (-3,2)
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Halla el angulo que forman los siguientes pares de vectores:

DTG, ¥A,-5)  BBGE, BG,-) 93,6, B-2,3)

a) Utilizamos las dos expresiones para calcular u - v:

- -

u-v=3-1+2(-5=-7
- - - - o o
u-v=lul- |V|-cos(u,§5=VT3~V?6 w‘os(u,%
Igualando las dos expresiones, se tiene:
-7
—7=\/TS 26 -005(3,7) — cos(3,§5=—=—0,58
V13 - V26

IO
Luego: (U, V) = 112° 22' 48"

b) Despejando directamente en la definicion:
P
- > — - S5 S
m-n=|ml[nal cos@m, n —
- >

m-n 4-3+6-(=2) _ 0

—>cos(r§\r_1>)=—= = -0
’ o]0 V52 V13 V52 - V13

A~
de donde: (rg, ) = 90° (basta con ver que m-n=0)

P -
Q-

o) cos (Z B) - -1/2-18 _  -37/2

_ -1
a6l V37 V372 (37V2)2 2

A~
S
Luego: (a, b) = 135°

Yo

|5

En una circunferencia de centro O y de radio 2 cm, se inscribe un hexago-
no de vértices A, B, C, D, E, F.
Calcula los productos:

- o - o
a) OA- OB b) OA - OC

- o - -
c) AB ED d) BC EF

- > = > - >
a) OA - OB = |04l |0B| cos (0OA,0B)

=2-2-cos60°=2"-2"

l\)|>—\
Il
[\

- o 1
b)OA-OC=2‘2-605120°=2‘2'(—?)=—2

- =) )
QOAB-ED =2-2-cos0°=2-2-1=4
™) OAB es un tridngulo equilitero, luego:

— N
| AB| = | 04l =2

. —
Razonamos igual para | EDI.

- —
d) BC = —EF (mismo médulo, misma direccion y sentido opuesto)

> =
Luego: BC-EF =22 cos180°=2 -2 (-1)=-4
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Dado el vector 1_1>(6, —8), determina:

a) Los vectores unitarios (médulo 1) de la misma direcciéon que u.

b) Los vectores ortogonales a u que tengan el mismo médulo que u.
©) Los vectores unitarios y ortogonales a u.

Lo . o -
a) Si v tiene la misma direccion que u, entonces:
. - -
O bien (u, v) = 0°
. - -
O bien (u, v,) = 180°

e En el primer caso, si el dangulo que foman es 0°, entonces:

3-71 = 6x—8y=|ul - |71| ~cos 0° —

— 6x-8y=10-1-1=10 — 6x—-8y =10

N
e Por otro lado, como |V1| =1 5> Vx2+p2=1 > x?+p?=1
Resolvemos el sistema:

10+ 8y _ 5+4y

6 3

que, sustituyendo en la segunda ecuacion, queda:

25 + 16y% + 40y
9
=25+ 16p%2 + 40y +9y2=9 — 2592+ 40y + 16 =0

_ —40 £ V1600 - 1600 _ —4
50 5
Calculemos ahora x:

Lo 5tdy | 5+4-(4/5)
3 3

x2+y?=1 - +y2=1 —

3
5
- _
Ast: v, = (é, —4)
5°°5
53 >
e En _e)l segundo caso, es decir, si (u, v,) = 180°, entonces debe ocurrir que v,
y v, formen 180°, es decir, que sean opuestos.

—_3i)

N
L :
uego VZ( 53

HVLU — x,»)-06,-8=0 > 6x-8y=0 > x=8?y=%y

| —
v

|Gl = Va2 +32=10 — x2+ 2 =100

2
(%y) +%=100 — 1?6yz+y2=100 -

éy2=100—>y2=36 - y=126

*Si y, =6 —>x1=%6=8 - v, (8,6

eSi y,=-6 = x,=-8 = v, (-8, -6

OIVi=1 5 Vx2+y2=1 5 x2+y2=1

ULV - 6x-8y=0 — x=87y=4?y



—>(4y) +92=1 - y2+y2—1—>%5y2—1—>y2—%—>y=1%
3 4 3 _ 4
B T
. - 4 (- —4
S

30 Halla el valor que debe tener k para que los vectores X = ka + b e

33

36

—

Y= ka—-b sean perpendiculares, siendo 2?(1, 3)y l_)>(2, 5).
X=k(1,-3) +(2,5) = (k+2, -3k +5)
?= k(1,-3) —(2,5) = (k—-2,-3k—5) ¢ Entonces:

Como queremos XL ? = X- 7= 0

(k+2 3k+5)-(k—2,-3k-5)=0
(k+2)(R=2)+ (3k+5)(3k-5)=0

29

B2 —4+9k2-25=0 — 10k%2=29 — k=14 10

(dos soluciones)

De los vectores a y b sabeglos que 12| =3 Yy bl =5 y que forman un
angulo de 120°. Calcula |a-b].

Como: 77= |7| |7| cos 0° = |7|2-1 = |7|2
entonces podemos decir que:

- - - - o o
|Z-bl’=G@-b-G@-b)=a-a-22+b+b-b=

P
- e -
= 21?2 =2 |3l Ibl cos @ b + |bl* =

=32—2-3'S~005120°+52=9—50'(—%)+25=49

Razonando como en el problema resuelto nimero 8, llegamos a:
P

[+ V12 = 1ul? + 2 [l V] cos (i, v) + [V1°

Sustituyendo los valores conocidos:
~
102=72+2~7~5-cos(ﬁ),7)+52
A~
100 = 49 + 70 cos (U, V) + 25

T~

100=9=-25 _ 37143 - @, V) = 68° 11 46,5"

- -
cos(u, v) = 70
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Se sabe que ¢=2a+ 2b y d=52-4b son perpendiculares y que a y b son

unitarios. N
¢Cual es el angulo que forman ay b?

Si Cld - C-d=0 — (@+2b)- (52— 4b) = 0
57-7—4a+b+10b-2-8b-b=0

Como a y I_)) son unitarios — |al =1 = |B>|
51312+ 62-b-8|bl*=5+62-b-8=0
;-g=%3=_—21 — |al |B>| COS(ZB))=COS(ZB))=% - (Z§)=120°

Calcula x para que los vectores 5>(7, Dy ﬁ(l, x) formen un angulo de 45°.

- -
A-b=74+x= |§>| Ibl cos 45° —

7+x=\@'\/1+x2'g -

14+ 20 = V1000 + 2D — MF2X _ 0

10

2
7;96: M+ 22 — 49+9625+14X=1+x2%

49 + x2 + 14x =25+ 25x% — 24x%2-14x-24=0 —

7 + V49 + 576 x, =4/3

2 _ _ = =
12x Tx—-12=0 — x 24 x2=—5/4

Halla las coordenadas de cierto vector X, sabiendo que forma un dngulo de
60° con a(\/3, 1) y que los médulos de ambos son iguales.

|l =20 = |X]
N - 2-x=12l IX] cos 60° —
Sea xX(m, n)

2m+4n=@'\%~% — 2m + 4n =10

Vm2 + n2 =20 — m?+n?=20

-

Resolvemos el sistema:
m = w =5-2n

Sustituyendo en la segunda ecuacion:

G=2n)Y+n2=20 - 25+4n2-2n+n?=20 > n>—4n+1=0
_4+\16-4 _ 4x2\3 __n =027

2 2 —~— n, = 3,73

©Si 7, =027 — m =5-2027=446 — X, = (4,46; 0,27)
©Si m,=373 = m,=5-2373=-246 = X,=(-2,46;373)
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59

Dados los vectores l_f(l, 3) y 7(6, 4), halla la proyeccion de V sobre u.

u-v =11l - (proy. de ¥V sobre U)

N Lo ®-v _6+12 18 _18V10 _ 910
(proy. de v sobre u) = = =

ul vio Vi 10 5

ol

Dados los vectores (s, 2) y b(4 —3), calcula la proyeccion de a sobre
vy la de b sobre 2.

Z+b =131 - (proy. de b sobre 2)
o - -
a-b=Ibl - (proy. de 2’ sobre b)
pro degsobre§>= ;'E) = 20 _6 = 14 = 14@
" ERRCEREEES
%

o
b 20 —
proy. de Zsobre b = ——> = 0-6 _ 14

Il V25 5

Comprueba que los puntos medios de los lados del cuadrilatero de vérti-
ces A(=2,5), B(4, 11), C(10, 1), D(0, —1) son los vértices de un paralelo-
gramo.

Sean P, Q, R y S los puntos medios de los lados del cuadrilatero, como se in-
dica en la figura.

— 1 2 1 2 1
’PQ=7AB+7BC 7(6 6)"’—(6 -10) = (3, 3) + (3, =5) = (6, -2)
- 1 2 1 _> 1

- >
Luego: PQ = SR (misma direccion, mismo modulo)

Por tanto, los lados PQ y SR son iguales y paralelos.

= 12> 1 =2 1 1 B _
eSP=—DA+=AB==(=2,6)+ —(6,6) = (-1, 3) + (3, 3) = (2, 6)
2 2 2 2
> 1 =2 122 1 1 _ _
R —?DC+? CB = ?(10 2)+?(—6 10) =5, 1) +(=3,5) = (2, 6)

— —> — —
Asi, SP= RQ = los lados opuestos SP y RQ son iguales y paralelos.

e Podemos concluir, por tanto, que PQORS es un paralelogramo.



