GEOMETRIA ANALITICA.
PROBLEMAS AFINES Y METRICOS
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1. Halla las coordenadas de MN y NM, siendo M(7,-5) y N(=2,-11).
%
MN = (=2, -11D) - (7, -5) = (-9, -6)
NI = (7,-5) = (=2, ~11) = 9, 6)

2. Averigua si estan alineados los puntos P(7, 11), Q(4,-3) y R(10, 25).

ﬁ

PQ = (-3, -14 - —

g 3,19 - <= i N A, B y C estan alineados.
OR = (6, 28) 28

3. Calcula el valor de k& para que los puntos de coordenadas A(1, 7), B(-3, 4),
C(k, 5) estén alineados.

%

B = (-4, - — — _
Aﬁ 4,3 N ] S h=3k-9 — 3k=-5 — k= =
BC:(/Q"'S,:[) k+3 1 3

4. Dados los puntos P(3,9) y Q(8,-1):
a) Halla el punto medio de PQ.
b) Halla el simétrico de P respecto de Q.
c) Halla el simétrico de Q respecto de P.
d) Obtén un punto A de PQ tal que PA/AQ = 2/3.
) Obtén un punto B de PQ tal que PB/PQ =1/5.

D m(3E8 9+(_D)= 2,4)
2 2 2
b)3;x=8 S ox=13 P (3,9
9+ - P'(13,-1D [JCRY
Y o__ __
p 1= y=- P x, )

o) Llamamos Q’(x’, ) al simétrico de Q respecto de P.

Ast: x;Sz3 Oy 4= o'
Q'(=2,19) P
Y+ D i
> 9 — y»'=19 5
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d) Llamamos A(x, ») al punto que buscamos. Debe cumplirse que:

— —
P =§AQ N <x—5,y—9>=§<s—x,—1—y>

x—3=%(8—x) > x=5

5 A(5,5)

y—9=§(—1—y) - y=5

e) Llamamos B(x, y) al punto que buscamos.
— —
Ph= 2P0 » (x=3,y-9=2G6-10=1,-2)

x-3=1 - x=4 BG T
y—-9==2 — yp=7 ’
1. Escribe las ecuaciones paramétricas de las rectas:
%
a) Que pasa por A (=3, 7) y tiene una direccion paralela al vector d(4,—7).
%
b) Que pasa por M(5, 2) y es paralelaa d'(2, 2).

En ambos casos, dando valores al parametro, obtén otros cinco puntos de la
recta.

D OX=O0A+1td — (9 =(ay,a)+t(d, d) —

xX=a, + 1d - _
N { 1 1_>{x 3+ 41
Y= a,+id, y=7-71

t -2 -1 0 1 2 3
Co, W11, 2D (7,19 | 3,7 | 1,0 | 5,1 | 9, -14)

b) OX = OM + td' — (x, ) = (my, my) + 'y, d') —

R x=my +id’ . xX=5+2t
y=my+id y=2+2

/ -2 -1 0 1 2 3
G 4,-2 | G0 | 3,2 | 7,49 | 9,6 | 11,8

2. Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por:

c) A(0,0)y B(7, 0) DRA,DYSG, 3)
a) El vector direccion es: PB =(-56 — {x = 5-5
y=-2+06t
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b d = MN = (0, -7) — {x=3
y=7=Tt

OEZA§=OJD—+{x=W
y=0

®JL§§=QJ)—>{x=1+%
y=1+2

x=1+3t

3. Halla k para que S(-5, k) pertenezcaa r: {
y=2-4t

{_5=1+3t—>t=—@3=—2}_>k=2—4eb=10
k=2_4t

1. Halla el angulo que forman las siguientes rectas:

{x=3—2t {x=1—4t
7 7,y
y=7+1 y=4+3t
- -
Los vectores directores de 7, y 7, son, respectivamente, d, (=2, 1) y d, (-4, 3).
\Z -l N
Cos O, = - 8+3 W _1INS 984 -5 o =10° 18 174"

2112l 525 55 B

2. Obtén para las rectas del ejercicio anterior:
a) La paralelaa r, que pase por el punto (5, 7).
b) Una perpendicular a r, que pase por (0, 0).

a)r/r }_)j:d?}%r:{x=5—2t

P(5,7)EV Per y=7+1
- - -
b rlr, > dlid W=6¢D}%,W{x=ﬁ
P(0, 0) U

1. Considera las siguientes rectas:

;o x=7+5t s x=2+t ) x=5+3t L jx=5-2t
Ply=-2-3t ly=1-2t $ly=-5-6t Fly=-12+4t
Halla la posicion relativade r, y r,, r, y 13, 73y 1

e Posicion relativa de », y 7,

T+5t=2+s } St = 5=;5} Por 2 la 12 ecuacién y se suman:

—2-3t=1-12s =3+ 25 =

10t — 2s = -10

3t+2s=3

7t =-7 > t=-1 — dela 12 ecuacién: s=5+5-1D =0

Como tiene solucion tnica, entonces 7, y #, se cortan en el punto P(2, 1) (que
se obtiene sustituyendo #=-1 en r, o s=0 en 7,).
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e Posicion relativa de 7, y 7y

2+ s=5+3¢ } s—3t=3

Las dos ecuaciones son equivalentes.
1-2s=-5-06t) —2s+06t=-06

Luego el sistema tiene infinitas soluciones. Por tanto, 7, = r; (son la misma recta).

* Posicion relativa de 75 y 7y

S5+3r=5-2s } 3t+25=0

} — No tienen solucion.
—5—-6t=-12+4s | —6t—4s=-7

Luego no tienen ningin punto en comun. Por tanto, son paralelas.

Es decir, 75/ 1.

1. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que tiene por ecuacion:

5x -3y +8=0

x=1

Sea x=1t = 5t-3y+8=0 —>{
y=28/3+(5/3)t

NOTA — 22 METODO

El vector (5, —3) es perpendicular a 7. Por tanto, el vector (3, 5) es paralelo a 7. Po-
demos tomarlo como vector direccion:

N
d=(3,5)

Six=0 = y= § Luego (O, §)er
3 3
Asi, las ecuaciones paramétricas son:

. x =3t
“ly=8/3+5t

(equivalente a la obtenida por el otro método).

x=5-3t

2. Halla la ecuacion implicita de la recta: { — 1+2t

Multiplicamos la primera ecuacién por 2 y la segunda por 3, y las sumamos:

2x =10 -6t
3y =-3+0t
2x+3y=7 > r:2x+3y-7=0

NOTA — 22 METODO: X =5—-3f — [ = x-5

x=5 _y+1

+1 -
y=—1+2f—)t=yT ) 2

2x—-10=-3y-3
r:2x+3y—-7=0
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1.

Escribe la ecuacion de la recta de pendiente 3 y cuya ordenada en el origen es —5.

m=3 }—> riy=-5+3x-0 —
P, -5) er
— 7r: Y =3x—5 —> ECUACION EXPLICITA

— r:3x—)—5=0 — ECUACION IMPLICITA

. Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por los siguientes pares de puntos:

a) (_77 11)9 (19 7) b) (39 _2)7 (1’ 4)
C) (6’ 1)7 (11’ 1) d) (_29 5)’ (_2’ 8)

I T O e ) S R N T . SV
R e N N A
Tomando el punto (1, 7) x+2y-15=0

_4+2 _ 6 _ e 2w

Tomando el punto (1, 4) | 3x+y—7=0

y=-1=0 - yp=1

Tomando el punto (6, 1

dm = % iImposible! Entonces, no tiene pendiente.

No se puede poner de forma explicita. Es la recta x = -2, paralela al eje Y.

. Halla dos puntos de la recta y = —3x + 4. Calcula a partir de ellos su pendiente,

y comprueba que es la que corresponde a esa ecuacion.
Si x=0 - y=4 > A0, 4D er
Si x=1 ->y=1 —>B{A,Der

Efectivamente, es la de la recta y = -3x + 4.

s r Escribe las ecuaciones de las rectas representadas.

{ mg=-1/2
s:

P0, 3 — Como s:y=mx+n —>s:y=%x+3
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—>r:y=%x+2; l‘:{ml:0 - ny=1

[mg=2/3
' PO, D

P, 2)
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1. Averigua la posicion relativa de los siguientes pares de rectas:

a){—x+3y+ 4=0 b){5x+ y+ 3=0
3x—9y—-12=0 x—-2y+16=0

Se puede resolver el sistema o bien observar los coeficientes y el término indepen-
diente de ambas ecuaciones:

VyT3 TS T T o
Es decir: % = % = % — Son la misma recta.

b) 2 # € — A * B — Las rectas se cortan en un punto.
1 -2 A’ B’

Para calcular el punto de corte, bastara con resolver el sistema.
Despejando en la primera ecuacion: y = -3 — 5x
Sustituyendo en la segunda ecuacion:
x=2(-3-50+16=0 5> x+0+10x+16=0 - 1lx=-22 — x=-2
Con lo que:

y=-3-5(2)=7 = (x,)) =(=2,7) — Punto de corte

2. ;Cual es la posicion relativa de estos dos pares de rectas?

a){3x+ 5y-8=0 b){2x+y—4=0
6x+10y+4=0 x—y =0

2

B c
= —_ # — — Son paralelas.
10 B’

3 _ =8
a)g * 4 — iC’

SIS

b)2x+y—4=0} 2x+x—4=0} 3x=4 — x=4/3
xX-y =0 X =y ) y=4/3

Son dos rectas que se cortan en el punto (4/3, 4/3)

Pagina 202

1. Obtén la distancia entre los siguientes pares de puntos:

a) (39 _5)’ (1, 4) b) (09 7)9 (_59 7) C) (_2, 5)’ (_3, _7) d) (8’ 14), (39 2)

) dist (P, Q) = IPEI —J1-32+@+52 =4+81 =85
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%
b) dist(P, Q) = | POl = N(5 - 02+ 7 -72 =+25+0=5

V145

%
o dist(P, @) = | POl = V(=3 + 2% + (-7 - 52

d) dist (P, Q) = |P_Q>| =V3-82+2-14% =169 =13

2. Halla la distancia de Q(-3, 4) a las siguientes rectas:

= 0,55

= 1,94

x
d)2

= 3,71

y
=1
3

-1 y—4 x=1-2t
2x+3y=4 p) X =V c {
@) 2w+ 3y )2 5 My-3-6
aA)2x+3y-4=0
2 (= 4 -4 -6+12-4
dist(Q,r)=| (-3)+3 | _ -6+ | _2V13
V22 + 32 V13
b)x;1=% - 5x-5=2y-8 5 5x-2y+3=0
5.(-3)—2-4 -15 -
disto, 1y = 22 +3| _[-15-8+3] _ 20V29
V52 + (-2)? V29 29
C)l‘=x__21
x_—21=ﬁ - -6x+6=-2y+6 > 6x-2y=0 — 3x-y=0
_5 - -
-
(34| |-9-4
dist(Q,r)=|3 3 -4 _ |9 |=£=13\@z4711
Vo +1 vio Yo 10
dD3x+2y=6 -5 3x+2y-6=0
(- 24— _ _
dist (0, 1y = 13D+ o [-9+8-6] 713 _
V32 + 22 V13
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Ecuaciones de la recta

1 Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por A(-3,7) y
tiene una direccion paralela al vector d(4,—1). Dando valores al parametro,
obtén otros cinco puntos de la recta.

X =-3+4t
y= 7-1

t

-2

-1

(x, »)

(=11, 9)

(-7, 8)

1, 6)

(5, 5)

0, 4
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2 Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por:
a) P(6,-2) y Q(0,5) b) M(3,2) y NG, 6) ©) 4(0,0) y Q(8, 0)

Halla, en todos los casos, la ecuacion implicita.

a)P_Q>=(—6,7) —>r:{x= 6—6[57:{ =0
y

=-2+7 =5+7t
(Usando el punto P) (Usando Q)
> 1=
-6 X _r=5
p=X=> -6 7
7

- Tx=-0y+30 - r:7x+6y-30=0

x=3

Sedr x =3 — recta paralela al eje YV
y =

%
b) MN = (0, 4) — r: {

- -
) AQ=(8,0 — r:{x it - =0 = eje X

3 Halla las ecuaciones paramétricas de cada una de las siguientes rectas:

a)2x—-y=0 b)x-7=0 A3y-6=0 dx+3y=0
. X =1
DS x=1t 5 20-y=0 5> y=2 > r:{
y=2
x=7 x=1 x =-3t
t <))
)){y=l C){y=6/3=2 {y=l‘

4  Escribe las ecuaciones paramétricas e implicitas de los ejes de coordenadas.

@& Ambos ejes pasan por el origen de coordenadas y sus vectores directores son los
vectores de la base.

{O(0,0)eejeX x =t

Eje X:{ > — Eje X:{ —- =0

d.=(,0) y=0
{O(0,0)eeje Y x=0

Eje Y: 4 > — Eje Y:{ - x=0
d, =, 1D y=t

5 Halla la ecuacion de la paralelaa 2x—3y =0 cuya ordenada en el origen es —2.

@ La recta pasa por el punto (0, -2).

r:2x—-3y=0
s/ r — pendiente de s ha de ser igual a la de »
P(0,-2) €s
me=m,_=2/3 2 _
: ==x-2 -5 2x-3y-6=0
{P(O, 2 es Y73 4

ECUACION EXPLICITA ECUACION IMPLICITA
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6 Dadalarecta 4x + 3y—6 =0, escribe la ecuacion de la recta perpendicular a
ella en el punto de corte con el eje de ordenadas.

@ Fl eje de ordenadas es el vertical: x = 0.

e Veamos primero cudl es el punto de corte, P(x, ), de la recta con el eje de or-
denadas.

r:{4x+3y—6=0

= 4-0+3y-6=0 > 3y=6 > y=2
Eje Y:x=0 Y Y Y

Luego P(0, 2) er y también debe ser P(0, 2) €s, donde s L r.

e Como sl r — sus pendientes deben cumplir:

ms.mr=_1 - ms=_=_=_

e Como P(0,2)es y ms=% —>y=%x+2 — 3x—-4y+8=0

7 Escribe las ecuaciones paramétricas de las siguientes rectas:
. ea - . ea . T
a) Su vector de posicion es a (-3, 1) y su vector de direccion v'(2, 0).

x=1-1¢

b) Pasa por A(5,-2) y es paralela a: { -
y =
¢) Pasa por A(1, 3) vy es perpendicular a la recta de ecuacion 2x—3y + 6 = 0.

d) Es perpendicular al segmento PQ en su punto medio, siendo P(0, 4) y
Q(-6, 0), en su punto medio.
a) La ecuacion vectorial sera:
_) = —
OX=a+10 = (x, ) =(=3,1+1(2,0 - {x 15+ 2
y =

b) El vector direccion de la recta buscada debe ser el mismo (o proporcional) al de

la recta {x =l-t (pues debe ser paralela a ella).
y =2
_)
Luego: d (-1, 2)

Como debe pasar por A5, -2) — { x=5-1

y=-2+2
¢) La pendiente de la recta 7: 2x -3y + 6 =0 es:

m==% >m
3

; = _73 (pues m,. - m =-1 porser rLs)

N
Un vector director puede ser T=(2,-3).
Ademas, A(1, 3) €s.

x=1+2t
y=3-3t
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d) El punto medio de PQ es m(_—26, %) = (-3, 2)

_)
PQ = (-6, -4)
m(=3,2) €s
- 9> - >
d (4, -6) es un vector director de s, pues d L PQ
Luego, s: { =3t
y=2-06t

Coordenadas de puntos

8 El punto P(5, -2) es el punto medio del segmento AB, y conocemos
A(2,3). Halla B.

Lo x+2 y+3 _
- S; B—(x,y),( > 2 ) G, -2)
Si B=(x, }_}(x+2,y+3 _(5.2)
Como P es punto medio de AB 2 2
. {x+2=10 - x=8 }%B=(8,—7)
y+3=—=4 > y=-7

9 Halla el punto simétrico de P(1,-2) respecto del punto H(3, 0).
@ H es el punto medio entre P y su simétrico.
Si P'(x, y) es simétrico de P(1, -2) respecto de H(3,0) —
— H es el punto medio de PP’ —

x+1 y—2)=(30)_> x+1=6 > x=5 5 Pi5.2)
z 2 ’ y=-2=0 - y=2 ’

10 Halla las coordenadas del vértice D del paralelogramo ABCD, sabiendo
que A(11 2)7 B(s’ _1) Y C(61 3)'

Sea D(x, ). D 1)
- > A
Debe cumplirse: AB = DC ;
— G—x 3— : a6

6-1,-1-2)=06-x,3-) — Adlo

_){ 4=6-x _){x=2 S D2, 6) N /

-3=3-y y=06 N
B (5, -
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12 Determina & para que los puntos A(-3,5), B(2,1) y C(6, k) estén aline-
ados.

— —
Debe ocurrir que AB y BC sean proporcionales.

_>

AB = (5, -4)
%

BC=(4, k-1

5_ 4 5o _ -1
%Z k_1%5/e,5 16 = k& Z

Distancias

13 Halla la distancia del punto P(2,-3) a las siguientes rectas:

@{x=2t B y=~> )2x+5=0
y=—t 4

a) Veamos primero la ecuacion implicita de la recta:

{t=x/2 N %=_y S X+ 2=0

I==-y
Entonces:
. [1-2+2=3)] _[2-6] _ 4 _ 4V5
dist (P, r) = = = F -2V
V12 + 22 Vs 55
-2 _92 .
b)y 7 -y Z 0
Por tanto:
. [1(=3)-9/4] |-3-9/4] _ 21
dist (P, r) = = ==
Vo2 + 12 V1 4
, 2-2+5] _ 9
o dist(P, r) = -zt = =
\N2Z2 + 0 2

14 Calcula la distancia del origen de coordenadas a las siguientes rectas:
a)3x—4y+12=0 b)2y-9=0
ox=3 d)3x-2y=0

a) dist (0, r) = 3-0-4-0+12] _ 12

V32 + (—4)? 5
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. [2:0-9] _9
b) dist (0, r) = F——ZLL = Z
Voz+22 2
. lo-3] _3
o) dist(0, r) = ———-===3
Viz+oz 1
3:0-2-0] _ 0

d) dist (0, r) = 0

Vo223

(es decir, la recta 3x — 2y =0 pasa por el origen).

15 Halla la longitud del segmento que determina la recta x —2y +5 =0 al cor-
tar a los ejes de coordenadas.

Hay que calcular la distancia entre los puntos de corte de la recta con los ejes de
coordenadas.

Calculamos primero dichos puntos:

-{X_ZerS:O - 2y+5=0 —>y=i -
x=0 2

- A(O, %) es el punto de corte con el eje YV
.{x—2y+5=0 > Xx+5=0 5> x=5 >

y=0
— B(5,0) es el punto de corte con el eje X

— 2
o Luego AB =dist(A, B) = (5-0)*+ (o _ %) =

L s B 415 s
25+ TR

16 Halla la distancia entre las rectas r: x—2y+8=0 y r':-2x+4y—7=0.

@ Comprueba que son paralelas; toma un punto cualquiera de r y balla su distan-
ciaa r.

l\)l»—\

Sus pendientes son m =

- =m,, — Son paralelas.

Entonces, la distancia entre r y 7’ sera:
dist(P, r") donde Per
Sea x = 0.
Sustituyendo en r — y = % =4 - PO, 4 er
Ast:
|2 0+4-4-7] _116-7] _ 9 _ 9Vs
V(22 + 42 V20 25 10
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17 Determina ¢ para que la distancia de la recta x—3y + ¢ =0 al punto (6, 2)

18

sea de V10 unidades. (Hay dos soluciones).

) [1-6-3 2+¢| |6 -6+ c| |cl
dist(P, r) = = = =10
V1 +9 V10 V10

|c

L _V10 = ¢ =10
0

ﬁ

Hay dos soluciones:

o

| -
_—\/TO —)CZ——lo )(\0’0
x =

\.P

Las dos rectas solucion seran dos rectas paralelas: %
s\
=

Calcula el valor de a para que la distancia del punto P(1, 2) a la recta

5]

ax +2y—2=0 seaiguala V2.

dist (P, 1) =2 — la-1+2 2-2| -2 >

a’+4
a*2 _\p S a+2-\2@t+ 4
a’+4
=
%=—\/§ — a+2=-N2a*+4)
a“c +

Al elevar al cuadrado obtenemos la misma ecuacion en ambos casos.

> (@+2?=2@?*+4) —> a’*+4a+4=2a*+8 —

4 +N16 - 16

- a’-4a+4=0 _>“=f=2
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Angulos

19

Halla el angulo que forman los siguientes pares de rectas:

a){y= 2x+5 b){ 3x—5y+7=0

y=-3x+1 10x +6y—3=0
c){x=3—t{x=—1—3t C){Zx—y=0
y=2t y=4+t 2y+3=0
Q) riy=2x+5 } — sus pendientes son: {mV:Z
siy=-3x+1 mg = -3
oy = m,. — =‘ 2—-(-3) =‘i‘= _ 4=o
i ‘1+m,ms T2 |37t e s
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%
b) =(5,_5)J—71 o~ _<\_)
- S OU=Er = 0w >
w=(10,6)J_r2
10wl |30-30]
— cos o= —~—— = — =y =0 — o=90°
171 Tw! 1] ]

C) Los vectores directores de esas rectas son:
- -
d=(1,2) y dy=@31

Entonces:

%
d) 611=(2,—1)J_7’1 PN ﬁ/\%
- o=rr=da, d, =
67;=(072)er 172 1 2

la, - al
a - d, |0 - 2] 2 1 \s

- coso= ———— = =——==——-=
5

@l lal 547 V52 5

= 0,4472 — o= 63°20' 5,82"

20 ¢Qué angulo forma la recta 3x—2y + 6 = 0 con el eje de abscisas?

@ No es necesario que apliques ninguna formula. Sabes que la pendiente de r es la
tangente del dngulo que forma r con el eje de abscisas. Halla el dngulo con la pen-
diente de .

La pendiente de » es m, = %

La pendiente de r es, ademas, g o

m=1go > 1ga=2 - 0=56"18 358"
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21 ;Qué angulo forma la recta 2x—y + 5 =0 con el eje de ordenadas?

@ El dngulo pedido es el complementario del dngulo que la recta forma con el eje

de abscisas.
El dngulo pedido, o, es complementario de B — g B = tgLOL

Por otro lado, g =m, = 2:

1 1
1 = = = = 24° 14211
g O <P 2—>oc 6° 33' 54,
vl /.
o

; :

22 calcula n de modo que larecta 3x + ny—2 =0 forme un angulo de 60° con

el OX.
Y 1g 60° = \/g
/ Como 1g 60° = m,, se tiene que:

(o 5 313

PARA RESOLVER

23 cCalcula m y n en las rectas de ecuaciones:
rimx—-2y+5=0 s:nx+6y—8=0
sabiendo que son perpendiculares y que » pasa por el punto P(1, 4).

@ Las coordenadas de P deben verificar la ecuacion de vr. Asi calculas m. Expre
sa la perpendicularidad con vectores o con pendientes y balla n.

eP(l,H)er > m-1-2-4+5=0 - m=3

e(m,-2) Lr

(n,6) Ls - (m,-2) L (n,6) —

Como deben ser r Ls
> m -2 n,60)=0 >m-n+=2)-6=0 -
—>3n-12=0 - n=4
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NoTA: Usando las pendientes m, = % y m, = %, para que 7» L s debe ser

N

m, - mg=-1, es decir:

%-(i)=—l - -mn=-12 - Bn=-12 = n=4

6

24 Halla las ecuaciones de las rectas 7, s, y p.

30|

Y

/1

180° — B
/\0‘ B .

e p: Pasa por los puntos (-3, =3) y (1, 4).
Asi, su pendiente es:
_4-=3 _7
"I o) A
Por tanto:

b y=1+%(x—4) - 7x—-4y+9=0

e 7: Su pendiente es 0 y pasa por el punto (O, _—23)
Por tanto:
7 y = —?

e s: Su vector director es (0, 1) y pasa por (2, 0).

x=2
S:
b

e /: Pasa por los puntos (1, 0) y (-3, 2).

Por tanto:

Asi, su pendiente es:

Por tanto:

t: y=—%(x—1) - x+2y-1=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos

©



25

26

x=-1+3t

halla k£ de modo que 7 sea paralela a la
y=2+kt

Dada la recta r: {

bisectriz del segundo cuadrante.

X =—1

e La bisectriz del segundo cuadrante es x = -y — { (en paramétricas).

_)
Su vector director es d = (-1, 1).

%
e Bl vector director de r es r = (3, k).

e Como queremos que 7 // bisectriz del segundo cuadrante, entonces sus vectores
directores deben ser proporcionales:

11 -
3% - k=-3
En el triangulo de vértices A(-2, 3), B(5,1), C(3,—4), halla las ecuaciones de:
a) La altura que parte de B.
b) La mediana que parte de B.

¢) La mediatriz del lado CA.

a) La altura que parte de B, by, es una recta perpendicular a AC' que pasa por el
punto B:

%
hy L AC(5,-7) — el vector director de by, es by (7, 5)

%
B(5,1) €hy
fo X=5
%bB:{x=5+7t% 7 x=5_y-1
y=1+5t poy-1 7 >
5

= bhg:5x—=T7y—-18=0
b) m, (mediana que parte de B) pasa por B y por el punto medio, m, de AC:

(2350 e

2 72 27 2 N
BG, D em,
%
— My (5 - l, 1+ l) = (2, é) es vector director de m,,.
2 2 272
Luego: 9
x=5+>1 2x =10 + 9t
mpg: - -
2y -2
y=1+ =1 f=yT

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos @



_ 2x-10

9 2x—10 _ 2y—2
- - = — My 6x—18y—-12=10
o 2p-2 9 3 5 Y

©) La mediatriz de CA, =z, es perpendicular a CA por el punto medio del lado,
m'. Asi:

— -
CA =(-5,7) Lz — vector director de z: z (7,5)

m' 3-2 _44-3)=(l —l)ez

2 2 272
x= 7 p= 221
o 2 14% 20-1 _ 2p+1
' S G Lo+l T4 10
YT 10

— z:20x-28y-24=0 - z:5x-7y—-6=0

27 larecta 2x + 3y —6 =0 determina, al cortar a los ejes de coordenadas, un
segmento AB.

Halla la ecuacion de la mediatriz de AB.

@ Después de ballar los puntos A y B, balla la pendiente de la mediatriz, inversay
opuesta a la de AB. Con el punto medio y la pendiente, puedes escribir la ecuacion.

N

A

Y

«A=7reje Y:{2x+03y_6=0 S 3y—6=0 = y=2 — A0, 2)
x:

«B=7rcje X:{ZX+05y‘6=O 5 2x-6=0 > x=3 = BG3,0
y:

- -
e AB=(3,-2) L m,, (mediatrizde AB) — m,,= (2, 3)
%

m (%, %) = (%, 1) (punto medio de AB) € mediatriz

—>y—1=%(x—%) —>y=%x—% = My 6x—4y-5=0
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28 Determina los puntos que dividen al segmento AB, A(-2, 1), B(5, 4), en tres
partes iguales.

— 1 —
@ Si Py Q sonesos puntos, AP = ?AB.

Escribe las coordenadas de AP y de AB yobtén P. Q es el punto medio de PB

B
Q
P
A
2 1 2 1
OAP=§AB —>(x+2,y—1)=§(7,3) -
x+2=L 5 x=L_2=-1
3 3 3 1
- _>P§’2
y—l=%—>y=1+l=2

* O esun punto medio de PB — Q(%, 2—;4) - Q(%y 3)
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31 Halla el pie de la perpendicular trazada desde P(1,-2) alarecta
rix—2y+4=0.

@ Escribe la perpendicular a r desde P y balla el punto de corte con r.

\
Qrd, -2 rix—-2y+4=0
\

Sea s la recta perpendicular a r desde P y 7 = (2, 1) vector director de 7.

%
Asi, PP’ 1 7 = el vector director de S, ? también es perpendicular a 7 (?J_ 7),
luego podemos tomar s_>(1, -2). Como P(1,-2) es:

x=1+1 - t=x-1
Y+ 2

-2

St y+2 —>x-1=

- 2x+2=p+2 >
y=-2-2 > t="

— s:2x+y=0
El punto P’(x, ») es tal que:
P=sr $:2x+y=0-—> y=-2x
rix—2y+4=0
Sustituyendo en la segunda ecuacion:
X—2(2x)+4=0 > x+4x+4=0 —

- x:j N y=_2(j)=§
5 b) 5

-4 8)
Luego: P'|—, =
uego (5,5

32 Las ecuaciones de los lados del triangulo ABC son AB: x + 2y —4 = 0,
AC: x—2y =0, BC: x +y=0. Halla:

a) Los vértices del triangulo.

b) El vector que une los puntos medios de AB y AC. Comprueba que es
paralelo a BC.

@ p) Las coordenadas de BC deben ser proporcionales a las del vector que bas ba-
llado.

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos e



) A=AB() AC
B=AB BC
C=ACN BC
oA {AB: X+2y—-4=0

AC: x-2y =0 Sumamos las ecuaciones:

2x -4=0 5> x=2
Sustituyendo en AC: 2-2y=0 — y=1
Luego: A2, D)

.B:{AB: X+2p—4=0 } N
BC: x+ y =0 > x=-y

- —yp+2y-4=0 5 y=4 > x=-4
Luego: B(—4, 4)

.c {AC: x=2y=0 } .
BC: x+ =0 - x=-y

- —y-2y=0 - y=0 = x=0

)

Luego: €(0, 0)

oW

b) El punto medio de AB es M, (—1,

El punto medio de AC es M, (1, %

~———

\

—

R
MM, =@2,-2| = — 1o
Asi, Mz M,.// BC, pues: M , M, = ?BC

%
BC = (4, —4)

34 cCalcula el area del triangulo cuyos lados estan sobre las rectas:
rix=3 s:2x+3y—-6=0 l:x—-y-7=0

r s
A

e AN
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ed=rNs {%73 S 6+3y-6=0 — y=0
: S{2x+3y—6=0 4 Y

Luego: A(3, 0)
.B=rﬂt{x=5 > 3-y-7=0 > y=-4
x—y—-7=0
Luego: B(3, —4)
-C=sﬂt{2x+5y_6=0 -
XxX=y-7=0 > x=p+7
- 2(p0+7D+3y-6=0 —
- 2y+14+3y-6=0 - 59+8=0 =>y=_?8 -

-8 27

N =_+7=_

YT 5
27 —8)
L  Cl—, —
Hego (5 5

e Consideramos el segmento AB como base:

%
4B = 0, = = V16 =4

e La altura desde C es b, = dist (C, r) = 185 -5 _ 23
‘ V12 + 02 5

e Asi:

%
Area = |AB| ‘ bC = 4 i 25/5 = ﬁ
2 2 5

36 En el triangulo de vértices A(-1,-1), B(2,4) y C(4, 1), halla las longitudes
de la mediana y de la altura que parten de B.

e Mediana. Es el segmento BM donde M es el punto medio de AC.
%
u(30) > e (222 0-d) -1
2 2 2
%
La longitud de la mediana es: |BM| =~1/4 + 16 = @

e Altura. Es el segmento BP donde P es el pie de la perpendicular a AC desde B.

_)
AC = (5,2) = larecta que contiene ese segmento es:

r:{x=_1+5t SN N A SN 2x-5y-3=0

y=—1+2t 5 2

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos @



- —
v=(=2,5 1 AC = larecta s L r que pasa por B:

s:{X=2‘2‘ L X222 Yo d L spigp_18=0
y=4+5t -2 5

P=r0s — {r: 2x=5y—- 3=0
$:5x+2y—-18=0
Multiplicamos la primera por 2 y la segunda por 5, y sumamos:
4x—-10y-6=0
25x+ 10y -90 =0

96

29x—96=0 %.X‘:E—)
9 o L _ 192, _ 105
- 2 2 S5p=3=0 — Sy SN 5—29—>
_105 21
CYT e 0T
Luego: P(9—6, ﬁ)
297 29

o _1aE (38 _2) =\/10469 10469
Asi: by | BP| ‘(29, 2 ‘ 2 = 2 = 3,528

38 Determina un punto en la recta y = 2x que diste 3 unidades de la recta
3x—y+8=0.

{P(x,y)er:y= 2x
dist(P,r') =3, donde r":3x—-y+8=0

= 2x
N L olswoovesl o dxesl
Ly rsl g V1o V1o
V10

— dos posibilidades: x+8=310 —>Xl=3\/17—8 -
x+8=-3V10 - x,=-3V10 -8 —

— ¥ =6\10 - 16 P, 310 -8, 6310 - 16)
%
- y,=-6N10 - 16 P, (=310 -8, -6N10 — 16)
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40 Calcula ¢ para que la distancia entre las rectas 4x+3y—6=0y 4x+3y+c=0

43

44

sea igual a 3.

Sea Per; donde x,=0 — y,=2 — P0,2) en

|4~o+3~2+c|=5
V16 +9

|6 + c| _3 6+c=15 = ¢ =9
5 6+c=-15 = ¢,=-21

Ast, dist(ry, r,) = dist(P, r,) = -

Halla la ecuaciéon de la recta que pasa por el punto de interseccion de las
rectas r y s y forma un dngulo de 45° con la recta: x +5y—6=0.

r:3x—y—9=0 s:x—-3=0

P=rﬂ&{3x_y_9=o—»9—y—9=0—»y=0
x -3=0

Luego: P(3, 0)

Como la recta pedida y x + 5y —06=0 forman un angulo de 45°, entonces si sus
pendientes son, respectivamente, m, y m,, se verifica:

‘ m, —m, ‘ (=1/5) = my
1g45° = |——— = |l
1+m,  m 1+ (1/5) - m,
‘—1—5-7%1
S>1=|— 1] 5
5-my
5—-my =-1-5m, o bien
%
-5-mp)=-1-5m,
4m; =—-6 — m, =—-06/4
om; =4 — my=4/6
ibles soluciones, 1y o2 =6 3,9
Hay dos posibles soluciones:  #,: y — 0 T(x—S) = 4y 7x+?

4 2 6
tzzy—0=€(x—3) - tZ:y=gx—g

Dadas las rectas:
r:2x—-5y—-17=0 s:3x—kRy—8=0
Calcula el valor de k paraque r y s se corten formando un angulo de 60°.

@ Halla la pendiente de r. La pendiente de s es 3/k. Ten en cuenta que obtendrds
dos soluciones.

Las pendientes de r y s son, respectivamente:

-2 _3
TS Y T

N
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Entonces:

o_ | 2/5-3/k _|2k-15
8 60 ‘1+2/5~3//e‘_)\/7 ‘5/e+6
V3G5k+6)=2k-15 — 5\V3k+06\3 = 2k—15
_)

3GE+6)=2k-15 — —5\V3k-6\3 =2k—15

~15 + 6V3

~15- 63
5\V3-2

5v3 -2

— Ry = , Ry =

‘ — dos casos:

46 Halla los angulos del triangulo cuyos vértices son A(=3, 2), B(8,-1) y C(3,—-4).

@ Representa el tridngulo y observa si tiene algiin dngulo obtuso.

- —>
AB = (11, -3); BA (-11, 3)

Y

- —
AC =(6,-6); CA (=6, 6) A D

- - X
BC=(=5,-3); CB(5,3) ~—
LA B (8, =1
AB-AC 66+ 18 -
A . +
cosA = = =~ 0,868
Bl lael 13072
Luego: A = 29° 44 41,6"
BA-BC
cos B = - _2®-9 0,692

Al 13l V130 V34
Luego: B = 46° 13! 7,9"

A A A
Asi, C'=180° — (A +B) = 104° 2' 10,5"

47 Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (0, 2) y forma un angulo

de 30° con la recta x = 3.

@ La recta que buscamos forma un dngulo de 60° o de 120° con el eje OX.

1% 7 La recta r forma un dngulo de 60° o de 120° con el eje
N1 / OX.
\ / Su pendiente es:
\C ya m, = 1g 60° = \/g, o bien
A\ I/£CH MR
\ N/ m, = 1g 120° = —\3
e )
: N |  Teniendo en cuenta que debe pasar por P(0, 2), las
7507\ posibles soluciones son:
/ \
rey= \/g X+ 2
" Y= —\/gx + 2

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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50 Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por A(-2, 2) y forman un an-
gulo de 60° con la recta x = y.

b: x =y — su pendiente es m, =1

1-m 1-m
1g60° = |—=" | 5 3=
woo - |2 = B - |1

\/§+\/7m—1—m—>m1 1_\/3
\/7+1

—\/7—\/gm=1—m —>m2=ﬂ
_\]§+1

Teniendo en cuenta que pasan por A (=2, 2):

1-3
\/§+1

1+3

7y —2= ——(x+2)

riy—2= (x+2)

ECUACIONES PUNTO-PENDIENTE

52 Escribe la ecuacion de la recta » que pasa por A(2,3) y B(5,6) yhallala
ecuacion de una recta paralela a », cuya distancia a r sea igual a la distan-
ciaentre 4 y B.

%
. {VECIOI‘ director AB = (3, 3) - {x =2+ 3t N

pasa por A(2, 3) y=3+3
x-2_)y-3

3 Tﬁ3§6—3}/+3=0—>r:x—y+1=0

es/r >m=m.=1 5> y=x+c > s:x-y+c=0
dist (r, s) = dist (A, s) = dist (A, B) —
2-3+c

V12 + (-1)?

1+ ¢l 1+c=6 = ¢ =6+1=7
I =18 -1+c=-6 = ¢,=-60+1=-5

%
- = | 4B|

%

= sp:x=-y+7=0

$:x=5=0

53 Halla el punto simétrico de P(1,1) respecto alarecta x—2y—4=0.

—> N L. — .
e PP' 1L v donde P’ es el simétrico de P respecto a esa rectay v es el vector di-
rector de la misma.

-
PP-v=0 > x-1,y-D-2, D=0 —>
S5 2x-D+@p-1=0 - 2x+y-3=0
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e Ademas, el punto medio de PP’, m, debe pertenecer a la recta. Luego:

x+1,y+1 er - x+1_2y+1
2 2 2 2

- x+1-2y-2-8=0 —

-4=0 -

> x-2y-9=0
e Asi, teniendo en cuenta las dos condiciones:
2x+y—-3=0 N
X—2-9=0 =5 x=9+2y

- 20+2)+y-3=0—18+4y+y—-3=0 —>y=%5=—3

- x=9+2(-3)=9-6=3
Luego: P'= (3, -3)
54 Unrombo ABCD tiene un vértice en el eje de las ordenadas; otros dos vérti-
ces opuestos son B(3,1) y D(-5,-3).
Halla las coordenadas de los vértices A y C y el area del rombo.
Sea AeejeY — A=(0,y) yseaelpunto C=(x,, »,).

Como estamos trabajando con un rombo, sus diagonales AC y BD se cortan en
su punto medio, M.

Ademads, AC 1 BD.

Y
C B|(3, 1
[l 1A X
LT )4
(s \W4ds |
B P 7 A

3-5 1-3
2 72

o M( ) = (-1, -1) es el punto medio de BD (y de AC).

e Sea d la recta perpendiculara BD por M (serd, por tanto, la que contiene a AC):
— -
BD = (=8, -4) — d=(4,-8) es vector director de d} N
M1, -1 ed
-8

La pendiente de d es m, = - "2

M1, -Ded
- d:iy+1==2x+1D - ypy=-2x-3
e Asi:

A=d()eje Y:{y=(_)2x_5}—> y=-3 - A0,-3)
X =
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0+x, 3+,
e M es punto medio de AC — (-1,-1D = e

2 2
X
—1=72—>x2=—2
- - C=2, 1D
_3+y2
e e
- =
) laC||BD|
0Area=T

|ac] = -2, 9 = V20 = 25

20
|BD| = |8, —4)] = V8 = 45

— Area = —2€é4\/§ =

56

Larecta 2x +y—4 =0 es la mediatriz de un segmento que tiene un extremo
en el punto (0, 0). Halla las coordenadas del otro extremo.

r2x+y—-4=0

00, 0) A (x, )

Un vector director de la recta es el o= a, =2).
— —
e Debe verificarse que: PL0A=7-04=0
(1,-2)-,»=0 5 x-2y=0 > x=2y
e Ademas, el punto medio de OA, M, pertenece a la recta:
x Y x Y
-2 L+ 4 =
M(Z,Z)er—>22 5 4=0 —
2y Y _ -
- 2-7+E—4—0 - 4y+y-8=0 —

—)y=% —>x=2-%=%

16 8)
L S A=, =
uego (5,5
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58 Dos de los lados de un paralelogramo estan sobre las rectas x +y—-2=0 vy
—2y+ 4 =0 yuno de sus vértices es el punto (6, 0). Halla los otros vértices.

e Como las rectas no son paralelas, el punto donde se corten sera un vértice:
Vli{x+ y—-2=0 N { x+ y-2=0
i lx=2y+4=0 X +2y-4=0
m - y=2 =
-5 x+2-2=0 -5 x=0
Luego un vértice es A (0, 2).

e El vértice que nos dan, C(6, 0), no pertenece a ninguna de las rectas anteriores
(pues no verifica sus ecuaciones, como podemos comprobar ficilmente sustitu-
yendo los valores de x e y por las coordenadas de C). Asi pues, el vértice C
no es consecutivo de A.

Sean s,//r, una recta que pasa por C y s,//r, una recta que pasa por C.

Se trata de las rectas sobre

$2
las que estin los otros la- /
dos. A !
= ‘
Asi, los otros vértices, By
D, seran los puntos de cor- & .
te de: s
rnNs,=B  r,Ns =D 5 = 5

+y+a=
slz{x y+a=0 = s5:x+y—-6=0

Cesy > 6+0+a=0 —a=-6

-2 -
szz{x y+b=0 = 5 x—-2y-6=0

Ces, > 6-0+b=0 = b=-06

~-2=0
e B=1r ()s,: Xt y-2
! 2{x—2y—6=0

Resolviendo el sistema:

De la primera ecuacion — x=2-y — enlasegunda — 2-y-2y-6=0 —

y__4 %x_ﬂ %3(27__4)
3 3 33
X+2p+4=0
e D=7,s: - 6-y-2y+4=0 >
SR {x+ y—-6=0 —>x=6—y} o

or et ol )
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59

64

67

Halla un punto del eje de abscisas que equidiste de las rectas 4x + 3y + 6 =0
Yy 3x+4y—9=0.

P(x, 0) debe verificar dist (P, r) = dist (P, s):
l4x+3-0+6] _ [3x+4-0-9|
V25 V25

4x+6=3x-9 — x; =-15
4x+6=-Bx-9) = x,=3/7

_)

— P,(-15,0), PZ(%, 0)

Larecta x +y—2=0 yuna recta paralela a ella que pasa por el punto (0, 5)
determinan, junto con los ejes de coordenadas, un trapecio isosceles. Halla
su area.

S/rix+y—2=0 = x+y+k=0

}a0+5+le=0 — k=-5
P, 5 €es

Luego s:x+y—-5=0

e Sean: A = r() e X: {x g TV L x=2 = 42,0
y:
B=rﬂejeY{x VTETY L5222 = BO,2)
x=0
C=seje X: {x SN N c, 0
y=0
—sﬂe]eY{x y=5=0 - y=5 = D(Q,5)
x=0
— —
® AB = (-2, 2); CD=(-5,5)
- > > =
) |AB|+|cD| |AB|+|cD]
Area = 5 - b= 5 ~dist (A, s) =

Vg+\50 J2+0-5| _2v2+s5V2 3 _7V2 3 _21
2 \/12+12 2 \/E 2 \/E 2

De todas las rectas que pasan por el punto A(1, 2), halla la pendiente de
aquella cuya distancia al origen es 1.

@ La ecuacion y =2 +m(x —1) representa a todas esas rectas. Pdsala a forma ge-
neral y aplica la condicion d(O, r) = 1.

e Esas rectas tienen por ecuacion:
y=2+mx-1 — mx-y+Q2-m)=0
2-m=\m?+1

|2 —m|

‘d(0,7)=1—> =1 — 2 —m=— m2+1 —

m2+1
> Q=-mP=m?+1 > 4+m?2—-4m=m?+1 >

= 4-4m=1 > m=
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72 a) ¢Qué se puede decir de una recta si en su ecuacion general falta el térmi-
no independiente?

b) (Y si falta el término en x?

c) (Y sifalta el término en y?

a) La recta pasa por (0, 0).

b) Es una recta horizontal (paralela al eje OX).

¢) Es una recta vertical (paralela al eje OY).

82 Halla la ecuacion de una recta que pasa por el punto P(3, 1) y forma con la
parte positiva de los ejes de coordenadas un triangulo de area 6.

e Las rectas que pasan por P(3, 1), tienen de ecuacion: y—1=m(x—3)

PGB, D

e Los vértices A y B seran los puntos de corte de la recta con los ejes:

x=0 =>y-1=-3m — y=1-3m

y=0%0—1=mx_3m%x=ﬂ
m
Luego: A(0,1-3m) y B(%’ 0)
e Como Area = w
Tomando como base OA y altura OB:
3m — 1
(1 - 3m) (T) 1
6= %(1—3m)(3m__)=12%
2 m

—-9m? -1+ 6m
m

=12 > -9m?-1+6m=12m —

-6 £ V36 — 36

2

%

> 9mi+6m+1=0 > m= =-3

Luego la recta es:

riy—-1=-3(x-3) = riy=-3x+10
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