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‘ RENDITA \

Operazione finanziaria composta, caratterizzata da n+1
scadenze (0,1,...,1,...,n- 1,n) edan+1importi da pagare o

riscuotere a quelle scadenze (R,,R,...,R,....R,;,R))

R R ... R; R Rsa . Rig R
| — | | | |
0 1 ... t-1 t t+1 ... n-1 n
Singoli importi R, R,....R,....R R,
£

RATE ddlarendita
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SeT =0 b valore attuale ddlla rendita
o
Vi=a R X/(T;S)
s=0
SeT=n b montante della rendita

W, =4 R (sT)
s=0

SeOETEN b valore Capitale dellarendita

T
o

A = a&w@ﬂ+a&wﬁ@
R

Valore capitale di unarendita e la somma dellerate
riportate “finanziariamente’ ad una determinata epoca T
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‘ VALORE ATTUALE DI UNA RENDITA \

Valore attuale di unarendita che paga $1 in ogni periodo
per n periodi, calcolato utilizzando il tasso effettivo |

0O $1 .. $1 $p 1 ... %1 91

| | | | | | Il
0 1 .... t-1 t t+1 .... n-1 n

V, = $1><§ v(0; s) :$1X§ (1+i)®

3
éil(ui)'s:l‘ (1i+')
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Dimostrazione per n = 2:

éz(l+i)"°‘:i+ 1 _ 2+
s=1 1+i (L+i)° (1+i)°
L1
1- (L+i)2 _7 (i) _i%+2 ]
| | (1+i)° |
_iX2+i0) _ 2+]
Cix1+i)? (@+i)
3
In generale, " N, si ha: én (1+i) _1- (1i+|) )
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3

“afiguratonal tassoi”
1- (1+i) "
i

a. =

n|i

Valore attuale di un flusso di importi unitari ($1) per n
periodi unitari apartiredal periodo 1, dato un certo tasso |

Esempio
n =5 anni, periodo unitario 1 anno, 1 = 4%

-\- N -5
o =1 ( _+|) _1- (1.04) _ 4450
| i 0.04
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‘ MONTANTE DI UNA RENDITA \

Montante di unarendita che paga $1 in ogni periodo per n
periodi, calcolato utilizzando il tasso effettivo |

O $ ... $ % B .. ¢l $1

| | | | | | Il
0 1 .... t-1 t t+1 .... n-1 N

W, = $1><én_ r(s;n) = $1><§ (1+i)"°

3
a(1+|) (i) -1

s=1 I
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3

“ sfiguraton al tassoi”

S, :(1+|.) -1

Montante di un flusso di importi unitari ($1) per n periodi
unitari a partire dal periodo 1, dato un certo tasso |

Esempio
n =5 anni, periodo unitario 1 anno, 1 = 4%

- \N 3}
s, = (1+|.) -1_(1.04) - 1_c 6
| 0.04
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‘ CLASSIFICAZIONE DELLE RENDITE \

Periodiche ~  Non periodiche
Costanti =~ Variablli
Intere =  Frazionate ~  Continue
Temporanee ) Perpetue
Anticipate ~  Posticipate

Immediate ~ Differite
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PERIODICHE
Intervallo di tempo intercorrente fra duerate consecutive e
sempre uguale durante |’ orizzonte temporale della rendita

NON-PERIODICHE
Intervallo di tempo intercorrente fra due rate consecutive
varia durantel’orizzonte temporale della rendita

khkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhhkkhkhkkhkhkkhkhkhkhhkkhkhkhkhkhkikhkikkhkkhkhkkkikkki*kkk*%k%

COSTANTI
Importi delle singole rate sono tutti uguali

VARIABILI
Importi delle singolerate sono variabili
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INTERE
Rateriferite al periodo unitario (anno, semestre,...)

FRAZIONATE
Rateriferite afrazione del periodo unitario

CONTINUE
Rateriferite a frazione infinitesimale del periodo unitario

Zg d o i b b b b a4 b b S b S b b b b b b S b S b b b 4 S b S b S b 4 b (i S b S 3

TEMPORANEE
Numero di rate e finito

PERPETUE
Numero di rate e un’infinita numerabile
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ANTICIPATE
L a scadenza di ciascunarataeriferita all’istanteiniziale
del corrispondente periodo

POSTICIPATE
L a scadenza di ciascunarata eriferita all’istante finale del
corrispondente periodo

khkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhhkkhkhkkhkhkkhkhkhkhhkkhkhkhkhkhkikhkikkhkkhkhkkkikkki*kkk*%k%

IMMEDIATE
Primarataeriferitaal primo periodo

DIFFERITE
Primarataeriferitaad un periodo successivo al primo
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FORMULE PER LA VALUTAZIONE DI
DIFFERENTI TIPOLOGIE DI RENDITE

A. Rendita costante, periodica, intera, immediata

Costante P StessarataR

Periodica P Intervallotrarate sempreuguale
ntera P Riferitaal periodo unitario
mmediata P  Primaratariferitaal primo periodo
3
Posticipata oppure Anticipata

Temporanea oppure Perpetua
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A.l. Rendita costante, periodica, intera, immediata
posticipata e tempor anea

nratedi ugualeammontare R, ognunariferita all’istante
finale della corrispondente scadenza

O R ... R R R ... R R

| | | | | | Il
0 1 .... t-1 t t+1 .... n-1 n

Vo _ é R>‘(1+i)_s _ Rxaﬁ“ _ Rxl' (1i+|)
s=1
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A.2. Rendita costante, periodica, intera, immediata
anticipata e temporanea

n ratedi ugualeammontare R, ognunariferita all’istante
Iniziale della corrispondente scadenza

R R ... R R R ... R 0
| — | — | | |
0 1 ... t1 t t+1 .... n-1 n
n-1 _ i -N
V, =@ RA{L+i)° = R, = RX(L+i) % (1i )
s=0

“‘aanticipato figuraton al tasso i ”
a. = (1+i)><aﬁ|i

n|i

Corso di Matematica Finanziariad 1999 di Andrea Berardi Sezione 3 14




Esempio A.l

Rendita costante, periodica, intera, immediata
posticipata e temporanea

Rendita cheinizia oggi, ha durata 5 anni e paga rate annue
costanti posticipate di £ 100 al tasso di interesse effettivo
annuo | = 10%

0O 100 100 100 100 100

] ] ] ] ] I
0 1 2 3 4 5

1- 1+0.2)°

Vo = Rxag,,,, =100% =379.08
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Esempio A.2

Rendita costante, periodica, intera, immediata
anticipata e tempor anea

Rendita cheinizia oggi, ha durata 5 anni e paga rate annue
costanti anticipate di £ 100 al tasso di inter esse effettivo
annuo | = 10%

100 100 100 100 100 O
] ] ] I

] ]
0 1 2 3 4 5

1- (1+0.1)°

V, = R, =100% 2.1= 416.99
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A.3. Rendita costante, periodica, intera, immediata
posticipata e perpetua

|nfiniterate di uguale ammontare R, ognunariferita
all’istante finale della corrispondente scadenza
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A

3

. 1
=lima.. =-
ey N |

Dimostrazione

lima-. =lim
ey N ne ¥
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A.4. Rendita costante, periodica, intera, immediata
anticipata e perpetua

Infiniterate di uguale ammontare R, ognunariferita
all’istante iniziale della corrispondente scadenza

R R R R R

[ — ] ] ]
0 1 t-1 t t+1 ¥
R s "R
Vo_Ll®rQa. R>(1+|) _Rxa¥|| d
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3

a4, = @ri)ey, ==

Dimostrazione

ima. = limi d*+1)

ey N n® ¥ |

(L+i) ="
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Esempio A.3

Rendita costante, periodica, intera, immediata
posticipata e perpetua

Rendita cheinizia oggi, ha durata infinita e paga rate annue
costanti posticipate di £ 100 al tasso di interesse effettivo
annuo | = 10%

0 100 100 100

| | | |
0 1 2 3 ... ¥

100
Vo = R, =" =1000
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Esempio A4

Rendita costante, periodica, intera, immediata
anticipata e perpetua

Rendita cheinizia oggi, ha durata infinita e paga rate annue
costanti anticipate di £ 100 al tasso di inter esse effettivo
annuo | = 10%

100 100 100 100

| | | |
0 1 2 3 ¥

~ 2100 . . 100 _
Vo = Ry, = 1= =1100
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B. Rendita costante, periodica, intera, differita

Costante b StessarataR

Periodica P Intervallotrarate sempreuguale
ntera P Riferitaal periodo unitario
Differita P Primaratariferitaaperiodo k, k>0
3
Posticipata oppure Anticipata
Temporanea oppure Per petua
3

|| valoredi unarendita differitadi k periodi eugualeal
valore della corrispondenterendita immediata

moltiplicataper (1+i) "

Corso di Matematica Finanziariad 1999 di Andrea Berardi Sezione 3 23



B.1. Rendita costante, periodica, intera, differita
posticipata e tempor anea

n ratedi ugualeammontare R, ognunariferita all’istante
finale della corrispondente scadenza.
Primaratariferitaal k-esmo periodo

0 R .... R ... R R
| | | | | |
0 > K k+1 .... k+t .... k+n-1 k+n

Nk O N +i)"
Vo = (L+1)“xq R{L+i)° = Rq1+i)" 3 (1. )
s=1
“afiguraton al tasso i differitok ”
k/ _(1+|) >a|
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B.2. Rendita costante, periodica, intera, differita
anticipata e temporanea

n ratedi ugualeammontare R, ognunariferita all’istante
Iniziale della corrispondente scadenza
Primaratariferitaal k-esmo periodo

R R ... R .. R 0

| | | | | Il
0 > K k+1 .... k+t .... k+n-1 k+n

n-1 4+ -n
Vo = (1+1)“xgq R{1+i)° = Rq1+i) " 2 (1_ )
s=0 |
“ aanticipatofigurato n al tasso | differitok ”
< & _(1"") s
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Esempio B.1

Rendita costante, periodica, intera, differita
posticipata e temporanea

Rendita cheiniziafra 2 anni, hadurata 5 anni e pagarate
annue costanti posticipate di £ 100 al tasso di interesse
effettivo annuo 1 = 10%

0 0 0 100 100 100 100 100
] ] ] ] | ] Il

]
o 1 2 3 4 5 6 7

1- (1+0.2)°

V, = R%, 8, =100% X(1.1)"? =313.29
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Esempio B.2

Rendita costante, periodica, intera, differita
anticipata e tempor anea

Rendita cheiniziafra 2 anni, hadurata 5 anni e pagarate
annue costanti anticipate di £ 100 al tasso di interesse
effettivo annuo 1 = 10%

0O 0 100 100 100 100 100 O
] ] ] ] | Il

] ]
o 1 2 3 4 5 6 7

1- (1+0.1)°

V, = Rs, 8, =100% X(1.1) %" =344.62
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B.3. Rendita costante, periodica, intera, differita
posticipata e perpetua

|nfiniterate di uguale ammontare R, ognunariferita
all'istante finale della corrispondente scadenza
Primaratariferita al k-esmo periodo

0 R ... R
| | | |

0 > k k+1 .... k+t .... ¥

Vo = (L+i) “Nimg RAL+i)° = R>?1>(1+i)'k
F s

g8y = (L) ey,
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B.4. Rendita costante, periodica, intera, differita
anticipata e perpetua

|nfiniterate di uguale ammontare R, ognunariferita
all’istanteiniziale della cor rispondente scadenza
Primaratariferitaal k-esmo periodo

R R ... R ...

| | | |
0 » k k+1 .... k+t ....... ¥

< g = (L+i) " Ay
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Esempio B.3

Rendita costante, periodica, intera, differita
posticipata e perpetua

Rendita cheiniziafra 2 anni, ha durata infinita e pagarate
annue costanti posticipate di £ 100 al tasso di interesse
effettivo annuo 1 = 10%

0 0 0 100 100 100

| [— | | |
0 1 2 3 4 S5 ... ¥

_100
0.1
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Esempio B.4

Rendita costante, periodica, intera, differita
anticipata e perpetua

Rendita chefra 2 anni, ha durata infinita e paga rate annue
costanti anticipate di £ 100 al tasso di inter esse effettivo
annuo | = 10%

0 0O 100 100 100 100

| [— | | |
0 1 2 3 4 5 ... ¥

100 .
Vo = Roigy, =" = (L) 24 0090 x1.1) 2 = 909.09
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C. Rendita costante, periodica, frazionata, Immediata

Costante P StessarataR

Periodica b
razionata b
mmediata b

Posticipata

ntervallo trarate sempreuguale
Riferita afrazionedi periodo unitario

Primaratariferitaal primo periodo

3

oppure Anticipata

Temporanea oppure Per petua
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C.1. Rendita costante, periodica, frazionata, Iimmediata
posticipata e tempor anea

n>xm rate di ugualeammontare R/m, ognunariferita
all'istante finale della corrispondente scadenza.
m scadenze per periodo unitario

O RRmMm Rm..RIm Rm R/m ..Rm...R/m R/m

I___|I | | | | | | |
O l/m 2/m.. 1 1+1/m 1+2/m.. 2 ...n-1/m n

n>m 1- + Q
\/O:éR>(]_+i}/)'S:RX ? %nﬂ
Szlm m m I}/
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V, = Roal”

n|

3

NG

"
3

Dimostrazione

3

-

n|i
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%" R
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C.2. Rendita costante, periodica, frazionata, immediata
anticipata e temporanea

n>xm rate di ugualeammontare R/m, ognunariferita
all’'istanteiniziale della cor rispondente scadenza.
m scadenze per periodo unitario

RmRmMm Rm..Rim Rim R/m ... Rm... R/Im 0

| | | | | | | | |
0 I/m 2/m ... 1 1+1/m 1+2/m... 2 ... n-1/m n

..~ N

n>m1 1' +i Q
HETIIRERS S (1+i,))
- W m iy T
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a(m)

(1+|%n

3

Dimostrazione

Corso di Matematica Finanziariaa 1999 di Andrea Berardi

(Come sopra)

Sezione 3

)éxa
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Esempio C.1

Rendita costante, periodica, frazionata, Immediata
posticipata e temporanea

Rendita cheinizia oggi, ha durata 3 anni e pagarate
semestrali costanti posticipatedi £ 50 (£ 100 in termini
annui) al tasso di interesse effettivo annuo | = 10%

0 100/2 100/2 100/2 100/2 100/2 100/2

| | | | ] | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

100 1- (1+0.0488) > _100>0.1 1- (1+0.1)"

V. = :
° 2 0.0488 0.0976 0.1

=254.75
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Esempio C.2

Rendita costante, periodica, frazionata, Immediata
anticipata e tempor anea

Rendita cheinizia oggi, ha durata 3 anni e pagarate
semestrali costanti anticipatedi £50 (£ 100 in termini
annui) al tasso di interesse effettivo annuo | = 10%

100/2 100/2 100/2 100/2 100/2 100/2 O

| | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

_100 1- (1+0.0488) **
2 0.0488

V, X(1.0488) = 267.19
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C.3. Rendita costante, periodica, frazionata, immediata

posticipata e perpetua

Infiniterate di uguale ammontare R/m, ognunariferita
all'istante finale della corrispondente scadenza.
m scadenze per periodo unitario

0 R/m R/m... R/Im Rm R/m ....R/m...

| | | | | | |
0 I/m 2/m ... 1 1+1/m 1+2/m.... 2 ... ¥

V, :LiméRﬂﬂ% -S:j(F;])
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3

a® =limal? =
n® ¥ J(m)

3

Dimostrazione

s i o .

Ilma_‘. =lim——>xa.. =———Xima..

e¥ ' ne¥ j(m) " j(m) ne¥ M
o >¢1_ 1

J(m) 1 j(m)
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C.4. Rendita costante, periodica, frazionata, immediata
anticipata e perpetua

|nfiniterate di uguale ammontare R/m, ognunariferita
all’'istanteiniziale della cor rispondente scadenza.
m scadenze per periodo unitario

R'm Rm R/m....Rim Rm R/m .... R/m....
| | | | | | |
0 /m 2/m.... 1 1+1/m 1+2/m .... 2 U
V. =lim 8 Ryt+i ) 1
=1m — + | Y= + |
o=lma ALy )3 )x< )
1
M =limal” = ([1+i,, )x——
Y ey N ( %n) j (m)
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Esempio C.3

Rendita costante, periodica, frazionata, Immediata
posticipata e perpetua

Rendita cheinizia oggi, ha durata infinita e pagarate
semestrali costanti posticipate di £50 (£ 100 in termini
annui) al tasso di interesse effettivo annuo | = 10%

0O 100/2 100/2 100/2 100/2

| | | | |
0 05 1 1.5 2 ¥

v, = 19 100440
0.0976
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EsempioC.4

Rendita costante, periodica, frazionata, Immediata
posticipata e perpetua

Rendita cheinizia oggi, ha durata infinita e pagarate
semestrali costanti anticipatedi £50 (£ 100 in termini
annui) al tasso di interesse effettivo annuo | = 10%

100/2 100/2 100/2 100/2

| | | |
0 05 1 1.5 ¥

V, = 100
0.0976
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D. Rendita costante, periodica, continua, immediata,
temporanea

Costante P StessarataR

Periodica P Intervallotrarate sempreuguale
Continua P Riferitaafrazioneinfinitessmaledi
periodo unitario

Immediata P Primaratariferitaal primo periodo
Temporanea P Numerodi ratefinito

3
Posticipata =  Anticipata
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3

Rendite continue caso limite dellerendite frazionate
gquando il numeromdellerate corrisposte nel periodo
unitario tende a diventare infinito

¥R )

Vo=lima {1+, )7 =R,
a |ma(rn lim a(m)—l—xa
T A S T g o
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Rendita costante, periodica, temporanea, immediata

Posticipata Anticipata
. _n .
Intera a, _1- (L+i) = (1+i)xag
nii .
|
. | i
Frazionata %‘I“) = a(”‘) (1 +|}/)><—><a|I
J () m
|
Continua a. = X

n|i d n|i

Corso di Matematica Finanziariaa 1999 di Andrea Berardi
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‘ PROBLEMI INVERSI \

Dato valore attualedi unarendita, determinarerata R
oppurenumerodi rate n oppuretassodi interesse |

S considera il problema per il caso di una rendita
costante, periodica, intera, immediata, posticipata e
temporanea

O R ... R R R ... R R

| | | | | | Il
0 1 .... t-1 t t+1 ... Nh-1 N
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Valoreattuale

V, = Roa, = RX

1-

(1+i)"

Numerorate

nNn=

V, %

Q |-O:

R

log(L+i)

Sezione 3
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Problema:
dati V,, R, n,determinarel nell’espressione

Vv, = ook (1_+|)
I

R
1- (1+i)"
(Vo/R)
R
y(1) = z(1)

Corso di Matematica Finanziariaa 1999 di Andrea Berardi one3
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METODO ITERATIVO

1. Si fissa un valore iniziale 1, e s calcolano le due
funzioni y(1) e z(1) in corrispondenzadi taletasso

Se z(l,) > y(i,) , allora z(i,) = y(1,) con I, >1,

2. Si calcolano lefunzioni y(i) e z(1) per il tasso I,

Se z(1,) > y(1,) ,alora z(i,) = y(i,) con 1, >1,

3. Si calcolanolefunzioni y(1) e z(1) per il tasso I,

Se z(1,) > y(i,) ,alora z(1,) = y(i;) con I, >1,
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E cosi viafino all’h-esma iterazione, tale per cui il tasso
|, soddisfa I’ uguaglianza frale due funzioni:

Z(i,) @y(i,)

Il tasso I, eil tasso cercato, ovveroil T.1.R.
dell’ operazione consider ata

3

Condizione necessar ia e sufficiente affinché la rendita abbia
un T.1.R. positivo e che la somma dellerate (incass futuri)
sia maggior e del valore attuale (prezzo)

Condizione sufficiente affinché esista un unico T.1.R.
positivo e che gli importi relativi alla rendita cambino segno
una sola volta (esborso iniziale negativo erate positive)
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Esempio

Rendita periodica, intera, immediata, posticipata di
durata 3 anni, rata costante $50 e valor e attuale $125

Qual eil tasso di interesse (il T.I1.R.) dellarendita?

Applicazione dd metodo iterativo

1. Scelta del valoreiniziale 1, = 8%

7(8%) = 0.08247 > y(8%) = 0.08
2(8%) = y(8.247%) equindi 1, =8.247%

2. Calcolo dellefunzioni al tasso 1, =8.247%
2(8.247%) = 0.08463 > y(8.247%) = 0.08247

2(8.247%) = y(8.463%) equindi i, = 8.463%
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...... ecosl via......
40. Calcolo dellefunzioni al tasso 1,, =9.70%

2(9.70%) = 0.097 = y(9.70%)

|ter azione y(1) Z(1) Differenza
1 0.08000 0.08247 0.00247
2 0.08247 0.08463 0.00216
3 0.08463 0.08652 0.00189
39 0.09699 0.09700 0.00001
40 0.09700 0.09700 0
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‘ INDICI TEMPORALI EINDICI DI VARIABILITA' \

S consideri unarendita variabile, periodica, intera,
Immediata, posticipata e tempor anea (per esempio, un
titolo obbligazionario con cedole annuali)

0 R ... R. R R, .. R. R

| | | | | | Il
0 1 ... t-1 t t+1 .... n-1 N

L’ orizzonte temporale di questarenditae [0, n]
|| tempo alla scadenza dellarenditae n
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Scadenza media ar itmetica

n
@)

asR

a

s=1

Media aritmetica ponderata delle scadenze s,
con pes pari agli importi futuri R,

3

| ndipendente dal tasso di interesse
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Esempio

Scadenza media aritmetica di un titolo obbligazionario
(rendita variabile, periodica, frazionata, immediata,
posticipata e temporanea) con scadenza 3 anni, cedola
semestrale $5 e valore nominale $100

3

(o)

S

f:gS R _05%6+16+1.56+2>5+2555+3405
éB R 5+5+5+5+5+105

s=0.5

3525

= =271
130
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Durata media finanziaria (duration)

8 SR A{L+i)*
D: s=1

& RA1+i)"

Media aritmetica ponderata delle scadenze s,

con pes uguali al valore attuale percentuale degli
importi futuri Ry

3

Funzione del tasso di Inter esse
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Esempio

Duration (durata media finanziaria) di un titolo
obbligazionario (rendita variabile, periodica, frazionata,
Immediata, posticipata e tempor anea) con scadenza 3 anni,
cedola semestrale $5, valore nominale $100 e T.1.R. 7%

80.5>6X(1.07) *° +1>6X1.07) * +1.556X1.07) ** 0
. §+ 256X1.07) 2 + 2.5%5X1.07) 25 + 3405X1.07) * 5
 @BXL07) ®+5X1.07)  +5L07) " b

€+ 55(1.07) % + 55(L07) 2° +105LO7) * 5
_29029_,
108.32
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La duration rappresenta anche un indice di variabilita
del valoredi unarendita, in quanto funzione della
derivata del valore attualerispetto al tasso di interesse

dv 1 g N
Vee 70 = S 1+i)°
& a1 A SRALD
=~ L Dxq RALH)*=- DN
1+i o 1+] °
3
\VA(x
D =- —2X1+i
VO"( )

Elasticita del valore attuale rispetto al tasso di interesse
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Duration modificata

DM = ixD—_\Lq
1+1 V,

Duration modificata misura la variazione per centuale del

valore attuale dellarendita (V,) al variarede tasso di
interesse |

DM _ V& dY Y
V, d V,
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Esempio

Qual elavariazione percentuale del prezzo di un titolo
obbligazionario (rendita variabile, periodica, frazionata,
Immediata, posticipata e tempor anea) con scadenza 3 anni

cedola semestrale $5, valorenominale $100 e T.l1.R. 7%, se

Il T.I.R. scende al 5%

Duration di questo titolo e 2.68 (esempio precedente)

DM =+ x0= 1 »68=250
1+i = 107

Mo _ . DM i = - 2.50%- 0.02) = 0.05 = +5%

0
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