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‘ OPERAZIONE FINANZIARIA ELEMENTARE \

Contratto mediante il quale un soggetto da ad un altr o soggetto
un certoimporto P, disponibile ad unadata x in cambio di un

importo M disponibilealladata y

P M,
| |
X y
Esempio: B.O.T.
£ 96 £ 100
| |
31.3.99 31.3.00
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‘ OPERAZIONE FINANZIARIA DI INVESTIMENTO \

L’ elemento fondamentale (noto) della transazione e I'importo PX ,

mentrel’importo M y viene determinato dalle condizioni del contratto

P ppbPbPPPbPDPDPD I\/Iy

| |
X y

X : data di investimento
P, : capitaleinvestito
y . data di scadenza dell’ operazione
M , - MONTANTE iny del capitale P invegtitoin x

) :
M, - B ®°1,,  INTERESSE
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‘ OPERAZIONE FINANZIARIA DI SCONTO \

L’ elemento fondamentale (noto) della transazione & I’'importo M y

mentrel’importo PX viene determinato dalle condizioni del contratto

P 0000U0OU0OUOUOUUU |\/|y
| |

X y

y : data nellaquale e disponibileil capitale
M, : capitale disponibileiny
X : data dell’ operazione
P, : VALORE ATTUALE in xdel capitale M , disponibileinyy

o :
M,-P°D,,  sconTo
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‘ CAPITALIZZAZIONE EATTUALIZZAZIONE \

M, = f(x,P,y) P, =g(x,M,,y}
Dato x .

y) crescenterispettoa P,
f(X,P,,Y) cresenterispettoay
glx,M v y) crescenterispettoa M y

g(x, M,, y) decrescenterispettoay

f e gdefiniscono il rapporto di scambiotra dueimporti al variare degli
Importi stessi edelledatedi riferimento, ovvero determinano i prezzi per
lo scambiotrarisorsefinanziarie attuali e future
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Condizione di proporzionalita o di indipendenza dall’importo
M, = f(x,P,,y) =P, xf(x1y)
P.=g(xM,,y)=M, xg(x1y)
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I‘(X; y) . determina il montante al tempoy di una unita
monetaria di capitale investita al tempo X (humer o puro)

| 1 rq 1
| |
X y

M, = P x (X y)
M

y)=—>>1
r(xy) .

r(x;y) FATTORE DI CAPITALIZZAZIONE
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V(X; y) . determina il valore attuale al tempo x di una unita
monetaria di capitale disponibile al tempo y (numer o puro)

v 1 | 1
I |
X y

PX:Myxv(x;y)
P

VIXy)=—>*<1

(%y) v

v(X;y) FATTORE DI ATTUALIZZAZIONE
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Esempio 1. capitalizzazione

Il giorno 31/12/98 (tempo X) I’'impiegato Mazzola s recain bancae
chiede allo sportellista Rivera di investirela sua tredicesmadi I 1000

(PX) In un BOT chescadeil giorno 31/12/99 (tempoy). Rivera calcola
che, alla scadenza del BOT, Mazzolariceveral 1080 (|\/| y).

|| fattoredi capitalizzazione e

M
r(01) = oy =1 10894 g
P, 1 1000
| 1000 r(0;D)H 1000
| |
31/12/98 31/12/99
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Esempio 2: attualizzazione

|| giorno 30/2/00 (tempoy) il geometra Facchetti ricevera un bonus
aziendaledi T 5000 (M y). Egli chiede al ragionier Burgnich di poter

anticiparel’incasso del bonusal giorno 30/8/99 (tempo x). || ragioniere
calcola che, in questo caso, al geometra spetterebberol 4750 (PX).

|| fattoredi attualizzazione &

N

v(0,0.5) = B LAY 95
M, T 5000
v(0;0.5)4 5000 | 5000
[ u
30/8/99 30/2/00
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o :
M, - B ®1,,  INTERESSE

TASSO DI INTERESSE
(X y)=r(xy)-1

|nteresse prodotto trax ey per ogni unita di capitale investito
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Esempio 1. capitalizzazione (continua)

Dato un investimentodi T 1000 (P, ) al tempo x (31/12/98) e un
montantedi 1 1080 (M y) al tempoy (31/12/99), si ha:

fattore di capitalizzazione

(o) ="y =1 1080 _) g
| P 11000 =

X

tasso di inter esse

i(01) =r(0;1)- 1=0.08
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o) :
M, - B ®° D,, :sconTo

3
DX,y :1_ I:)x
My My
[

TASSO DI SCONTO
d(xy) =1- V(X y)

Sconto su ogni unita di capitale disponibileiny
per effetto dell’anticipazioneday ax
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Esempio 2: attualizzazione (continua)

Dato un pagamento di I 5000 (|\/| y) disponibileal tempoy (30/2/00) e
un valoreattualedi 1 4750 (P,) al tempo x (30/8/99), si ha:

fattoredi attualizzazione

v(0;0.5) = |\|;X :% gggg =0.95

y

tasso di sconto

d(0;0.5) =1- v(0;0.5)=0.05
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Tassodiinteresse U Tasso di sconto

d(ey) =Y =i00y) Wy

d(xy)
1(X; y)—1 d(x,y)—d(xy)W(xy)

Data una delle quattro funzioni r(x;y), v(x;y),
i(x;y), d(x;y) epossibilericavarelealtre

R
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rixy) | vixy) | ilxy) | d(xy)
r(x;y) rl r-1 r;l
v(xy) \1/ 1-\/V 1- v
169% 1+] ]_-:::l 1'+|
won | gy ve L
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TASSO DI INTERESSE PER PERIODO UNITARIO

X=1 y=t+1
3
i(t;t +1)
In generale:
X=1+S y=t+s+1
R

i(t+st+s+1)

s=0,1,2,...,n-1
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TASSO DI INTERESSE PER PERIODO UNITARIO
COSTANTE

X =t y=t+n
3
i(t;t+n)O i

i(tt+n)=i(tt+) =i(t+1t+2)=...

i(t+n- 2t+n-1)=i(t+n- Lt+n) =i
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‘ REGIME DELL’'INTERESSE COMPOSTO (R.I.C.) \

Tempoinizialet
Capitaleinvestito P

Tempofinalet + n
| nter esse calcolato applicando ogni anno uno stesso tasso di interesse |

al montante |\/|t+S accumulato fino ad allora

M =R
Me =M +iXM, = R X(1+i)
- I\/It+1-|_i ><l\/It+1 = R >(1+|)2

M, =M., , +ixM, =P x1+i)"
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Tempoinizialet
Capitaleinvestito P

Tempofinalet + n
| nter esse calcolato applicando ogni anno un differente tasso di interesse
|+ < t+547 @ Montante M. .. accumulatofino ad allora

t+s
M =R
I\/|t+1 = Mt T it,t+1 ><|\/It - Pt >(1+ it,t+1)
b
I\/It+2 — |\/It+1 + It+1,t+2 ><I\/It+1 - H >O (1+ It+s,t+s+1)
s=0

.......... 1
|\/It+n — I\/It+n-1 + It+n-1,t+n ><I\/It+n-1 — Pt >O (1+ It+s,t+s+1)
s=0
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Fattori di capitalizzazione edi attualizzazione nel R.1.C.

Fattore di capitalizzazione, ovver o montante dopo n periodi
unitari di una unita monetaria di capitale investita al tempo't

r(t;t+n)=(1+i)"

Fattore di attualizzazione, ovvero valore attuale al tempot di una
unita monetaria di capitale disponibiletran periodi unitari

v(t;t +n) =(1+i)n
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Esempio

Tempoinizialet : 31.12.96
Capitaleinvestito P, : $1000

Tempofinalet +n: 31.12.99
Tassodi interesse | : 5% annuo

M, =$1000
M,,, = $1000 +0.05>$1000 = $1000x.05 = $1050
M., = $1050+ 0.05>$1050 = $10001.05)* = $1102.5
M.,,, = $1102.5+ 0.05x$1102.5 = $1000 4(1.05)° = $1157.6

r(t;t +3) = (L05)° =1.1576
v(t;t +3) = (1.05) ° = 0.8638
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‘ GRAFICI FUNZIONI NEL R.I.C. \

Vo

Per qualsias numerorealepositivo W1 A”

R

funzione fattore di capitalizzazione

r(w) =r(t;t +w) = (1+i)"

funzione fattore di attualizzazione

viw) =v(t;t +w) = (1+i)"
funzionetasso di interesse
i(w) =i(t;t+w)=@1+i)" -1
funzionetasso di sconto

dw) =d(t;t+w) =1- (1+i)"
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‘ TASSI EQUIVALENTI NEL R.I.C. \

n periodi unitari
ogni periodo unitario diviso in mparti uguali

| I Y | | oo L1 [ I
t t+1 t+2 t+n-1 t+n

Applicati allo stesso capitale, per 1o stesso periodo di tempo e
nello stesso regime finanziario, producono lo stesso montante, o
stesso valore attuale, lo stesso inter esse e |0 stesso sconto

3
(1+i)" = (1+im)rmn
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Relazionetratasso per periodo unitario e
tasso per frazione di periodo unitario (1/m)

= (1+iy,)" - 1
ij/m = (1+ i)]/m -1

Seil periodo unitario el’anno, allorail sotto-periodo puo essereil
semestre(m=2), il trimestre(m =4), il mese(m=12), ....
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Esempio

Periodo unitario: 1 anno
Frazione di anno: un trimestre (m = 4)
Tempoinizialet: 31.12.96

Capitaleinvestito P, : $1000

Tempofinalet +n: 31.12.99
Tassodi interesse | : 5% annuo

M., = $1000%1.05)° = $1157.6
e = (1+0.05)"" - 1=1.227%

M.,,, = $1000X1.01227)** = $1157.6
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‘ TASSI NOMINALI E TASSI ISTANTANEI NEL R.1.C. \

Periodo unitario el’anno
Frazione di anno (1/m)

Tasso nominale di interesse, rinnovabile m volte nell’anno

J(mM) =mx,,,
R
legame tratasso annuo (effettivo) e tasso nominale

j(m) = mA@+i)’™- 1)
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Al ridurs dellalunghezza del periodo di riferimento, ovvero
per M® ¥ || tasso nominaletende ad un valore costante

RTINS
im i(m) =tm

le0 1/m

m

=log(1+1)

Defintamo:

d° log(1+1)

TASSO ISTANTANEO DI INTERESSE
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Tasso nominale di sconto, rinnovabile m volte nell’anno

r (m) = mxd,, =mx{1- (1- d)*")

Al ridurs dellalunghezza del periodo di riferimento,

. C1- (@- )Y
limr (m) =1lim =-log(1- d
e () =tim = o(1- d)
Definlamo:
r ©-log(1- d)

TASSO ISTANTANEO DI SCONTO
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Tasso istantaneo di interesse U Tasso istantaneo di

sconto
=-]log(1- d) =- logcl- s
9 ) g? 1+ig
|ogael O log(1+i) =d
+ig
R
r =d

INTENSITA" ISTANTANEA

Corso di Matematica Finanziariaa 1999 di Andrea Berardi

Sezione 1

29



Esempio

Tasso di interesse  annuo | =5%
I 0.05
1+i 1.05
Tasso istantaneo di interesse

d ° log(1+1) =log(1.05) = 4.879%

Tasso istantaneo di sconto
r =-log(1- d) =-10g(0.952381) = 4.879%

Tasso di sconto annuo d = = 4.762%

| ntensita istantanea
r =d =4.879%
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Per qualsiasi numero reale positivo wl A", lefunzioni de
R.I.C. possono anche esser e espr esse Cosi:

R

funzione fattore di capitalizzazione
r(w) =r(t;t+w) ="

funzione fattore di attualizzazione
viw) =v(t;t +w) =e*

funzionetasso di interesse

i(w) =i(t;t+w)=¢e™ -1

funzionetasso di sconto
dw)=d(t;t+w)=1- ¢
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Esempio

W =1
r(t) — ed>t — abt¥og(l+) — elog(1+i)t — (l+i)t
V(t) — e-dx — e—t>tog(1+i) — elog(1+i)'t — (1_|_ i)-t
i(t) = €™ - 1= "9 | 1 =g 1= (14i) - 1

d(t) =1- e'd>t =1- e't*09(1+i) =1 - e—log(1+i)t —1. (1+|)t
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‘ FORZA DI INTERESSE \

P Regimefinanziario qualsiasi, con fattore di
capitalizzazione funzione della sola durata dell’ operazione
$1 r(t) r(t + Dt)
| | |
0 t t+ Dt

Interesse prodottotra t e t+ Dt daun
capitale unitario investito al tempo O

e = (t+D1) - 1(t)

_a(t+Dt)-r(t)0
It,t+Dt - g r(t) éxr (t)
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Se r(t) eunafunzione continua e derivabile, con derivata
prima continua in tutto il campo di definizione:

r(tO t Dt) @ (tO) T rth) X[)t

/ \

capitalein t Intervallo di tempo

FORZA DI INTERESSE
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r(t+Dt)- r(t)

d(t):r((t):!)itg?) Dt
r(t) r(t)
£

L =0 ()% (1) DX
d(t): coefficiente che misural’interesse nell’intervallo

[t, t + Dt] in funzione dell’ampiezza dell’ intervallo Dt e
del capitaleinvestito all’inizio del periodo r(t)

r(t)=1 b d(t) determinainteresse prodotto nell’ unita
di tempo per ogni unita di capitale investita.
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Esempio: R.1.C.
r(t) =(1+i)
dc) =" = Tog(r®)

e
_(1+i) Hog(1+i)

[1+i)

=log(1+i)=d

R.I.C.: forza di interesse e intensita istantanea
coincidono
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Fattore di capitalizzazione r (1) in funzione
dellaforzadi interesse d(t)

dcty =" = Tog(r(®)

r(t) It
2\5’ (s)ds= t(‘)ﬂ Iogﬂ(sr (s - [log(r (9))],
¢yl (s)ds =log(r (1)) - log(r(0)) =log(r (t))
R
tc‘pl(s)ds
rt)=e
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r(t):i

v(t)

rt  @v) v(t)

d(t) = r&t) _ - (V‘(t)/ v’ (t)) - VEt)

FORZA DI SCONTO

R

'L‘ﬁ(s)ds
v(t)=e°
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‘ RENDIMENTO A SCADENZA \

ht) © - :1_[><Iog(v(t)) - :tlxtgﬁ (9)ds

In generale, per duedate x e vy

1 %:I(x; s)ds

* Mog(v(x y)) =
y- X y- X

R
Mediatemporaledellaforza di interesse

h(X;y) ° -
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Nel R.1.C. il rendimento a scadenza coincide con la forza di
Inter esse (ovvero con I’'intensita istantanea, ovvero con il tasso
Istantaneo di interesse, ovvero con il tasso istantaneo di sconto)

h(xy) ® - —=—og(v(x;y))
%-iﬁﬂs{j
S qogke * T= 1 >%p|>ds
y'X ﬂ y'Xx
-1 dy- x) =d
y-X
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‘ SCINDIBILITA" EUNIFORMITA’ \

SCINDIBILITA’

|| montante prodotto dall’investimento di un capitale

unitario tra due date u ey non muta se ad una qualsias
data intermedia X s disinveste il montante maturato fino ad
alloraelo s renveste immediatamente per il periodo [X, V].

r(uy) =

r(U; X) X (X;y)
J' Xn yn

$1 r(u; X)
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Esempio: R.I.C.

r(u;y) =ru; X)X (xy)

(A+i)" =(+i)"" q1+i)""

R

Leleggi finanziariedel R.I.C. (fattore di capitalizzazione
e fattoredi attualizzazione) sono scindibili

R
v(U; y) = v(U; X) 2/(X; Y)

(1+i)'(Y'U) — (1+i)'(X'U) >(1+i)'(Y'X)

Corso di Matematica Finanziariad 1999 di Andrea Berardi Sezione 1 42



Esempio

Tempoinizialeu: 31.12.96
Capitaleinvestito P, : $1000 Tassodiinteresse | : 5% annuo

Tempofinaley: 31.12.99
Tempo intermedio x : 31.12.98

Disinvestimento al tempo intermedio x (X-u=2 anni) ereinvestimento
del montante maturato fino ad allora per il periodo compresotrax ela
data di scadenza dell’ operazioney (y-x=1 anno)

M ontante senza “ interruzione’
P x{1+i)"" = $1000X1.05)° = $1157.6

M ontante con disnvestimento e reinvestimento
P X{1+i)" q1+i)"” = $1000x1.05)* {1.05)" = $1157.6
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UNIFORMITA’

|| montante prodotto dall’investimento di un capitale
unitario tra due date u ey non muta se entrambe le date
vengono traslate di un uguale intervallo temporale x.

r(u;y) =r(u+xy+x)

$1 r(u; y)
| |
u y
$1 r(u+xy+x)
| |
u+x y+X
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‘ REGIME DELL'INTERESSE SEMPLICE (R.1.S)) \

Tempoinizialet
Capitaleinvestito P

Tempofinalet + n
| nter esse calcolato applicando ogni anno una maggior azione costante
proporzionale al capitaleinvestito P
=P

M, t
M., =M, +1XB =P X1+1)
I\/It+2 = I\/It+1-|_I th - Pt >(1+2>1)

Misn =M, #1R = R X1+ nX)
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Fattori di capitalizzazione e di attualizzazione nel R.1.S.

Fattore di capitalizzazione, ovver o montante dopo n periodi
unitari di una unita monetaria di capitale investita al tempo't

r(t;t+n)=1+nx

Fattore di attualizzazione, ovvero valore attuale al tempot di una
unita monetaria di capitale disponibiletran periodi unitari

v(t;t+n) =

1+ nX
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Esempio

Tempoinizialet : 31.12.96
Capitaleinvestito P, : $1000

Tempofinalet +n: 31.12.99
Tassodi interesse | : 5% annuo

M, =$1000
M., = $1000 + 0.05>$1000 = $1000 %..05 = $1050
M.,, = $1050+ 0.05>$1000 = $1000x(1.10) = $1100
M., = $1100+0.05>$1000 = $1000(1.15) = $1150
r(t;t +3) = (1+3>0.05) =1.15
v(t;t +3) = (1+3>0.05) ' =0.87
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GRAFICI FUNZIONI NEL R.I.S.

Vo

Per qualsias numerorealepositivo W1 A”

R

funzionefattoredi capitalizzazione
r(w)=r(t;t+w)=1+wx

funzionefattoredi attualizzazione
viw) =v(t;t +w) = (1+w %)™

_ funzion_etasso di interesse_
(W) =I(t;t +w) =w X

funzionetasso di sconto

d(w) =d(t;t +w) =1- (L+w 5)™
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‘ TASS EQUIVALENTI E TASSI NOMINALI NEL R.I.S. \

TASSI EQUIVALENTI

Relazionetratasso per periodo unitario e
tasso per frazione di periodo unitario (1/m)

TASSI NOMINALI

Tasso nominale di interesse, rinnovabile m volte nell’anno

j(m) = m,, =
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FORZA DI INTERESSE

d(t :@: |
() (@)

RENDIMENTO A SCADENZA

h(t) © - %ﬁog(v(t)) _ tlxmg(1+t i)
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NON-SCINDIBILITA'

Nel R.I.S., il montante prodotto dall’ investimento di un
capitale unitariotraduedateu ey e diverso da quello che s
ottiene se ad una qualsias data intermedia x s disinveste|l
montante maturato fino ad alloraelo s reinveste
Immediatamente per il periodo [X, Y].

ru;y) L r(u; X)X (x;y)

(L+ixy- u)t [@L+iXx- u)){L+i qy- X))
3

Leleggl finanziariedd R.1.S. (fattore di capitalizzazione e
fattore di attualizzazione) non sono scindibili
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Esempio

Tempoinizialeu: 31.12.96
Capitaleinvestito P, : $1000 Tassodiinteresse | : 5% annuo

Tempofinaley: 31.12.99
Tempo intermedio x : 31.12.98

Disinvestimento al tempo intermedio x (X-u=2 anni) ereinvestimento
del montante maturato fino ad allora per il periodo compresotrax ela
data di scadenza dell’ operazioney (y-x=1 anno)

M ontante senza “ interruzione’
P, X{1+ixy- u))=%$1000x1.15) = $1150

M ontante con disinvestimento erenvestimento
P {1+ixx- u)){1+ixy- x))=%$1000x.10.05 = $1155
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‘ REGIME DELLO SCONTO COMMERCIALE (R.S.C.) \

Fattoredi attualizzazione funzione del tasso di sconto
secondo unareazionelinear e

v(t;t+n)=1- n>d

Vincolo rilevante per I’applicabilita del R.S.C.:

1
n<=
d
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GRAFICI FUNZIONI NEL R.S.C.

Per qualsias numero reale positivo W1 A~

R

funzione fattoredi capitalizzazione

r(w) =r(t;t+w)=(1- wxd)™

funzione fattore di attualizzazione

viw) =v(t;t +w) =1- wxd

funzionetasso di inter esse

i(w) =i(t;t+w) = (1- wxd) -1

funzionetasso di sconto

dw) =d(t;t +w) =w>d
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FORZA DI INTERESSE

d(t)_rd{t)_ d

r(t)  (1- txd)

RENDIMENTO A SCADENZA

h(t) © - fxlog(v(t)) - :tlxlog(l- t>d)
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NON-SCINDIBILITA'

Nel R.S.C., il montante prodotto dall’investimento di un
capitale unitariotraduedateu ey e diverso da quello che s
ottiene se ad una qualsias data intermedia x s disinveste|l
montante maturato fino ad alloraelo s reinveste
Immediatamente per il periodo [X, Y].

ru;y) L r(u; X)X (x;y)

(L- dXy-u)"* [@- dxx- u))"A{1- dXy- X))
R

Leleggi finanziariedel R.S.C. (fattoredi capitalizzazione
efattoredi attualizzazione) non sono scindibili

Corso di Matematica Finanziariad 1999 di Andrea Berardi Sezione 1 56



